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第 一 版 《工程 控制 论 》 原 是 用 英文 写 的 ， 出 版 于 一 九 五 四 年 中 ， 俄 文 版 是 一 九 五 六 
年 ”, 德 文 版 是 一 九 五 七 年 所 ,中 文 版 是 一 九 五 八 年 中 ， 现 在 回顾 这 个 时 代 , ЖЕНЕ! 在 
这 二 十 多 年 中 ， 我 们 的 国家 和 整个 世界 都 经 历 了 天 地 翻 履 的 变化 . 我 国人 民 经 受 了 这 一 
伟大 时 代 的 革命 锻炼 ; 正 走 上 新 的 长 征 ,为 实现 四 个 现代 化 而 奋斗 . 《工程 控制 论 》 这 一 新 
版 的 作者 们 , 正 是 在 这 一 时 期 锻炼 成 长 起 来 的 中 国 青年 控制 理论 科学 家 们 .他 们 ,尤其 是 
宋 健 同志 ,带头 组 织 并 亲自 写作 定稿 , 完成 了 工作 量 的 绝 大 部 分 , 是 新 版 的 创造 者 。 有 他 
们 这 一 代 人 ， 使 我 更 感到 实现 四 个 现代 化 有 了 保障 。 对 这 一 新 版 , 我 是 没有 做 什么 工作 
的 ,但 为 了 表达 对 他 们 的 敬意 , 同时 也 算是 对 我 国 二 十 多 年 来 伟大 变革 的 纪念 , 纪念 我 们 
文 一 段 共 同 的 经 历 ,我 要 为 宋 健 等 同志 创造 的 新 版 写 一 篇 

序 的 总 题目 ,就 是 如 何 加 速 实现 党 中 央 号 召 ,全 国人 民 所 向 往 的 农业 、 工 业 、 国 防 和 科 
学 技术 现代 化 。 实 现 四 个 现代 化 就 必须 发 展 生产 力 ; 而 发 展 生产 力 的 一 个 重要 方面 就 是 
推进 技术 革命 。 所 以 ,我 就 从 技术 革命 讲 起 ,最 后 说 到 本 书 的 题目 : 控制 论 . 


(=) 


讲 技术 革命 ,首先 要 提 一 下 其 它 几 个 有 关 的 词汇 。 

二 十 世纪 现代 科学 技术 的 伟大 成 就 ， 正 在 对 生产 以 及 整个 社会 产生 着 巨大 的 冲击 。 
有 人 常常 用 “新 的 工业 革命 “第 二 次 工业 革命 、“ 第 三 次 工业 革命 “、“ 科 学 技术 革命 ”等 
等 词句 来 表达 现代 科学 技术 伟大 成 就 的 社会 意义 . 但是, 我们 在 使 用 这 些 词句 时 ,不 应 忽 
视 这 些 词汇 的 背景 . 

这 就 有 必要 回 济 到 本 世纪 四 十 年 代 末 ,对 这 些 提 法 的 来 历 作 一 番 沽 察 . 

控制 论 的 黄 基 人 N. 维 纳 在 一 九 四 七 年 十 月 这 样 说 过 : “如 果 我 说 , 第 一 次 工业 革命 
是 革 “ 阴 上 暗 的 麻 鬼 的 磨 房 * 的 命 ,是 人 手 由 于 和 机 器 竞争 而 贬值 ; ……; ; 那么 现在 的 工业 划 
命 便 在 于 人 脑 的 贬值 ， 至 少 人 脑 所 起 的 较 简 单 的 较 具 有 常规 性 质 的 判断 作用 将 葛 贬 
值 ?2 .因此 , 维 纳 是 第 一 个 把 控制 论 引 起 的 自动 化 间 ”" 第 二 次 工业 革命 ”联系 起 来 的 人 .此 
м, J. р. 贝尔 纳 在 一 九 五 四 年 也 提出 自动 化 是 一 次 ”新 的 工 籽 革命 ”, 他 说 : “我 们 有 理 
由 提 到 一 次 新 的 工业 革命 ,因为 我 们 引用 了 电子 装置 所 能 提供 的 控制 因素 、 判 断 因素 和 精 
密 因 素 , 还 有 进行 工业 操作 的 速度 大 大 增加 了 .。 巨型 的 自动 化 生产 线 , 甚至 完全 自动 化 
的 工厂 都 有 了 ……… же, 风 尔 纳 同 时 提出 了 “科学 技术 革命 ”这 个 名 词 , 他 说 : “二 十 世纪 
新 的 革命 性 特征 不 可 能 局 限于 科学 , 它 甚至 于 更 寄托 在 下 列 事实 ,就 是 只 有 在 今天 科学 才 
做 到 控制 工业 和 农业 .这 场 革命 或 许可 以 更 公允 地 叫 作 第 一 次 科学 -技术 革命 7。 在 维 
纳 和 贝尔 纳 之 后 , 资本 主义 国家 的 学 者 日 渐 增 多 地 采用 这 两 个 词 , 而 尤 以 “第 二 次 工业 革 
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命 * 这 个 词 更 为 流行 . 

苏联 学 术 界 在 一 九 五 五 年 以 前 的 一 段 时 间 内 ,曾经 把 "第 二 次 工业 革命 ”和 “科学 技术 
革命 ”作为 美化 资本 主义 的 概念 而 加 以 拒绝 ;六 十 年 代 初 ,态度 发 生 转变 ,开始 接受 这 两 个 
概念 ;到 了 七 十 年 代 ,“ 科 学 技术 革命 ”已经 成 为 今天 苏联 学 术 界 普遍 接受 的 概念 耻 ; 虽 
然 对 “第 二 次 工业 革命 * 这 个 概念 还 有 争论 ， 但 把 它 作为 一 个 新 概念 接受 下 来 也 已 成 为 事 
实 


当然 ， 概 念 上 的 紊乱 也 是 存在 的 : 诸如 一 面 讲 “ 自 动 化 是 新 的 工业 苹 命 “计算 机 在 
工业 上 的 应 用 正在 引起 第 二 次 工业 革命 "“ 第 二 次 工业 革命 在 本 世纪 早期 始 于 美国 , 它 指 
在 例 行 的 重复 性 的 工作 中 ， 用 自动 控制 和 逮 辑 装置 代替 人 的 智力 和 神经 系统 ”, 然 后 又 说 
什么 “空间 时 代 是 工业 革命 的 第 三 阶段 .一面 讲 “ 现 代 只 有 在 苏联 才 发 生 新 的 工业 革命 ”， 
另外 又 讲 “ 不 论 在 社会 主义 国家 还 是 在 发 达 的 资本 主义 国家 都 正在 发 生 新 的 工业 革命 即 
第 二 次 工业 革命 ”等 等 。 在 “科学 技术 革命 ”问题 上 的 说 法 也 很 类 似 , 诸如 一 方面 讲 “ 新 的 
工业 革命 即 科 学 技术 革命 ”又 讲 “ 科 学 技术 革命 作为 一 个 过 程 , 按 其 内 容 和 本 质 是 不 同 于 
工业 革命 的 ”, 还 说 “科学 技术 革命 是 第 二 次 工业 革命 的 先驱 “科学 技术 革命 即 管理 工艺 
过 程 的 革命 “科学 技术 革命 是 由 于 科学 起 着 优先 作用 而 实现 的 现代 社会 生产 力 的 根本 
变革 ”等 等 。 其 实 科学 技术 革命 这 个 词 就 容易 和 概念 上 完全 不 同 的 科学 革命 混淆 ,科学 革 
命 是 指 人 类 认识 客观 世界 的 重大 飞跃 ， 在 自然 科学 领域 里 的 科学 革命 已 经 由 库 恩 " 作 了 
详细 的 阐述 . 所 以 科学 革命 只 是 认识 客观 志 界 ,还 不 是 改造 客观 世界 ,它们 有 联系 、 但 又 
是 不 相同 的 . 

苏联 学 术 界 对 待 " 第 二 次 工业 革命 "和 "科学 技术 革命 ”这 两 个 概念 的 态度 ， 为 什么 有 
一 个 曲折 的 过 程 9 这 也 是 一 个 值得 思考 的 问题 。 一 九 七 二 年 ,苏联 《哲学 问题 》 杂 志 在 第 
十 二 期 的 社论 中 宣称 ，,“ 科 学 技术 革命 ”使 “生产 的 相互 关系 ”,“ 社 会 的 状态 ”和 “社会 的 结 
构 * 等 等 “发 生 了 根本 的 变化 ”,“ 现 代 世 界 发 生 的 深刻 变化 ”迫使 人 们 对 马列 主义 基本 原理 
做 "这样 或 那样 的 修正 ”0 从 这 个 观点 ,人 们 不 难看 出 ,这 些 人 提出 科学 技术 革命 的 目的 
是 要 修正 马克 思 主 义 基 本 原理 . 

科学 的 社会 科学 ,应 该 把 它 所 有 的 概念 同 蕊 克 思 主义 的 基础 协调 起 来 ,并 且 实 现 精 确 
化 . 对 ”第 二 次 工业 革命 “科学 技术 革命 ”这 些 流行 概念 给 以 必要 推 获 和 订正 ， 这 不 仅 
是 科学 的 社会 科学 工作 者 的 任务 ， 而 且 也 是 自然 科学 技术 工作 者 的 任务 . 为 此 就 有 必要 
回 到 “产业 革命 ”或 上 所谓” 第 一 次 工业 革命 "这 个 问题 上 来 。 


(二 ) 


最 先 提出 “产业 革命 ”概念 的 是 恩格斯 ， 继 恩格斯 之 后 , 有 法 国人 著作 中 的 “产业 革 
命 ” 概 念 , 也 有 英国 资产 阶级 经 济 历 史学 家 托 因 比 的 “产业 革命 ”概念 中 。 必须 说 , 只 有 
马克 思 主 义 的 “产业 革命 ”概念 才 是 真正 科学 的 概念 。 恩 格 斯 在 一 八 四 五 年 出 版 的 《英国 
工人 阶级 状况 》 一 书 中 , 关于 “产业 革命 ”的 论述 , 是 科学 的 社会 科学 对 “产业 革命 ”概念 的 
最 早 论述 .恩格斯 说 : “英国 工人 阶级 的 历史 是 从 十 八 世 纪 后 半期 ,从 蒸汽 机 和 棉花 加 工 
机 的 发 明 开 始 的 .大 家 知道 ,这 些 发 明 推动 了 产业 革命 ,产业 革命 同时 又 引起 了 市 民 社 会 
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中 的 全 面 变革 ,而 它 的 世界 历史 意义 只 是 在 现在 才 开始 被 认识 清楚 . 光 产 业 革 命 对 英国 的 
意义 ,就 象 政 治 革命 对 于 法 国 ,哲学 革命 对 于 德国 一 样 。……… 但 这 个 产业 革命 的 最 重要 的 
产物 是 英国 无 产 阶级 ”2 

什么 是 “技术 革命 ? 昵 9 首先 给 ETO OREA WS A A 毛 主 席 
在 五 十 年 代 就 使 用 过 技术 革命 这 个 词 , 它 往往 是 和 技术 革新 并 列 的 .但 毛 主席 没有 停留 在 
а 般 的 认识 上 ,后 来 他 进 一 А В те 

一 概念 ,指出 : “对 每 一 具体 技术 改革 说 来 , 称 为 技术 革新 就 可 以 了 ,不 必 再 说 技术 草 

йб. теак, 例如 用 蒸汽 机 代替 手工 ,后 来 又 发 明 电力 , 现在 又 
m 子 能 之 类 .” 毛 主席 举 出 了 三 个 技术 革命 的 例子 ,其 中 两 个 是 历史 上 的 ,一 个 是 现代 

。 把 它们 作为 技术 革命 的 典型 加 以 研究 ， 会 给 我 们 什么 启发 ?” 毛 主席 这 段 话 的 历史 站 
实意 义 是 什么 呢 2? 

蒸汽 机 技术 革命 同 十 八 世纪 工业 革命 既 有 联系 ,又 有 区 别 。 在 工场 手工 业 时 期 ,一 
八 八 年 英国 人 托马斯 : 萨 弗 里 发 明了 利用 蒸汽 冷凝 产生 的 真空 ed 
РОВ; 虹 年 之 后 法 国人 巴 本 证 实 了 德国 人 莱 伯 尼 效 提出 的 菊 汽 可 在 汽 氏 中 推动 活塞 的 
原理 ;一 七 一 二 年 英国 人 托马斯 纽 柯 门 做 成 用 燕 汽 和 空气 庄 力 工作 的 一 种 茹 汽 泵 ,用 于 
如 上 于 抽 水 .但 是 ,这 些 茹 汽机 并 没有 引起 工业 革命 , 作 反 地 , 正 是 由 于 创造 了 工具 机 , 才 使 
蒸汽 机 的 革 СЭЙ 一 七 六 四 年 出 现 珍 妮 纺 纱 机 , 一 七 六 七 年 出 现 水 力 纺 纱 机 , 一 
七 八 五 年 央 现 又 机 ， 这 一 系列 工具 机 的 发 明 促 使 瓦特 实现 了 蒸汽 机 的 革命 .一 七 六 四 年 
Eu 一 七 六 九 年 他 获得 第 
一 种 蒸汽 机 专利 ,一 七 八 四 年 获得 第 二 种 蒸汽 机 专利 ,一 七 八 五 年 蒸汽 机 开始 用 来 发 动 纺 
纱 机 ,一 七 八 六 年 建成 博尔顿 .瓦特 蒸汽 机 工厂 . 

瓦特 的 燕 汽机 是 大 工业 普遍 应 用 的 第 一 个 动力 机 ， 它 取代 了 在 生产 过 程 中 作为 动力 
提供 者 的 人 .一 合 燕 汽 机 推动 许多 台 工 具 机 ,形成 有 组 织 的 机 器 体系 ,这 就 是 工厂 制度 的 
诞生 ， 从 一 七 八 六 年 到 一 八 DO 年 ,瓦特 的 工厂 共生 产 了 五 百 多 人 台 蒸 汽机 ,大 大 加 速 了 工 
业 革 命 的 步伐 ， 工场 手工 业 时 代 的 迟缓 的 发 展 进程 变 成 了 生产 中 的 真正 狂 同 时 期 ”0, 蒸 
汽机 成 为 大 工业 迅速 发 展 的 推动 力 ,“ 推 动力 一 旦 产生 , 它 就 扩展 到 工业 活动 的 一 切 部 门 
E e, res 当 工 业 中 机 械 能 的 巨大 意义 在 实践 上 得 到 证 明 以 后 ,人 们 便 用 一 切 办 法 来 全 面 
地 利用 这 种 能 量 站 ,所 以 是 蒸汽 机 技术 革命 导致 了 工业 革命 或 产业 革命 

我 们 再 看 毛 主 席 举 的 技术 革命 的 第 二 个 例子 : 电力 的 发 明和 应 用 .一 八 三 一 年 法 拉 
第 对 电磁 定律 的 发 现 , 为 电力 的 发 明 奠 定 了 基础 。 一 八 七 八 年 ,爱迪生 发 明 能 在 商业 上 普 
遍 应 用 的 双 极 发 电机 ,并 提出 由 一 个 公共 供电 系统 向 用 户 供电 的 计划 ; 次 年 , 爱迪生 制 成 
Pe Rn я о 
未 有 的 干净 、 明 亮 的 照明 工具 的 需要 ,很 快 出 现 了 一 个 完全 新 : 
八 八 二 年 爱迪生 的 发 电厂 和 供电 系统 在 纽约 运转 ; а нони, 法 国 
物理 学 家 马赛 尔 : 德 普 勒 展 出 了 他 在 米 斯 巴赫 至 蔓 尼 黑 之 间架 设 的 第 一 条 实验 性 输电 线 
路 ,从 此 开始 了 交流 电 远 距离 传输 技术 的 大 发 展 . 电力 的 发 明 从 照明 开始 ,但 由 于 它 解决 
了 动力 的 分 配 、 传 输 和 转换 问题 ,所 以 很 快 在 大 工业 中 得 到 普遍 应 用 。 马克 思 在 他 逝世 前 
夕 , 曾 以 极为 喜悦 的 心情 密切 注视 着 电力 的 发 明 . 在 一 八 八 三 年 ;恩格斯 针对 电力 的 发 明 
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їй: “这 实际 上 是 一 次 巨大 的 革命 .蒸汽 机 教 我 们 把 热 变 成 机 械 运动 ,而 电 的 利用 将 为 我 
们 开辟 一 条 道路 ,使 一 切 形式 的 能 一 一 热 \ 机 械 运 动 、 电 、 磁 、 光 一 一 互相 转化 ,并 在 工业 上 
加 以 利用 。 循环 完成 了 、 德 普 勒 的 最 新 发 现 , 在 于 能 够 把 高 压 电 流 在 能 量 损失 较 小 的 情 
况 下 通过 普通 电线 输送 到 迄今 连 想 也 不 敢 想 的 远 距 离 。 并 在 那 一 端 加 以 利用 一 一 这 件 事 
还 只 是 处 于 萌芽 状态 一 一 ,这 一 发 现 使 工业 几乎 彻底 摆脱 地 方 条 件 所 规定 的 一 切 界 限 ,并 
且 使 极 遥 远 的 水 力 的 利用 成 为 可 能 ， 如 果 在 最 初 它 只 是 对 城市 有 利 ， 那 末 到 最 后 它 终 将 
成 为 消除 城乡 对 立 的 最 强 有 力 的 杠杆 .但 是 非常 明显 的 是 ， 生 产 力 将 因此 得 到 极 大 的 发 
展 ， 以 至 于 资产 阶级 对 生产 力 的 管理 愈 来 您 不 能 胜任 ”5 .实践 证 实 了 恩格斯 的 科学 预 
见 ,“ 电 力 工业 是 最 能 代表 最 新 的 技术 成 就 和 十 九 世纪 末 、 二 十 世纪 初 的 资本 主义 的 一 个 
工业 部 门 ”*"1, 而 且 直 到 今天 也 仍然 是 如 此 .是 电力 技术 革命 推进 了 资本 主义 转 入 垄断 阶 
段 ,出 现 了 资本 帝国 主义 , 即 帝 国 主义 . 

蒸汽 机 和 电力 这 两 个 历史 上 的 技术 革命 例子 ， 使 我 们 把 科学 技术 的 发 展 作 为 一 种 社 
会 过 程 、 社 会 现象 来 研究 , 从 它 的 发 展 规律 , 能 够 找到 一 条 线索 : 生产 力 的 发 展 史 是 以 技 
术 革命 划分 阶段 的 ， 这 是 毛 主 席 关 于 技术 革命 的 重要 论述 对 我 们 的 启示 ， 


生产 力 始终 处 在 发 展 过 程 中 ， 而 这 种 发 展 过 程 又 首先 是 从 生产 技术 的 改革 开始 的 . 
生产 力 的 发 展 水 平 取 决 于 生产 技术 的 高 低 . 生产 力 的 发 展 同 一 切 事 物 一 样 ， 总 是 采取 两 
种 状态 , 即 相对 稳定 的 发 展 状态 和 飞跃 变动 的 发 展 状态 , 换 名 话说, 即 生产 力 的 发 展 呈 现 
一 种 阶段 性 “由 粗 笨 的 石器 过 渡 到 弓箭 ， 与 此 相 联系 ， 从 狩猎 生活 过 湾 到 驯养 动物 和 原 ， 
始 畜 牧 ;由 石器 过 渡 到 金属 工具 ( 铁 傣 、 铁 锋 犁 等 等 ), 与 此 相 适 应 ,过 渡 到 种 植 植物 和 耕作 
业 ; 加 工 材 料 的 金属 工具 进一步 改良 ,过 渡 到 冶 铁 风 箱 ,过 渡 到 陶器 生产 , 与 此 相 适 应 , F 
工业 得 到 发 展 , 手工 业 脱 离 农业 , 独立 手工 业 生产 以 及 后 来 的 工场 手工 业 生产 得 到 发 展 ; 
从 手工 业 生 产 工具 过 湾 到 机 器 , 手工 业 - 工 场 手工 业 生 产 转 变 为 机 器 工业 ; 进而 过 渡 到 机 
器 制 , 出 现 现 代 大 机 器 工业 ， 这 就 是 人 类 史上 社会 生产 力 发 展 的 一 个 大 致 的 ` 远 不 完 
备 的 情景 ”9. 这 是 对 生产 力 发 展 阶段 性 的 最 形象 描述 .在 这 一 幅 生 产 力 发 展 的 大 致 情景 
中 ， 人 E 技术 革命 被 引进 到 了 社会 生产 之 中 . 革 
命 就 是 量变 到 质变 的 飞 除 ， 每 一 ee re ei tie te 有 
时 还 要 经 历 很 长 的 强 育 时 期， 然后 才 显示 出 来 ， 它 一 出 现 又 立即 影响 了 整个 社会 生产 , 引 
起 生产 力 的 飞跃 发 展 . 和美 社会 生产 力 和 此 不 社会 的 发 展 就 是 这 样 波浪 式 地 前 进 ， 技术 
革命 是 那些 引起 生产 力 飞 由 发 展 的 技术 变革 ， 不 是 生产 力 持 续 发 展 的 一 般 技术 改革 或 技 
ЖЯ. 

技术 、 技 术 革命 属于 劳动 过 程 或 生产 过 程 "”" “生产 过 程 可 能 扩大 的 比例 不 是 任意 规 
定 的 , 而 是 技术 上 规定 的 “22， 技 术 革 命 万 是 生产 力 发 生 飞 跃 变 化 的 技术 根源 , 而 生产 力 
的 飞跃 发 展 又 必然 推动 社会 历史 的 阶段 性 变化 . 是 蒸汽 机 技术 革命 带 来 了 产业 革命 这 一 
生产 力 的 飞跃 变化 ,推进 了 自由 资本 主义 的 兴起 ;而 电力 技术 革命 却 加 速 了 资本 主义 的 历 
史 进 程 ， 促 使 它 进 入 鸡 断 资本 主义 .这 就 是 毛 主 席 提 出 技术 革命 这 一 科学 概念 的 伟大 而 
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深远 的 涵义 .同时 ,我 们 也 看 到 ,， “技术 革命 ”一 词 比 前 几 节 中 介绍 的 其 它 几 个 词汇 更 精 
确 , 更 有 利于 讨论 研究 问题 . 

为 了 极 大 地 提高 我 国 社会 生产 力 ， 我 们 应 该 深入 研究 当前 出 现 的 几 项 技术 革命 的 涵 
义 , 探 索 正在 酝酿 .即将 出 现 的 技术 革命 ,能 动 地 推进 技术 革命 ,加 速 我 国 四 个 现代 化 的 建 


Ж. 


(бщ) 


我 们 先 讨 论 核 能 技术 革命 . 

核能 技术 是 本 世纪 初 物理 科学 的 伟大 产物 .一 九 C 九 年 ， 爱 因 斯 坦 发 现 了 质 能 等 效 
性 原理 ， 预 示 了 原子 核反应 所 释放 的 能 量 比 化 学 反应 释放 的 能 量 大 几 百 万 倍 的 可 能 性 . 
此 后 ,科学 家 为 敲 开 核能 宝库 的 大 门 进 行 了 不 懈 的 努力 .一 九 三 二 年 恰 德 威 克 发 现 中 子 ， 
找到 了 分 裂 原 子 核 的 钥匙 ;一 九 三 八 年 末 , АЛИЕН ЕН, 发 现 了 铀 原 
子 核 的 可 裂变 性 ;次 年 一 月 二 十 七 日 , 在 美国 华盛顿 举行 的 物理 学 家 会 议 上 , 波 尔 和 费 米 
介绍 了 上 述 发 现 的 重大 意义 , 费 米 首先 提出 了 链 式 反应 的 理论 ; 一 九 四 二 年 十 二 月 二 日 ， 
费 米 在 芝加哥 大 学 建成 第 一 个 原子 反应 堆 ， 首 次 用 实验 证 明 : 在 可 裂变 的 铀 核 中 能 够 产 
生 自 维持 的 链 式 反应 ,从 而 迎 来 了 核能 技术 的 黎明 。 

核能 是 一 种 十 分 集中 的 新 能 源 。 一 公斤 铀 所 含 的 裂变 能 量 约 相当 于 二 千 吨 煤 . 全 世 
界 有 丰富 的 铀 储量 ,在 煤 ` 石 油 \ 天 然 气 日 益 枯 竟 的 情况 下 ,原子 核 的 裂变 能 是 一 个 有 广阔 
前 途 的 新 能 源 ;一 座 一 百 万 千瓦 的 核电 站 正常 运行 一 年 ,证 省 的 矿物 燃料 相当 于 一 百 四 十 
五 万 吨 石油 或 二 百 三 十 六 万 吨 煤 或 十 六 点 五 亿 立 方 米 天 然 气 ; 据 一 九 七 六 年 国外 统计 资 
料 ， 核 电站 的 每 千瓦 小 时 电 总 乎 均 费用 已 低 于 烧 煤 和 石油 的 火力 发 电 .， 正如 蒸汽 机 出 现 
时 的 情形 一 样 , 当 核 能 的 巨大 意义 在 实践 中 得 到 证 明之 后 ,人 们 就 会 全 力 以 赴 把 这 种 现代 
生产 力 发 展 的 巨大 推动 力 扩展 开 来 。 自 一 九 五 九 年 出 现 第 一 座 商 用 核电 站 以 来 ， 新 兴 的 
核能 电力 工业 正在 迅速 发 展 ,截至 一 九 七 八 年 六 月 州 日 ,全 世界 已 建成 运行 的 电功率 在 
三 万 千瓦 以 上 的 核电 站 已 达 二 百 零 七 座 , 总 电功率 约 达 一 亿 零 八 百 万 千 甩 ;全 世界 正在 建 
设 的 核电 站 有 二 百 一 十 九 座 , 总 电功率 达 一 亿 九 千 六 百 万 千瓦; 正在 计划 建设 的 核电 站 有 
一 百 二 十 三 座 , 总 电功率 达 一 亿 二 千 四 百 万 千瓦 。 预 计 到 公元 二 千年 ,全 世界 核电 站 的 装 
机 容量 将 达 十 三 至 十 六 亿 千 瓦 ;届时 将 占 全 世界 总 发 电量 的 百 分 之 四 十 五 . 

早 在 发 现 核 裂 变 前 ,科学 家 就 了 解 到 ,包括 太阳 在 内 的 恒 是 其 持续 发 射 的 巨大 能 量 来 
自 轻 元 素 的 核 聚变 .但 这 种 核 聚变 反应 是 在 一 个 极 高 的 温度 和 压力 环境 中 维持 的 ， 人 工 
创造 这 样 一 个 环境 现在 还 做 不 到 .比较 容易 一 点 的 是 所 的 聚变 ， 而 地 球 海 洋 里 就 有 极 大 
БҮЛ; 一 升 海水 中 就 可 以 提取 约 33 毫克 的 气 , 这 一 点 所 的 聚变 能 量 就 等 于 三 百 升 的 汽 
油 ! 但 就 是 氛 聚 变 也 不 是 轻而易举 的 ， 在 一 九 四 五 年 六 月 十 五 日 首次 有 裂 变 原子 弹 爆炸 实 
现 后 ， 到 一 九 五 二 年 才 实 现 了 第 一 次 聚变 “和 氢弹 ”爆炸 .现在 人 们 正 同 可 控制 聚变 反 
应 一 一 建设 聚变 反应 核电 站 的 目标 前 进 ， 有 可 能 在 本 世纪 末 实 现 . 这 样 仅 海水 中 的 气 所 
含 的 能 量 就 够 人 类 用 了 . 


(五 ) 


对 现代 生产 发 生 深远 影响 的 第 二 项 技术 革命 是 电子 数字 计算 机 . 

蒸汽 机 和 电力 实现 了 生产 过 程 的 机 械 化 ， 而 监督 与 调整 生产 过 程 的 工作 仍 需 人 工 来 
完成 .工人 要 不 断 照 料 机 器 的 动作 , 用 眼 、 耳 和 神经 系统 来 直接 获取 生产 过 程 的 信息 , 然 
后 由 大 脑 对 这 些 信息 进行 处 理 , 作 出 要 不 要 改变 机 器 运行 状况 的 决定 ,并 通过 手 对 机 器 的 
直接 调整 来 执行 这 一 决定 。 本 世纪 初 以 来 ， 产 生 了 能 对 各 种 物理 量 进行 精确 测量 的 感受 
器 件 , 也 产生 了 各 种 执行 机 构 . 获取 机 器 生产 状况 的 信息 的 工作 ,就 由 感受 器 件 取代 了 人 
的 器 官 ; 控制 决定 的 执行 , 由 执行 机 构 取代 了 手 对 机 器 的 直接 调整 . 但 是 ,控制 决定 还 得 
由 人 直接 作出 ， 整 个 生产 过 程 还 需 人 的 直接 参与 ， 这 样 一 种 状况 影响 着 生产 率 进一步 发 
Е. 对 一 些 日 益 精 密 化 \ 快 速 化 的 现代 工业 过 程 ( 如 化 学 工程 过 程 ), 人 工控 制 已 完全 不 能 
胜任 ,因为 在 这 种 情况 下 人 的 思维 在 速度 、 可 靠 性 和 耐力 方面 都 显得 不 够 。 五 十 年 代 出 现 
了 模拟 式 自动 控制 设备 ,在 一 些 不 太 复杂 的 生产 过 程 中 实现 了 自动 控制 .但 是 ,这 种 设备 
一 般 不 能 用 于 复杂 的 现代 化 工业 过 程 ,不 能 进行 数据 处 理 , 也 不 能 用 于 整个 工厂 或 车 间 的 
全 盘 自 动 化 .电子 计算 机 的 出 现 并 应 用 于 工业 生产 , 才 使 自动 控制 技术 产生 了 革命 .第 一 、 
电子 数字 计算 机 具有 计算 精确 的 特点 ， 和 数字 化 感受 器 件 、 数 字 化 执行 机 构 结合 , 能 够 实 
现 工业 生产 过 程 的 精密 控制 ; 第 二 , 电子 数字 计算 机 具有 很 大 的 计算 能 力 , 可 以 根据 生产 
过 程 运行 状况 的 改变 而 自动 改变 调节 参数 ;可 以 计算 出 生产 过 程 的 发 展 趋势 ,以 便 决 定 应 
当 预 先 调整 那些 操作 条 件 . 所 以 计算 机 能 够 对 复杂 的 工业 生产 过 程 实现 自动 控制 ;第 三 ， 
计算 机 不 仅 能 对 生产 过 程 进行 最 优 控制 ,而 且 能 对 包括 感受 器 件 、 执 行 机 构 和 计算 机 本 身 
在 内 的 全 部 生产 设备 进行 监督 控制 . 所 以 计算 机 能 够 实现 整个 企业 和 企业 体系 生产 过 程 
еа АИК. 

关于 过 程 的 信息 ,是 调节 与 控制 这 个 过 程 的 手段 ， 人 和 人 需要 交换 信息 ,人 和 机 器 也 
需要 交换 信息 ,任何 社会 实践 过 程 都 需要 处 理 信息 . 人 处 理 信息 的 能 力 ,直接 影响 着 他 调 
节 与 控制 事物 的 能 力 . 电子 计算 机 作为 最 具 普 遍 意义 的 信息 自动 化 处 理 设备 ， 除 了 用 于 
生产 过 程 的 数字 自动 化 控制 外 , 还 广泛 用 于 军事 技术 、 科 学 研究 、 天 气 预 报 、 交 通 运 输 、 组 
织 管理 \ 信 息 管理 、 财政 贸易 和 日 常生 活 等 领域 , 并 成 为 现代 化 社会 一 种 最 富有 代表 性 的 
装备 ， 据 一 九 七 六 年 年 底 的 统计 数字 ,每 百 万 就 业 人 口 ( 不 包括 农业 ) 所 拥有 的 通用 电子 
数字 计算 机 ,美国 是 一 千 八 百 余人 台 , 日 本 、 西 德 是 八 百 余 台 。 这 个 数字 还 在 迅速 增长 中 . 


(六 ) 


对 现代 生产 和 现代 科学 技术 的 面貌 发 生 深 远 影响 的 第 三 项 技术 革命 是 航天 技术 . 航 
天 技术 , 是 把 航天 应 用 于 生产 、 科 学 技术 和 军事 的 一 大 类 新 技术 的 总 称 , 是 二 十 世纪 五 十 
年 代 诞 生 的 重大 技术 成 就 .航天 技术 短 短 二 十 余年 的 发 展 历史 ， 不 仅 表现 出 在 军事 上 的 
重要 性 ,而 且 显示 出 了 它 在 社会 生产 和 科学 技术 范围 内 的 巨大 应 用 潜力 . 

航天 技术 首先 把 作为 社会 生产 过 程 一般 条 件 的 通信 手段 提高 到 了 一 个 全 新 的 发 展 水 
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平 ,实现 了 一 种 理想 的 天 上 中 继 站 一 一 通信 卫星 . 利用 卫星 通信 ,不 需要 敷设 电缆 或 微波 
接力 站 , 极 少 受 大 气 干扰 ,作用 范围 广 ,可 靠 性 高 ,而 且 通 信 容 量 大 .一 颗 通信 卫星 的 通信 
能 力 与 一 百 条 越 洋 海底 电缆 相当 .利用 卫星 通信 ,实现 了 电视 对 广大 用 户 的 直接 广播 ; 利 
用 卫星 通信 ,可 以 把 大 范围 内 的 信息 处 理 设备 沟通 形成 信息 网 络 . 

航天 技术 实现 了 气象 观测 方式 的 革命 .气象 卫星 能 够 在 全 球 范围 内 对 海洋 、 大 陆 和 
大 气 层 进行 观测 ;能 够 层 夜 提供 全 球 性 的 云 网 照片 ;能 够 对 关键 性 的 气象 参数 的 垂直 剖面 
图 进行 精确 探测 ;能 够 连续 监视 大 片 地 区 的 天 气 现 象 ,并 对 研究 台风 一 类 灾害 性 天 气 现象 
有 很 大 的 作用 .航天 技术 还 能 用 于 监视 地 壳 的 活动 现象 ， 并 对 地 震 和 火山 活动 的 预报 作 
出 页 献 . 

“运输 业 是 一 个 物质 生产 的 领域 ”， 海 运 、 空 运 的 导航 技术 与 社会 生产 的 发 展 紧密 相 
№. 航天 技术 提供 了 一 种 理想 的 天 上 无 线 电 导航 台 一 一 导航 卫星 ,从 天 上 直接 给 飞机 、 船 
舶 潜艇 传送 导航 信号 ,大 大 提高 了 导航 系统 的 经 济 性 \ 可 靠 性 和 精确 性 . 卫星 导航 技术 的 
最 新 发 展 ;将 可 以 提供 全 球 性 的 ,连续 性 的 \ 高 精度 的 导航 业务 , 定位 误差 不 超过 十 米 , 测 
速 精度 为 每 秒 3 厘米 , 比 地 面 无 线 电 导航 提高 近 一 百倍 ! 

航 大 技术 提供 了 一 种 经 济 、 有 效 的 自然 资源 大 面积 普查 手段 .地 球 资源 卫星 可 以 用 
于 土壤 资源 的 调查 、\ 规 划 和 开发 ;农作物 长 势 和 病害 预报 ,信物 资源 普查 ,水 文 勘测 ,林业 、 
牧 业 资源 管理 ,海洋 资源 调查 ,等 等 

航天 技术 还 开辟 了 “天 上 生产 * 的 远景 。 例 如 ,在 赤道 同步 卫星 轨道 上 ,太阳 产生 的 能 
量 密度 率 约 为 每 分 钟 每 平方 厘米 二 卡 ;, 而 且 不 受 地 球 屋 夜 和 天 气 变化 的 影响 ,我 们 可 以 设 
想 在 未 来 利用 这 种 环境 在 天 上 建设 大 型 太阳 能 电站 持续 发 电 ， 然 后 通过 大 功率 微波 器 件 
转换 成 微波 能 量 , 定 向 发 射 回 地 面 接收 站 ,再 转换 成 工业 和 民用 所 需 的 电力 . 

由 于 航天 技术 的 最 新 发 展 ， 在 本 世纪 八 十 年 代 将 出 现 一 种 先进 的 可 往返 使 用 的 航天 
运载 工具 一 一 航天 飞机 ， 航 天 飞机 将 取代 先前 一 次 使 用 的 卫星 运载 火箭 ; 将 能 够 对 在 轨 
道上 上 运行 的 通信 卫星 .导航 卫星 ` 地 球 资源 卫星 气象 卫星 和 科学 卫星 进行 维修 服务 ;将 能 
把 已 在 轨道 上 完成 了 任务 的 有 效 载荷 取 回 地 面 ,以 便 修复 使 用 或 供 改 进 技术 用 ;将 能 为 航 
天 技术 提供 经 济 的 “天 上 实验 室 ”; 将 能 使 利用 天 上 无 重力 环境 进行 “天 上 生产 * 成 为 现实 ， 
航天 飞机 的 发 展 将 把 航天 技术 革命 进一步 推 向 深入 . 

航天 技术 对 生产 和 科学 技术 的 发 展 将 继续 产生 深远 的 影响 。 从 根本 上 说 ， 这 是 由 于 
航天 具有 极其 深刻 的 认识 论 意 义 ， 任何 知识 的 来 源 ， 在 于 人 的 肉体 感官 对 客观 外 界 的 感 
п. 因此 ， 任 何 技术 的 发 展 都 与 人 类 眼界 扩大 的 程度 相关 。 航 天 技术 提供 了 一 个 极其 优 
越 的 位 置 , 从 天 上 来 发 展 我 们 对 地 球 、 大 气 层 和 整个 自然 界 的 认识 , 使 人 的 眼界 有 一 个 飞 
跃 的 扩大 . 在 航天 技术 出 现 之 前 ,人 局 限 在 地 球 上 ,眼界 很 小 ,对 范围 极其 辽阔 的 陆地 \ 海 
洋 、 大 气 层 进行 一 番 系 统 的 考察 ,所 需要 的 时 间 是 十 分 长 的 ;对 范围 很 大 的 区 域 性 、 洲 际 性 
甚至 全 球 性 的 自然 现象 ,根本 无 法 直接 观察 ; 对 环境 条 件 恶劣 地 区 的 自然 现象 , 难以 深入 
考察 ;对 一 些 迅速 变化 的 自然 现象 ,人 也 缺乏 连续 观察 的 能 力 ， 航天 技术 从 根本 上 改变 了 
这 种 状况 。 应 用 目前 已 经 成 熟 的 技术 ,从 数 百 公里 高 的 卫星 轨道 上 对 地 球拍 照 ,一 张 用 于 
地 质 普查 的 卫星 照片 可 以 覆盖 地 面 三 万 四 干 平方 公里 ， 为 普通 航空 观测 照片 的 三 百 四 十 
倍 ! 应 用 离 地 面 三 万 五 干 多 公里 的 赤道 同步 卫星 ， 可 以 连续 “俯视 ”大 约 半 个 地 球 表面 . 
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航天 技术 给 我 们 提供 了 多 种 多 样 的 天 上 观察 站 ， 以 发 展 我 们 对 自然 界 的 认识 : 利用 极地 
轨道 卫星 ， 可 以 在 十 多 天 内 普查 全 球 一 次 ; 利用 赤道 同步 轨道 卫星 ， 可 以 连续 不 断 监 视 
地 面 自然 现象 ;利用 太阳 同步 轨道 卫星 ,可 以 在 太阳 光照 基本 一 致 的 条 件 下 对 自然 特征 进 
行 对 比 研究 。 航天 遥感 技术 还 扩展 了 人 对 地 表 、 洋 面 和 大 气 层 辐射 的 电磁 波谱 的 识别 范 
围 ， 使 一 些 表现 在 可 见 光 区 域 以 外 的 自然 现象 成 为 可 以 观察 的 。 航 天 技术 极 大 地 延伸 了 
人 的 眼力 。 以 天 文 观察 为 例 ,最 近 发 现 的 发 射 X- 光 和 7Y 射线 的 星 源 和 与 其 相关 的 一 系列 
所 谓 高 能 天 文学 现象 ， 没 有 天 文 卫 星 这 个 工具 是 不 可 设想 的 ， 又 如 从 地 球 用 光学 望远镜 
观察 火星 表面 只 能 辨认 出 尺度 大 于 三 百 公 里 的 特征 ;而 飞 往 火 星 的 航天 探测 器 ,能 在 几 千 
公里 的 近 距 离 拍 摄 火星 照片 并 传 回 地 球 ， 使 分 辩 能 力 一 下 提高 了 一 百倍 ! 环绕 火星 的 航 
天 探测 器 进一步 把 这 一 能 力 提高 到 一 千 倍 以 上 ; 而 在 火星 表面 软 着 陆 的 航天 探测 器 则 能 
对 其 表面 进行 直接 探测 ， 并 将 结果 传 回 地 球 ， 各 种 各 样 的 行星 探测 器 使 人 的 眼力 一 下 子 
延伸 了 数 千 万 甚至 成 亿 公 里 ! 

以 前 我 们 是 局 限于 地 球 表面 来 搞 科 学 实验 的 ,但 就 在 这 样 的 条 件 下 ,我 们 创造 了 如 此 
丰富 的 科学 技术 ， 如 此 丰富 的 知识 宝库 . 今后 我 们 可 以 距 出 地 球 表面 ， 进 入 太阳 系 的 空 
间 , 我 们 对 宇宙 的 认识 必然 会 有 一 个 飞跃 ! | 
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除了 以 上 所 说 的 三 项 当代 技术 革命 ,核能 技术 革命 ,电子 计算 机 技术 革命 和 航天 技术 
革命 之 外 ， 我 们 还 看 到 现代 科学 技术 的 重大 突破 正 酝 酿 着 另外 几 项 技术 革命 .例如 激光 
技术 的 发 展 将 会 导致 新 的 技术 革命 ,开创 光子 学 、 光 子 技术 和 光子 工业 中 。 又 如 遗传 工程 
的 发 展 也 将 会 导致 新 的 技术 革命 ,开创 按 人 的 计划 , 创造 新 的 生物 种 属 , 而 不 光 是 靠 老 天 
和 爷 培育 生物 种 属 ， 还 可 能 有 其 他 技术 革命 . 五 、 六 项 技术 革命 同时 并 进 , 百花 齐 放 , ЛЖ 
干 红 , 是 人 类 历史 上 从 未 有 过 的 局 面 ! 

但 所 有 这 些 科 学 技术 的 发 展 ， 所 有 这 些 技术 革命 都 直接 与 控制 论 联 在 一 起 控制 论 
的 发 生 可 以 追 朔 到 电力 驱动 技术 , 即 电力 技术 革命 ;而 控制 论 的 成 长 则 同 当 代 几 项 技术 革 
命 分 不 开 的 . 可 以 预言 ， 控 制 论 的 进一步 发 展 也 必 将 同 我 们 以 上 论述 的 技术 革命 的 进 一 
步 发 展 紧密 相配 合 。 让 我 们 看 一 看 几 十 年 来 的 历史 . 

一 九 四 四 年 那 一 人 台 名 电 МАВК-1 的 大 型 继电器 式 计算 机 ， 一 九 四 五 年 宾夕法尼亚 
大 学 那 台 采用 电子 管 代替 继电器 的 ENIAC 电子 计算 机 ,都 出 现在 控制 论 完 全 形成 之 前 . 
但 是 ,用 替 续 的 开关 装置 和 用 二 进 制 作为 电子 计算 机 设计 的 最 合适 基础 ,完全 是 受 惠 于 从 
一 九 四 二 年 前 后 开始 的 控制 沦 思想 的 发 展 : 人 的 神经 系统 在 做 计算 工作 时 ， 作 为 计算 元 
件 的 神经 元 或 神经 细胞 ， 实 质 上 可 以 看 作 只 具有 两 种 动作 状态 的 替 续 器 ,工程 控制 论 出 
现 以 后 ,已 日 益 深 刻 地 被 应 用 于 指导 电子 计算 机 的 设计 . 例如, 能够 记 住 主题 并 把 以 后 接 
受 的 信息 同 这 个 主题 联系 起 来 的 智能 终端 能够 识别 语言 波形 、 完 全 按照 声音 来 操作 的 计 
算 机 ,能 够 直接 把 图 象 转变 为 数字 信息 存储 、 处 理 的 计算 机 ,以 及 具有 一 定 自学 习 、 自 组 织 
功能 的 以 电 了 于 计算 机 为 心脏 的 机 器 智能 等 等 ， 都 是 按照 控制 论 原理 来 革新 电子 计算 机 体 
系 结构 的 一 些 新 发 展 ， 工 程控 制 论 正在 推动 电子 计算 机 技术 革命 的 深入 .这 样 一 个 现实 
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已 经 来 到 了 人 类 的 面前 :由 电子 计算 机 和 机 器 智能 装备 起 来 的 人 ,已 经 成 为 更 有 作为 ,更 
高 超 的 人 ! 

工程 控制 论 在 其 成 形 的 时 候 ， 就 把 设计 稳定 与 制导 系统 这 类 工程 实践 作为 主要 研究 
对 象 。 虽 然 ,作为 现代 火箭 技术 和 航天 技术 萌芽 的 V-2 火箭 在 控制 论 诞生 之 前 好 几 年 就 
HAT, 但 是 , 同 应 用 工程 控制 论 所 实现 的 高 精度 、 高 可 靠 性 的 制导 技术 比较 起 来 ，V-2 
的 机 电 式 制导 系统 实在 是 太原 始 了 。 法 西 斯 德国 向 伦敦 发 射 了 二 千 枚 这 种 射程 三 百 公里 
的 火箭 ,只 有 一 千 二 百 三 十 枚 落 入 市 区 ,这 其 中 又 仅 只 有 半数 落 在 距 目 标 中 心 十 三 公里 的 
范围 之 内 。 而 现代 制导 技术 可 以 达到 这 样 的 成 就 : 射程 一 万 公里 的 洲际 导弹 弹头 落 点 贺 
公 算 偏差 在 三 十 米 以 内 ;“ 海 盗号 ”航天 飞行 器 在 远 距 地 球 七 千 万 公里 之 遥 的 火星 实现 了 
准确 的 软 着 陆 。 各 种 人 造 地 球 卫 星 、 行 星 探测 器 ,运载 火箭 以 及 航天 飞机 , 都 是 高 度 自动 
化 机 器 。 航 天 遥测 、 航 天 遥控 航天 遥感 ,还 有 航天 测控 信息 的 远 距 离 传递 ,都 是 工程 控制 
论 在 航天 技术 革命 发 展 过 程 中 建立 的 里 程 碑 。 

高 精度 ,高 可 靠 性 自动 调节 、 自动 控 制 和 自动 监测 系统 , 对 核能 技术 的 发 展 极 具 重 要 
性 .在 核电 站 发 展 的 早期 ,一 般 采 用 常规 的 机 电 自 动 控制 技术 和 仪表 .一 九 六 三 年 ,在 核 
电站 调节 \ 控 制 与 监测 工作 中 首次 引用 了 电子 计算 机 控制 , 并 获得 了 很 大 成 功 ; 到 六 十 年 
代 示 期 ,电子 计算 机 控制 已 在 核电 站 上 广泛 应 用 。 全 面 采 用 电子 计算 机 鉴 视 和 控制 ,是 当 
前 核电 站 技术 发 展 的 显著 特征 。 现 代 电 力 网 建设 ， 要 求 核电 站 在 运行 过 程 中 能 随 电网 负 
和 荷 的 变动 而 自动 调整 功率 输出 ， 只 有 应 用 多 变量 最 优 控制 以 及 能 预测 控制 变量 的 前 馈 控 
制 等 现代 控制 理论 ,才能 实现 这 个 目标 . 

控制 论 的 对 象 是 系统 。 所 谓 系统 ， 是 由 相互 制约 的 各 个 部 分 组 织 成 的 具有 一 定 功能 

的 整体 .一 个 蒸汽 机 自动 调节 器 是 一 个 系统 ,一 部 自动 机 器 是 一 个 系统 ,一 个 生物 体 是 一 
个 系统 ,一 条 生产 线 是 个 系统 ,一 个 企业 是 个 系统 ,一 个 企业 体系 是 个 系统 ,一 项 科学 技术 
工程 是 个 系统 ,一 个 电力 调节 网 是 个 系统 ,一 个 铁路 调度 网 是 个 系统 ;还 有 ,一 个 经 济 协作 
区 是 个 系统 ,一 个 社会 组 织 也 是 一 个 系统 。 有 小 系统 ,有 大 系统 , 也 有 把 一 个 国家 作为 对 
象 的 巨 系 统 ;有 工程 的 系统 ,有 生物 体 的 系统 ,也 有 既 非 工程 的 ,也 非 生物 的 系统 。 为 了 实 
现 系 统 自身 的 稳定 和 功能 ,系统 需要 取得 、 使 用 ,保持 和 传递 能 量 、 材 料 和 信息 ,也 需要 对 
系统 的 各 个 构成 部 分 进行 组 织 ， 生 物 系统 的 组 织 是 一 种 自 组 织 ， 能 够 根据 环境 的 某 些 变 
化 来 重新 组 织 自己 的 运动 的 工程 系统 是 自动 控制 系统 . 
在 工程 系统 的 实践 经 验 基础 上 ， 本 世纪 六 十 年 代 兴 起 一 类 新 的 工程 技术 ， 即 系统 工 
程 四 ,系统 工程 已 从 工程 的 系统 推广 应 用 到 了 非 工程 的 系统 ,从 工程 系统 工程 发 展 到 了 经 
济 系统 工程 和 社会 系统 工程 〈 简 称 社 会 工程 )2， 系 统 工程 是 各 类 系统 的 组 织 和 管理 技 
Ж. 各 类 系统 工程 的 共同 理论 基础 是 运筹 学 .但 控制 论 研究 系统 各 个 构成 部 分 如 何 进行 
组 织 ,以 便 实 现 系 统 的 稳定 和 有 目的 的 行动 ,所 以 系统 工程 又 与 控制 论 有 关 。 这 就 扩大 了 
控制 论 概念 的 影响 . | 

另 一 方面 也 还 有 这 样 的 情况 : 由 于 机 械 自动 调节 与 控制 技术 的 发 展 ， 本 世纪 四 十 年 
代 末 正式 形成 了 控制 论 科学 . 控制 论 原理 已 成 功 地 应 用 于 工程 系统 、 生 物 系统 和 高 级 神 
经 系统 ,五 十 年 代 诞生 了 工程 控制 论 和 生物 控制 论 。 六 十 年 代 , 现 代 控 制 论 发 展 形成 的 大 
系统 理论 ,已 把 控制 论 的 方法 推广 到 了 既 非 工程 又 非 生 物 的 系统 一 经 济 系统 ,从 而 正在 
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出 现 一 个 新 的 控制 论 分 支 一 一 经 济 控制 论 。 面 临 这 样 一 种 发 展 形势 ,人 们 自然 要 问 ,控制 
论 方法 能 否 对 比 大 系统 更 大 的 巨 系统 即 社会 系统 发 挥 效 用 ? 

维 纳 在 一 九 四 八 年 曾经 说 过 ， 那 种 认为 控制 论 的 新 思想 会 发 生 某 种 社会 效用 的 想法 
是 “ 庶 伪 的 希望 ”*，“ 把 自然 科学 中 的 方法 推广 到 人 类 学 、 社会 学 、 经 济 学 方面 去 , 希望 能 
在 社会 领域 里 取得 同样 程度 的 胜利 ”这 是 一 种 “过 分 的 乐观 .控制 论 的 现代 发 展 证 明 
维 纳 一 九 四 八 年 的 观点 是 过 于 保守 的 .把 一 些 工 程 技术 方法 推广 应 用 到 社会 领域 也 不 是 
“过 分 的 乐观 ”, 而 是 现实 。 运筹 学 已 用 于 经 济 科学 ,并 将 应 用 于 更 大 的 社会 领域 . 

恩格斯 曾经 预言 , 在 社会 主义 条 件 下 ,“ 社 会 生产 内 部 的 无 政府 状态 将 为 有 计划 的 自 
觉 的 组 织 所 代替 ”充分 利用 社会 主义 经 济 规律 的 调节 作用 ,能 够 组 织 自觉 运转 的 经 济 
系统 ,这 样 的 系统 实质 上 也 是 一 种 自动 系统 ;充分 利用 社会 主义 建设 的 客观 法 则 和 统计 规 
律 的 调节 作用 , 如 恩格斯 所 预言 ,可 以 实现 社会 生产 的 有 计划 的 自觉 的 组 织 ”, 实 质 上 这 
就 是 一 种 巨型 的 系统 ,所 以 , 控制 论 所 研究 的 系统 的 运动 形式 , 在 高 级 形态 的 系统 一 一 社 
会 系统 中 ,也 是 存在 的 .因此 ,没有 理由 认为 控制 论 的 社会 应 用 是 一 种 “虚伪 的 希望 *。 这 
是 一 种 已 经 看 得 见 曙光 的 真实 的 希望 .在 社会 主义 条 件 下 ,一 门 新 的 科学 终 将 诞生 ,这 就 
是 社会 控制 论 . 这 样 一 门 科 学 不 会 在 资本 主义 制度 下 出 现 , 因为 ,资产 阶级 社会 的 症结 
正 是 在 于 ,对 生产 自 始 就 不 存在 有 意识 的 社会 调节 ”…. 
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作为 技术 科学 的 控制 论 , 对 工程 技术 .生物 和 生命 现象 的 研究 和 经 济 科学 , 以 及 对 社 
会 研究 都 有 深刻 的 意义 ， 比 起 相对 论 和 量子 论 对 社会 的 作用 有 过 之 无 不 及 。 我们 可 以 毫 
不 含糊 地 说 从 科学 理论 的 角度 来 看 ,二 十 世纪 上 半 叶 的 三 大 伟 绩 是 相对 论 、 量 子 论 和 控制 
论 呈 ,也 许可 以 称 它们 为 三 项 科学 革命 ,是 人 类 认识 客观 世界 的 三 大 飞跃 . 但 我 们 比较 这 
三 大 理论 ,也 看 到 它们 ,特别 是 前 两 者 与 后 者 的 区 别 .， 相对论 是 处 理 宏观 物质 运动 的 基础 
理论 ,量子 力学 是 处 理 微 观 物 质 运 动 的 基础 理论 .它们 有 一 个 共同 点 ,都 是 研究 物质 运动 
的 ;还 有 一 个 共同 点 , 都 是 基础 理论 , 即 人 们 实践 的 基本 总 结 , 物质 运动 不 管 什么 形式 ,都 
是 以 此 为 依据 的 .控制 论 则 不 然 , 它 的 研究 对 象 似乎 不 是 物质 运动 ,而 且 好 和 象 也 还 没有 深 
入 到 可 以 称 为 基础 理论 。 这 吕 发 人 深思 了 .相对 论 和 量子 方 学 的 典型 可 以 引导 我 们 设想 
控制 论 的 进一步 发 展 的 方向 . 

为 什么 说 控制 论 似 乎 还 不 够 深入 昵 ? 从 控制 论 上 述 的 形成 和 发 展 来 看 ， 它 是 原始 于 
技术 的 , 即 从 解决 生产 实践 问题 开始 的 ， 工 程控 制 论 首先 建立 ,是 控制 工程 系统 的 技术 的 
总 结 , 即 从 工程 技术 提炼 到 工程 技术 的 理论 , 即 技术 科学 . 有 了 这 样 一 门 技术 科学 一 一 工 
程控 制 论 , 就 如 前 面 讲 到 的 ,我 们 又 发 现 生 物 生 命 现象 中 的 一 些 问题 也 可 以 用 同样 的 观点 
来 考察 ， 从 而 建立 了 生物 控制 论 ， 再 进而 发 展 到 经 济 控制 论 以 及 社会 控制 论 ， 现 在 我 们 
如 果 把 这 四 门 技术 科学 加 在 一 起 称 为 控制 论 , 这 样 形成 的 所 谓 控制 论 还 是 一 个 混合 物 , 没 
有 脱离 其 本 来 技术 科学 的 面目 ;特性 的 内 容 多 些 ,普遍 存在 的 共性 内 容 不 够 突出 ， 能 不 能 
更 集中 研究 “控制 ”的 共性 问题 ， 从 而 把 控制 论 提 高 到 真正 的 一 门 基础 科学 呢 ? 能 不 能 把 
工程 控制 论 ` 生 物 控 制 论 、 经 济 控制 论 、 社会 控制 论 等 等 作为 是 由 这 门 基础 科学 理论 控制 
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论 消 生出 来 的 技术 科学 呢 ? 

理论 控制 论 的 对 象 是 不 是 物质 的 运动 ?因为 世界 是 由 运动 着 的 物质 构成 的 ， 控 制 论 
的 对 象 自然 还 是 客观 世界 ,所 以 控制 论 的 研究 对 象 最 终 还 得 联系 到 物质 ,只 不 过 不 是 物质 
运动 本 身 而 是 代表 物质 运动 的 事物 因素 之 间 的 关系 。 有 些 关 系 是 直接 的 ; 有些 关系 不 直 
B, 要 通过 信息 通道 , 表现 为 信息 。 此 外 , 为 了 控制 , 即使 受 控 对 象 按 我 们 的 预定 要 求 行 
od 和 干 控制 量 和 控制 量 与 事物 因素 以 及 信息 之 间 的 关系 .事物 因素 、 信 息 和 
控制 量 形 成 一 个 相互 关联 体系 ， 表 现 为 可 以 用 数学 表达 的 一 系列 关系 . 我们 要 注意 关联 
а РА 也 就 是 要 定量 ,不 然 就 没有 控制 论 ， 理 论 控 制 论 的 任务 就 是 根据 

这 些 定量 的 关系 预见 整个 系统 的 行为 。 有 些 问 题 在 控制 论 中 是 有 决定 性 意义 的 : 如 系统 
的 能 控 性 问题 和 能 观测 性 问题 的 普 凯 理论 . 

如 果 这 就 是 我 们 要 建立 的 基础 科学 理论 控制 论 ， 那 我 们 可 以 从 这 一 新 版 《工程 控制 
和 我 们 达到 的 离 我 们 的 目标 还 有 一 定 距离 , 深度 还 很 差 。 要 真正 建立 这 门 基 础 科 
学 ,还 有 待 于 今后 控制 论 专业 工作 者 们 的 努力 ， 为 了 实现 我 国 的 社会 主义 现代 化 ,为 了 促 
法 当前 的 和 肥 将 到 来 的 各 项 技术 莹 全 ,我 认为 这 一 努力 是 很 有 意义 的 . 

在 写 这 篇 序 的 过 程 中 ， 王 寿 云 同 志 帮 助 我 检阅 并 整理 了 很 多 资料 ， 付 出 了 辛勤 的 劳 
动 ,我 在 此 对 他 表示 感谢 。 


钱学森 
号 于 一 九 忒 八 年 下 二 月 二 十 四 日 
修改 于 一 九 七 九 年 十 一 月 二 十 九 日 
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早 在 一 九 六 三 年 ,为 了 适应 我 国 科学 技术 发 展 的 需要 , 应 广大 读者 的 要 求 , 钱学森 同 
志 委托 我 们 对 《工程 控制 论 》 作 补充 修订 ， 在 他 的 直接 指导 下 , 我 们 用 了 两 年 多 的 时 间 对 
原 书 进行 了 修订 ， 以 求 反 映 原 书 英文 版 出 版 以 后 十 年 中 这 门 技术 科学 的 主要 进展 ， 一 九 
六 六 年 春 ,初稿 完成 后 不 久 就 看 到 ,当时 要 出 版 它 是 完全 不 可 能 的 。 以 后 那 几 年 情况 更 复 
杂 ,几经 周折 之 后 ,几乎 全 部 插图 和 部 分 原稿 都 丢掉 了 。 在 这 里 , КУЗЕН ЫШ ЕЖЕ ЕЕ] 
E, 他 竟 能 把 未 丢 尽 的 原稿 妥善 保存 了 十 多 年 , 使 我 们 有 可 能 在 粉碎 “四 人 才 ” 之 后 ,重新 
整理 书稿 ;并 在 较 短 的 时 间 内 完成 了 这 一 工作 ， 

从 《工程 控制 论 》 的 初版 到 现在 已 过 了 二 十 五 年 ， 在 这 二 十 五 年 中 ,工程 控制 论 这 门 
技术 科学 在 研究 的 范围 和 深度 方面 都 有 了 巨大 的 发 展 .但 是 , 原 书 中 所 阐明 的 基本 理论 和 
观点 至 今 仍然 是 这 门 学 科 的 理论 基础 ,这 就 是 为 什么 原 书 的 中 、 英 、 德 俄 等 各 种 文 版 至 今 
还 不 断 为 世界 各 国 科 学 技术 工作 者 所 引证 和 参考 的 原因 ， 因 此 ,在 修订 过 程 中 ,我 们 保留 
了 原 书 的 几乎 全 部 内 容 和 章节 ,在 这 个 基础 上 ,按照 原著 的 宗旨 ,选择 新 的 材料 加 以 补充 。 
显然 ;从 浩瀚 的 文献 中 和 二 十 五 年 卓有成效 的 工程 实际 中 抽取 新 的 带 有 共性 的 理论 ,在 今 
天 来 说 是 一 件 非常 困难 的 事 ， 还 由 于 我 们 本 身 水 平和 条 件 的 限制 ， 增 补 内 容 的 选择 不 能 
不 带 有 片面 性 ， 这 是 首先 应 该 申明 的 ， 

与 原 书 比较 , 完全 新 增加 的 有 五 章 ( 第 八 、 十 二 ,十 七 .二 十 和 二 十 一 章 )， 此 外 , 原 书 
各 章节 中 都 增加 了 新 的 内 容 ， 有 的 则 大 部 分 是 新 写 的 ， 对 某 些 章节 的 次 序 还 作 了 相应 的 
调整 ， 例 如 在 第 二 章 中 增加 了 状态 空间 的 表示 理论 ， 它 不 仅 对 系统 的 精细 研究 提供 了 新 
的 工具 ,还 为 从 常 微分 方程 到 偏 微分 方程 的 过 渡 提 供 了 桥梁 ,因此 状态 空间 的 理论 近 十 年 
来 已 广泛 被 采用 ， 在 本 版 中 增加 的 新 章 有 最 优 控制 理论 (第 八 章 和 第 九 章 大 部 分 )。 它 是 
近 二 十 年 来 有 重大 发 展 的 部 分 之 一 ， 这 种 理论 的 抽象 和 所 得 到 的 新 的 结果 已 在 工程 实践 
的 广泛 应 用 中 被 证 明 是 成 功 的 ， 各 种 类 型 的 最 优化 设计 问题 都 以 这 种 理论 的 抽象 作为 基 
础 ;在 这 两 童 中 我 们 着 重 介绍 非 古典 最 优 控制 问题 ， 在 和 古典 变 分 法 的 对 照 之 下 可 以 看 
到 ， 无 论 是 命题 和 讨论 问题 的 方法 都 大 大 地 前 进 了 ， 更 接近 于 解决 实际 问题 中 的 主要 矛 
盾 ， 可 以 说 ， 这 是 近 二 十 年 来 工程 控制 论 这 门 学 科 中 进展 最 大 的 理论 之 一 ， 新 增加 的 第 
十 二 章 ， 是 关于 分 布 参 数 系统 的 理论 ， 这 些 理论 主要 是 六 十 年 代 以 后 发 展 起 来 的 ， 在 自 
然 界 和 社会 现象 的 各 种 过 程 中 ,有 相当 大 的 部 分 是 由 偏 微分 方程 描述 的 ， 二 十 年 前 ,初期 
的 工程 控制 论 对 偏 微 分 方程 描述 的 过 程 几乎 尚未 触及 ， 现 在 ,情况 已 有 了 很 大 的 变化 ,处 
理 这 类 问题 的 理论 基础 已 经 建立 起 来 了 ,虽然 完善 的 程度 还 远 远 不 够 ,特别 是 能 直接 为 工 
程 计算 所 应 用 的 结果 还 不 多 。 由 于 分 布 参数 系统 本 身 的 状态 空间 是 无 穷 维 的 。 在 这 里 使 
用 泛 函 分 析 中 的 观点 和 方法 ,可 以 建立 简单 清晰 的 概念 ,能 使 相当 复杂 的 问题 鸯 然 开朗 

第 十 七 章 中 扼要 介绍 了 与 计算 机 技术 有 关 的 几 个 问题 ， 计 算 机 的 广泛 应 用 对 控制 论 
的 发 展 具有 划时代 的 意义 ,然而 作为 普遍 的 理论 目前 仍 处 于 探索 阶段 ,我 们 只 能 限于 介绍 
这 方面 的 基础 理论 和 几 个 典型 问题 ,并 将 这 些 内 容 都 归纳 在 “逻辑 控制 和 有 限 自动 机 > 这 


Шр 


xviii 前 


个 标题 之 下 . 这 样 作 有 时 是 勉强 的 ,如 人 工 智能 简直 应 该 是 一 门 新 的 学 科 , 遗 杠 的 是 一 种 
统一 的 理论 模型 还 没有 形成 。 第 二 十 章 是 信息 论 ， 它 或 许 不 宜 直接 列 和 人 工程 控制 论 的 范 
畴 ,但 是 近年 来 信息 处 理 和 过 程控 制 已 密切 到 难 解 难 分 的 程度 ,以 至 于 有 融合 的 趋势 ， 因 
此 , 遵照 钱学森 同志 的 提议 , 增加 了 这 一 章 . 最 后 一 章 是 大 系统 ,这 也 是 工程 控制 论 这 个 
学 科 中 最 新 的 一 章 . 它 的 出 现 标 志 着 工程 控制 论 已 从 研究 局 部 的 过 程 过 渡 到 研究 大 范围 
内 的 带 有 全 局 性 的 问题 , 例如 对 社会 经 济 发 展 、 交通 运输 、 企 业经 营 以 至 于 人 口 发 展 等 过 
程 进行 定量 描述 和 控制 ， 大 系统 的 出 现 为 各 类 系统 工程 提供 了 新 的 观点 和 方法 .由 于 大 
系统 的 理论 远 不 够 成 熟 ,目前 我 们 只 能 满足 于 阐明 它 的 基本 特点 ,应 用 范围 和 介绍 有 代表 
性 的 几 种 理论 模型 ,作为 对 大 系统 研究 的 一 个 导言 . 

‚ 除了 这 些 新 增加 的 章 以 外 ,对 原 书 的 某 些 名 词 和 名 称 还 作 了 修改 ,以 适应 十 多 年 来 逐 
步 形成 了 的 用 语 习 惯 。 如 原 书 第 十 八 章 “误差 的 控制 ” 改 为 “元 余 技术 和 容错 系统 *( 现 为 
第 十 九 章 ); 原 第 十 七 章 改 为 “ 自 镇 定 和 自 适应 系统 ”等 等 同样， 这些 章 的 内 容 也 略 有 增 
W. 

经 过 这 样 一 番 增 订 ， 书 的 内 容 似 已 超出 一 般 工 程 体 系 的 范围 了 .这 也 是 控制 论 近 年 
来 发 展 的 趋势 : 发 端 于 工程 体系 ,继而 用 于 生物 现象 , 后 又 用 于 经 济 的 发 展 过程 , 现在 更 
进而 用 于 社会 运动 过 程 。 将 来 再 来 增订 这 本 书 恐 怕 不 行 了 ,要 么 写 通 论 的 控制 论 ,要 么 写 
专 论 的 工程 控制 论 、 生 物 控 制 论 或 经 济 控制 论 以 及 社会 控制 论 。 这 是 工程 控制 论 这 门 学 
科目 前 的 发 展 趋势 ， 这 也 符合 一 切 事物 都 有 一 个 发 生 、 成 长 和 衰亡 的 辩证 过 程 这 样 一 个 
客观 规律 

在 本 书 第 一 版 的 序言 中 , 原 书 作者 曾 指 出 ,工程 控制 论 是 一 门 技术 科学 ， 不 是 工程 技 
Ж. 它 的 目的 是 综合 自动 控制 方面 的 技术 成 果 , 提炼 出 一 般 性 的 理论 ,并 指出 进一步 发 展 
的 方向 ， 从 而 对 自动 控制 技术 的 发 展 起 指导 作用 . 原 序 中 的 这 一 段 话 明确 地 指出 了 理论 
来 自 实践 , 反 过 来 又 会 指导 实践 这 一 客观 规律 ,说 明理 论 和 实践 是 密切 联系 着 的 ， 但 又 是 
有 区 别 的 ;懂得 理论 的 并 不 一 定 会 实践 ,有 实践 经 验 的 并 不 一 定 知道 理论 . 在 修订 版 出 版 
时 ,我 们 觉得 还 应 该 补充 两 点 。 第 一 , 工程 控制 论 毕竟 是 一 般 性 的 理论 , 如 果 没 有 工程 技 
术 的 实际 知识 和 实践 经 验 ,就 矶 少 完 全 理解 和 彻底 掌握 工程 控制 论 的 基础 ,因而 就 不 能 应 
用 一 般 的 理论 去 具体 解决 工程 技术 中 的 实际 问题 . 无 论 学 习 工 程控 制 论 的 读者 或 者 是 研 
究 工 作者 ,都 至 少 应 该 熟 习 一 个 其 体 领 域 中 的 工程 实际 问题 ,这 样 才能 对 这 一 学 科 中 的 基 
本 命题 方法 和 结论 有 深刻 的 理解 .第 二 ,一 种 理论 是 否 正确 ,是 否 有 生命 力 , 是 否 值得 深 
刻 地 去 研究 它 ,不 仅 要 看 它 的 推理 是 否 正确 ,或 者 说 从 形式 逻辑 上 看 它 是 否 成 立 ， 更 重要 
的 是 看 它 的 前 提 是 否 正 确 ,命题 本 身 是 否 反 映 了 工程 实践 中 的 客观 需要 ,是 否 抓 住 了 主要 
矛盾 . 近 二 十 多 年 来 , 在 工程 控制 论 的 发 展 过 程 中 , 有 不 少 理论 或 方法 被 实践 所 淘汰 ; 另 
一 些 则 被 工程 实践 证 明 是 正确 的 ,有 用 的 ,从 而 得 到 了 更 广泛 的 应 用 和 理论 上 的 进一步 提 
高 . 工程 实战 是 检验 任何 技术 科学 理论 的 最 后 标准 . 所以， 我们 在 学 习 和 研究 工程 控制 
论 时 ,首先 要 注意 的 是 某 一 理论 的 前 提 , 命 题 的 客观 含义 和 所 得 到 的 结论 对 工程 实践 的 意 
义 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 工 程控 制 论 包含 的 内 容 必 将 随 工 程 技术 的 发 展 而 发 展 . 本 书 修 订 
版 所 增添 的 新 内 容 也 毫 无 例外 地 将 受到 客观 实践 的 检验 、 修 改 和 发 展 . 

这 本 书 的 修订 工作 实际 上 是 由 一 个 集体 完成 的 ， 协 助 修 订 和 编写 个 别 章节 的 有 于 景 
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元 同志 (第 十 二 章 ), 林 金 、 郭 孝 宽 同 志 ( 第 十 三 章 ) 和 唐 志 强 同志 《第 十 四 、 十 五 章 ). 早期 
协助 整理 材料 的 有 王 玲 娟 ` 刘 德 风 、 徐 信 华 和 新 元 甲 等 同志 . 全 书 手稿 的 整理 校对 这 一 Ж 
杂 的 任务 是 由 于 景 元 和 唐 志 强 同志 完 成 的 . 
中 国 科学 院 戴 涩 为 、 涂 序 彦 、 韩 京 清 `. 毕 大 川 和 福州 大 学 项 国 波 等 同志 都 为 本 书 提 供 
了 宝贵 材料 ， 有 些 是 他 们 本 人 的 研究 成 果 . 北京 大 学 黄 琳 同志 阅读 过 有 关 章 节 并 提出 过 
所 有 这 些 对 丰富 本 书 内 容 ,提高 修订 工作 质量 都 大 有 神 益 . 

王 航 兰 同 志 在 整理 插图 和 各 章 参 考 文 献 的 同时 还 编 了 一 个 与 本 书 内 容 有 关 的 部 分 中 
文 文献 目录 ， 附 在 本 书 的 最 后 . 以 期 引起 读者 注意 研究 我 国 控制 论 科 学 工作 者 们 的 著作 
和 贡献 由 于 条 件 所 限 ， 这 个 目录 一 定 是 不 完全 的 ， 仅 对 应 收 而 未 被 收入 的 文献 作者 致 
Ж. 

在 整个 修订 工作 过 程 中 ,我 们 得 到 了 柴 志 、 茜 金涛 \、 何 午 山 等 领导 同志 的 热情 支持 ,这 
种 支持 一 直 在 鼓励 着 我 们 ,也 是 我 们 能 够 完成 这 一 工作 的 必要 条 件 ， 

我 们 说 向 上 述 所 有 同志 致 以 衷心 的 感谢 . 

对 修订 工作 中 的 缺点 和 错误 ,欢迎 读者 批评 指正 
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第 一 章 引 人 论 


工程 控制 论 这 门 学 科 中 的 主要 理论 和 其 它 任何 学 科 一 样 ， 产 生 于 生产 实践 和 科学 试 
难 。 几 千年 来 ,我 国人 民 在 自动 控制 技术 方面 有 过 卓越 的 贡献 ， 早 在 两 千年 前 ,我 国 就 发 


明了 开 环 自动 调节 系统 一 一 指南 车 2, 北宋 哲宗 元 项 初 年 《公元 1086—1089 Ж) RAX 
发 明了 闭环 自动 调节 系统 一 一 水 运 仪 象 台 。 大 约 经 过 七 百年 以 后 ， 在 英国 和 俄国 等 资本 


主义 国家 内 ,开始 将 自动 控制 技术 应 用 到 近代 工业 中 去 。 此 后 随 着 近代 工业 技术 的 发 展 ， 
自动 控制 技术 也 获得 了 突飞猛进 的 发 展 . 所 有 这 些 就 是 工程 控制 论 产 生 的 客观 基础 . 

但 是 ,仅仅 有 了 生产 实践 , 而 没有 把 实践 中 具有 共性 的 东西 抽象 出 来 , 理论 还 不 能 形 
成 。 要 把 自动 控制 技术 中 的 普遍 规律 抽象 出 来 ,只 有 在 其 它 学 科 , 如 数学 、 力 学、 物理 学 等 
发 展 起 来 以 后 才 有 可 能 。 因 此 ,控制 理论 的 形成 ,只 是 近 几 十 年 的 事 。 控 制 理论 一 旦 形成 
以 后 , 反 转 过 来 又 对 自动 化 技术 产生 了 巨大 影响 ,并 且 也 同时 在 生产 实践 和 科学 实验 中 经 
受 了 考验 . 毛 主 席 说 过 “许多 自然 科学 理论 之 所 以 被 称 为 真理 ,不 但 在 于 自然 科学 家 们 创 
立 这 些 学 说 的 时 候 , 而 且 在 于 为 尔后 的 科学 实践 所 证 实 的 时 候 ”， 工程 控制 论 正 是 经 历 了 
实践 一 理论 一 实践 的 过 程 , 并 且 仍 然 在 这 个 过 程 中 不 断 地 向 前 发 展 . 

本 书 将 大 体 遵循 上 述 次 序 去 叙述 控制 理论 的 各 个 主要 组 成 部 分 。 对 于 那些 早已 为 大 
家 熟悉 了 的 从 实践 到 理论 的 过 程 ， 略 而 不 述 是 为 了 节省 篇 幅 。 书 内 也 有 部 分 理论 问题 虽 
然 是 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 ， 却 没有 经 过 或 没有 充分 地 经 过 再 实践 的 考验 .把 它 介 绍 
出 来 是 为 了 促进 技术 实践 并 继续 发 展 这 些 理论 .在 第 一 章 里 我 们 简单 地 介绍 一 下 如 何 把 
一 些 实际 技术 中 带 有 共性 的 东西 抽象 为 理论 问题 ,以 及 为 此 所 需要 的 一 些 概念 、 命 题 和 方 
法 . 

为 了 设计 一 个 优良 的 控制 系统 ,必须 充分 地 了 解 受 控 对 象 、 执 行 机 构 及 系统 内 一 急 元 
件 的 运动 规律 。 所 谓 运动 规律 是 指 它们 在 一 定 的 内 外 条 件 下 所 必然 产生 的 相应 运动 . 在 
内 外 条 件 与 运动 之 间 存 在 着 固定 的 因果 关系 ,这 种 关系 大 部 分 可 以 用 数学 形式 表示 出 来 ， 
这 就 是 控制 系统 运动 规律 的 数学 描述 。 在 控制 系统 中 我 们 经 常 碰 到 和 需要 处 理 的 物理 现 
象 不 外 平 电 、 磁 、 光 、 热 的 传导 及 刚体 、 弹性 体 、 流体 的 运动 等 .这 些 物理 量 的 运动 规律 
早已 由 电磁 学 、 光 学 、 热 力学 和 力学 内 的 基本 定律 所 确定 ， 如 电磁 学 中 的 克 希 荷 夫 定 律 
(Kirchhoff), ЗЕ (МахмеП) 方程 , 热力 学 中 的 傅 里 时 〈EFourier) 定律 , 热力 学 第 二 
定律 , 光学 中 的 费 尔 马 〈Fermat) 原理 , 力学 中 的 牛顿 (Newton) 庄 定律 及 其 各 种 变形 等 
等 ， 这 些 物 理 规 律 大 部 分 都 可 以 用 微分 方程 、 积 分 方程 和 代数 方程 描述 出 来 .本 书 研究 
的 控制 系统 的 运动 , 绝 大 部 分 都 是 由 微分 方程 积分 方程 或 差分 方程 所 描述 的 ， 下面 我 们 
从 常 微分 方程 所 描述 的 系统 开始 . 

如 果 我 们 所 考虑 的 系统 的 自由 度 是 一 ， 即 只 用 一 个 变数 У 就 可 以 描述 这 个 系统 的 物 
理 状 态 。 那 么 把 变数 У 取 作 时 间 * 的 函数 ， 就 可 以 描写 这 个 系统 在 时 间 过 程 中 的 运动 状 
态 ， 根 据 上 面 所 述 ， 我 们 求 出 уф 满足 的 方程 , 假定 它 是 一 个 党 微分 方程 ,时 | 间 г 是 唯 
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КЖ, ЖЕНЯ у 或 者 它 的 各 阶 时 间 导 数 的 高 次 方 宕 , 也 不 包含 这 些 函 数 的 乘积 ,我们 束 
说 这 个 方程 是 线性 的 , 同时 , 也 就 把 这 个 方程 所 描述 的 系统 称 为 线性 系统 .反之 ,我 们 就 
说 ,这 个 方程 是 非 线 性 的 ,同时 ,把 它 所 描述 的 系统 称 为 非 线性 系统 . 更 进一步 ,还 可 以 把 
所 有 线性 系统 分 为 常 系数 线性 系统 和 变 系数 线性 系统 两 类 . 如果 描 述 系统 状态 的 线性 微 
分 方程 的 每 一 项 的 系数 都 是 常数 , 我 们 就 把 这 个 系统 称 为 “ 常 系数 线性 系统 .如果 这 些 
系数 不 全 是 常数 而 是 时 间 # 的 函数 ,我 们 就 把 这 个 系统 称 为 “ 变 系数 线性 系统 ”. 

从 各 类 微分 方程 的 解 的 特性 来 看 ,以 上 的 分 类 方法 是 有 道理 的 。 因 为 ,每 个 系统 的 运 
动 状 态 的 特性 与 描述 这 个 系统 的 微分 方程 的 类 型 是 有 密切 关系 的 .不 但 如 此 ， 微 分 方程 
的 类 型 还 确定 了 解决 系统 的 工程 问题 的 正确 作法 . 现在 我 们 就 举例 来 看 一 看 各 种 情况 . 
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让 我 们 来 讨论 一 个 最 简单 的 系统 一 一 一 阶 系统 。 也 就 是 说 ， 微 分 方程 是 一 个 一 阶 的 
常 系数 线性 方程 .假定 系统 本 身 的 特性 不 受到 外 界 的 影响 ,并 且 不 受到 驱动 函数 (也 就 是 
外 力 ) 的 作用 ,那么 ,微分 方程 就 可 以 写作 下 列 形式 : 

a 


ФУ + ky = 0. (1.1-1) 
dt 


Жү к ЭС, AUER Ж. 4 У 不随 时间 变 化 时 ，4dy/4t 等 于 过 .根据 方 
程 (1.1-1) 必 定 要 有 у = 0. 因此 ,系统 的 平稳 状态 ,或 者 平衡 状态 F y= 0 的 状 


K 


Ах 


方程 (1.1-1) 的 解 是 
у = упс“, (1.1-2) 
XE, yo 是 ?的 初始 值 , 或 者 说 

y(0) = у, (1.1-3) 
这 样 ， 加 也 就 是 系统 的 离开 平衡 状态 的 初始 扰动 。 对 于 正 的 下 值 和 负 的 & 值 ,在 网 1.1-1 
里 画 出 了 系统 在 г> 0 时 的 运动 状态 . 我 们 看 到 , 在 
к> 0 的 情况 下 ,7 随 着 时 间 的 增加 而 逐渐 减 小 ， 当 时 
间 无 限 增 大 时 ，y > 0。 因 此 ,对 于 《二 0 的 情形 ,系统 
的 扰动 就 会 最 后 消失 掉 。 于 是 我 们 就 可 以 说 ， 系 统 是 稳 
ЕН. ТЕ К <0 的 情况 下 ,系统 的 运动 随 着 时 间 的 增加 
EER 而 不 断 地 增 大 ,而 且 不 论 初始 的 扰动 位 移 多 么 微小 ,系统 
| 的 扰动 都 会 逐渐 增长 到 非常 大 的 数值 ,这 也 就 是 说 , 一 旦 

受到 扰动 ,系统 就 永远 不 能 再 回 到 平衡 状态 上 去 了 .这 样 的 系统 就 是 不 稳定 的 ， 
对 于 阶 数 更 高 的 系统 来 说 ， 微 分 方程 里 含有 更 高 阶 的 导数 。 п 阶 系 统 的 微分 方程 就 


是 


十 … + ау == 0. (1.1-4) 


1.2， 变 系数 线性 系统 з 


对 于 实际 的 物理 系统 而 言 ,各 个 系数 amitt to ao 都 是 实数 .在 这 种 情况 下 ,方程 (1.1-4) 
的 解 一 般 可 以 写成 


y= У) уе sin (Ви + Фф), (1.1-5) 
i=1 


其 中 а, В, 都 是 实数 并 且 和 系数 anio tto в AR. p: 是 相 角 ,而 且 也 和 系数 armi tto 
в 有关. 这样 一 来 就 可 以 看 出 : 当 所 有 的 ос 都 是 负数 的 时 候 系统 的 运动 是 稳定 的 . 如 ， 
果 某 一 个 о, 是 正 数 ,扰动 就 会 越 来 越 大 ,因而 系统 也 就 是 不 稳定 的 . 

从 以 上 的 这 个 例子 可 以 看 到 : 关于 常 系数 线性 系统 的 运动 状态 ， 我 们 可 以 提出 一 个 
严格 的 问题 一 一 系统 的 稳定 性 的 问题 . 在 一 个 工程 设计 中 ,通常 首先 要 求 的 就 是 稳定 性 
只 要 确定 了 微分 方程 的 系数 , 我 们 就 可 以 答复 系统 是 否 稳定 的 问题 。 在 由 方程 (1.1-1) 所 
描述 的 简单 的 一 阶 系统 的 情况 中 ,的 符号 是 唯一 的 有 决定 性 意义 的 参数 . 

但 是 ,这 并 不 是 说 对 任何 一 个 控制 系统 只 要 求 它 具有 稳定 性 就 够 了 .一 般 来 讲 , 一 个 
系统 仅仅 稳定 还 是 十 分 不 够 的 ， 根据 它 所 担负 的 任务 不 同 ， 对 它 还 会 提出 其 它 的 质量 要 
求 . 例如 航天 飞行 跨 往 往 要 求 控制 系统 耗 能 少 , 随 动 系统 要 求 上 跟踪 速 度 快 ,对 工业 生产 中 
的 控制 系统 要 求 均 方 误差 小 等 等 。 和 稳定 性 一 起 ， 这 些 都 称 之 为 控制 系统 的 质量 指标 . 
因此 , 当 分 析 了 一 个 控制 系统 的 稳定 性 后 ,还 要 对 其 它 的 质量 指标 进行 分 析 和 试验 .经 过 
全 面试 验 分 析 后 ， 才 能 对 所 设计 的 系统 提出 鉴定 性 意见 . 在 设计 工作 中 也 必须 同时 采取 
措施 ,满足 盘 定 性 以 外 的 其 它 指标 要 求 ， 
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如 果 在 所 研究 的 系统 中 有 一 个 可 变化 的 参数 ， 变 动 这 个 参数 就 可 以 使 系统 的 平稳 状 
态 或 平衡 状态 相应 地 改变 .很 自然 地 就 可 以 想到 : 描述 系统 运动 状态 的 微分 方程 的 系数 
也 是 这 个 参数 的 函数 .例如 ,作用 在 飞机 上 的 空气 动力 就 是 飞机 速度 的 函数 ,如 果 飞 机 的 
速度 由 于 加 速度 或 减速 度 而 发 生 改变 的 话 , 那么 , 即使 飞机 本 身 的 惯性 性 质保 持 不 变 , 作 
用 在 飞机 上 的 空气 动力 也 还 是 要 改变 的 . 由 于 这 个 缘故 ， 如 果 我 们 想 计算 飞机 的 离开 水 
平 飞行 路 线 的 扰动 运动 的 话 ,基本 的 微分 方程 号 会 是 一 个 变 系数 的 方程 

让 我 们 再 回 到 方程 《1.1-17 所 描述 的 一 阶 系统 的 简单 的 例子 上 去 .如果 弹 徐 系 数 & 
是 飞机 的 速度 的 函数 ,而 且 假 定 飞 机 有 一 个 不 变 的 加 速度 a, 那么 , & 就 是 速度 u = а! 的 
函数 .因此 ,微分 方程 就 可 以 写成 以 下 的 形式 : 

dy 


+ А(аг)у = 0, (1.2-1) 
这 个 方程 的 解 就 是 
log > -一 + | кСЕ)аЕ, (12-2) 


其 中 加 是 初始 扰动 。 如 果 k WEER IA, log Су/уо) 就 总 是 负数 ,而 且 当 时 间 增 大 的 
BHR, log Су/уо) 这 个 负数 的 绝对 值 也 就 会 越 来 越 大 ， 因 此, У 就 永远 小 于 yo. 而 且 最 后 
ETKA. MARKERER. WR k 总 是 负数 ，log (у/у) 就 是 一 个 随 着 时 间 增 大 的 
ЗЕ. 即使 初始 扰动 yo ЗЕ ВИЛ, У 的 数值 最 后 也 会 变 得 很 大 , 所 以 系统 就 是 不 稳定 的 . 
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这 样 一 些 系数 不 改变 符号 的 变 系 数 系统 的 特性 和 常 系数 系统 的 特性 是 非常 相近 的 . 

然而 ,有 趣味 的 是 & 既 有 正 值 也 有 负 值 的 情形 .我 们 假定 ka) 先 取 正 值 , 然后 取 负 
Е, 最 后 又 再 取 正 值 . 如 果 以 и = ай 表示 有 的 第 一 个 零点 ,以 ж = аһ ЖХ КА 
点 ,那么 ,按照 我 们 以 前 的 观念 来 判断 其 稳定 性 的 问题 就 变 为 不 可 能 了 . МЕ, 到 ww 的 
范围 内 系统 似乎 是 “不 稳定 ”的 。 但 是 ,因为 稳定 性 的 概念 本 身 通常 是 当 :一 со 时 系统 的 
渐 近 性 能 ,而 不 是 茶 一 瞬间 的 情况 所 能 够 完全 确定 的 。 因 此 ,对 变 系数 系统 的 稳定 性 的 分 
析 需 要 建立 另外 一 些 方法 . 这 些 方法 将 在 第 四 章 内 介绍 . 

尽管 如 此 , 系统 式 (1.2-2) 在 这 一 “危险 区 间 ” 内 的 性 能 对 实际 工程 问题 还 是 有 意义 
H. 

没 ymin АУ 的 极 小 值 ，ymax Æ У RAE. 根据 方程 (1.2-27 就 有 : 


log ?mm 一 一 二 | АСЕ, (1.2-3) 
Yo g xo 
和 
log ma 一 一 工 全 (ЕЩЕ. (1.2-4) 
Yo а 20 


从 工程 的 观点 来 看 , 有 兴趣 的 问题 常常 是 : у 多么 大 ? 是 不 是 它 已 经 大 到 使 系统 
能 正常 运转 的 程度 ”我 们 注意 到 这 样 一 个 事 
实 : 为 了 回答 以 上 的 问题 ,除了 《和 w 的 函数 
关系 之 外 ， 我 们 还 需要 知道 两 件 事 ， 这 两 件 事 
就 是 : 加 速度 а ZAK? 初始 扰动 % 的 大 小 是 
多 少 因为 对 于 固定 的 a 值 来 说 , ym ЖП уо 成 
比例 .但 是 更 重要 的 情况 是 ， 对 于 固定 的 初始 
扰动 来 说 ,我 们 可 以 用 增 大 加 速度 a 的 办 法 使 
| 偏差 的 极 大 值 yms 大 大 地 减 小 ， 这 个 事实 可 
| | 以 从 方程 (1.2-4) 看 出 来 。 这 个 事实 的 实际 意 


| И. 义 就 是 : 如 果 尽 可 能 迅速 地 通过 “危险 区 域 ”， 
к= В 就 可 以 使 不 利 的 效果 减少 到 最 低 的 程度 .以 上 
фе 讨论 提示 我 们 ， 对 变 系 数 系统 应 该 注意 研究 控 


制 系统 在 有 限 区 间 内 的 性 能 ， 例 如 用 有 限 区 间 的 稳定 性 的 概念 去 代替 对 时 间 趋 于 无 穷 大 
时 系统 渐 近 性 能 的 研究 ， 有 限时 间 内 系统 性 能 的 分 析 方 法 也 将 在 以 后 做 一 些 介 绍 。 男 一 
方面 ,从 工程 实际 中 的 物理 概念 出 发 , 对 于 一 般 的 变 系 数 线性 系统 来 说 , 简单 地 提出 这 些 
系统 是 否 稳定 的 问题 往往 是 没有 明确 的 意义 的 。 更 有 意义 的 问题 的 提 法 是 : 在 给 定 的 扰 
动 和 给 定 的 外 界 条 件 之 下 ,对 于 一 个 确定 的 准则 (判断 标准 ) 来 说 ,这 个 系统 的 运行 状态 是 
否 使 人 满意 ?在 我 们 的 简单 的 一 阶 系统 的 例子 里 ,正常 运行 的 确定 的 判断 准则 就 是 Yna 
给 定 的 扰动 就 是 yo; 给 定 的 外 界 条 件 就 是 加 速度 *。 因 此 ,由 于 从 常 系数 系统 进展 到 变 系 
数 系统 ,问题 的 特点 就 已 经 大 大 地 改变 了 . 

为 了 避免 发 生 误 解 起 见 ， 必 须 指出 : 以 上 的 讨论 只 是 为 了 说 明 常 系数 线性 系统 和 变 
系数 线性 系统 在 基本 的 数学 性 质 上 的 区 别 而 已 ,并 不 是 说 ,在 实际 的 工程 问题 中 对 于 常 系 
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数 线性 系统 只 要 求 它 们 稳定 就 够 了 ,如 前 所 述 , 对 于 这 些 系统 的 其 他 方面 的 性 能 (例如 ,过 
渡 过 程 中 的 状态 \ 可 能 发 生 的 最 大 偏差 ушак 等 等 ) 也 还 是 要 加 以 考虑 的 ,同样 地 ,在 实际 
的 工程 问题 里 对 变 系 数 线性 系统 提出 的 问题 也 可 以 是 多 方面 的 . 


1.3 非 线 性 系统 


如 果 在 方程 (1.1-1) 所 描述 的 简单 的 一 阶 系统 里 , 弹簧 系数 《是 扰动 量 ” ЖАННУРА 
数 ,那么 微分 方程 就 成 为 


5 +0) = 0, (1.3-1) 


其 中 令 Ку) = 二 *(y)y。 我 们 看 到 这 个 方程 是 非 线 性 的 ,方程 (1.3-1) 所 描述 的 系统 也 就 
是 非 线 性 系统 的 最 简单 的 例子 .把 方程 (1.3-1) 积 分 , 就 可 以 用 下 列 的 关系 式 求 出 方程 的 
Ж уб): 


У dr 、 
aal ‚аб i 


这 里 的 yo 仍然 是 初始 扰动 ， 
另外 一 方面 ,把 方程 (1.3-1) 逐 次 地 求 导数 就 得 出 : 


Я ы а dy _ 0, 

ап йу 4 

3 2 2 

Чу 十 4°] (2 у. pA Фу 一 0, 

ай ау? dt dy аг 

ani hanla i Ga А (1.3-3) 


因此 ,如 果 у, 是 函数 f(y) 的 零点 ;并且 / Су) 在 у, 点 是 正则 的 , 妈 / Су) ТР У 的 所 有 阶 的 
ш у 点 都 是 有 限 值 .我 们 还 可 以 假定 O) 在 入 点 附近 可 以 写成 
ы = = (y — ме аы у) 十] 

的 形式 ,其 中 т >1, ME с, = 0。 因 此 ,根据 方程 (1.3-1) 和 (1.3-37 就 得 出 : 

法 dy а? Ë 

Ж у= у 处 г е занан (1.3-4) 

如 果 初 始 扰动 y 与 f(y) 的 某 一 
个 和 雪 点 相 重 合 的 话 , 那 么 ,以 后 7 就 保 
持 着 这 个 数值 ， 并 不 随时 间 变 化 。 因 
此 ，f(y) 的 各 个 零点 都 是 平衡 位 置 . 
如 果 在 某 一 个 零点 上 df/dy > 0， 就 
R y 点 的 情形 , 离开 这 个 平衡 位 置 的 
微小 偏离 必定 会 逐渐 消失 ， 因 而 系统 
最 后 还 会 回 到 初始 状态 上 去 (图 
1.3-1). 这样 ,我 们 就 可 以 说 , 对 于 微 
小 扰动 而 言 , 在 уз 点 系统 是 稳定 的 . 
可 是 ,如 果 在 某 一 个 零点 上 4a1/ay<0， 图 1.3-1 
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就 像 六 点 的 那 种 情形 , 离开 这 个 平衡 点 的 任何 一 个 微小 扰动 都 会 使 得 系统 变动 到 相 邻 的 
平衡 位 置 yi 或 y; EA. 因此，y, 是 一 个 不 稳定 的 平衡 状态 . 

我 们 已 经 看 到 , 甚至 象 方程 (1.3-1) 所 描述 的 这 样 一 个 非常 简单 的 系统 , 它 的 运动 状 
态 就 已 经 是 很 复杂 的 了 . 在 线性 系统 中 如 果 某 一 个 运动 是 稳定 的 ， 则 可 断言 系统 是 稳定 
- 的 , 即 系统 的 每 一 个 运动 对 任何 初始 扰动 都 是 稳定 的 ， 与 线性 系统 相反 , 非 线 性 系统 由 于 
可 以 同时 存在 稳定 的 和 不 稳定 的 运动 ,因此 ,对 非 线 性 系统 只 能 对 某 一 个 或 某 一 类 具体 运 
动 的 稳定 性 进行 研究 ,一 般 地 提出 系统 是 否 稳定 往往 是 没有 意义 的 . 

象 前 述 弹簧 系数 的 非 线性 特征 一 样 ， 控 制 系统 的 非 线性 主要 是 由 受 挖 对象、 执行 机 
构 、 各 种 放大 器 和 敏感 元 件 的 非 线 性 特征 造成 的 .例如 放大 器 的 饱和 特性 (图 1.3-2a), 放 
大 器 的 磁 沸 曲线 (图 1.3-2b) 及 其 它 继 电器 特性 (图 1.3-2c, d)， 机 械 传动 空 巡 特性 等 等 
都 是 一 些 最 常见 的 典型 非 线性 因素 .研究 包括 这 类 非 线 性 特征 的 控制 系统 的 运动 稳定 性 
问题 已 不 能 归结 于 对 线性 方程 式 的 研究 ， 而 必须 谨慎 细心 地 去 分 析 和 研究 非 线 性 方程 式 
所 描绘 的 某 些 我 们 感 兴趣 的 运动 . 


у (输出 ) hy 


a (输入 ) 


(c) (4) 
1.3-2 
14 工程 近似 问题 


几乎 可 以 肯定 地 说 : 只 要 加 以 足够 精密 的 分 析 ， 任 何 一 个 物理 系统 都 是 非 线性 的 . 
我 们 说 某 一 个 实际 的 物理 系统 是 线性 系统 ， 其 意思 只 是 说 它 的 某 些 主要 性 能 可 以 充分 精 
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确 地 用 一 个 线性 系统 加 以 近似 地 代表 而 已 .并 且 , 所 谓 “ 充 分 精确 ”的 意思 就 是 说 : 实际 系 
统 与 理想 化 了 的 线性 系统 的 差别 ,对 于 具体 研究 的 问题 来 说 已 经 小 到 无 关 紧 要 的 程度 ， 
只 有 当 具 体 的 条 件 和 具体 的 要 求 明确 地 给 定 以 后 ， 我 们 才能 把 一 个 实际 的 系统 看 作 线 性 
系统 或 是 非 线性 系统 .在 这 个 问题 上 并 不 存在 一 般 所 谓 的 绝对 的 判断 准则， 举例 来 说 ， 
如 果 我 们 只 想 研 究 一 个 非 线性 系统 在 它 的 某 一 个 稳定 平衡 点 附近 的 微小 扰动 运动 的 最 后 
状态 的 话 , 那 么 , БЕЯ (Ляпунов) 的 关于 运动 稳定 性 的 第 一 近似 的 定理 ,在 一 
定 的 条 件 下 , 原来 的 系统 就 可 以 用 一 个 线性 系统 很 好 地 近似 ;但 是 , 如 果 我 们 的 问题 是 想 
研究 系统 的 自 激 振荡 的 话 ,那么 , 就 不 能 把 系统 的 非 线性 的 性 质 忽略 掉 , 因为 那样 一 来 就 
会 把 产生 自 激 振荡 的 物理 根源 (和 数学 根源 ?丢掉 了 . 

以 上 所 说 的 处 理 分 类 问题 的 原则 ， 对 于 把 线性 系统 分 为 常 系数 系统 和 变 系数 系统 两 
类 的 情形 也 是 适用 的 .以 方程 (1.1-1) 和 (1.2-1) 所 描述 的 两 个 简单 的 系统 为 例 ， 如果 加 
速度 а 非常 小 ;也 就 是 说 飞行 的 速度 几乎 不 变 , 由 方程 (1.2-3) 就 可 以 看 出 来 Ymi 比 初始 
扰动 六 小 得 多 ,而 且 这 样 的 Ymi 发 生 在 t 的 数值 很 大 的 一 个 时 刻 ， 在 一 个 有 限 的 时 间 间 
隔 之 内 ,系统 式 (1.2-1) 的 运动 状态 和 是 正 值 的 系统 式 (1.1-1) 的 运动 状态 是 十 分 相近 
的 . 因此 ,在 一 定 的 场合 之 下 ,也 可 以 用 常 系数 系统 很 准确 地 近似 一 个 变 系数 系统 . 

很 明显 ， 常 系数 系统 是 最 容易 研究 的 。 很 幸运 的 是 : 为 数 很 多 的 工程 系统 经 过 工程 
近似 的 手续 之 后 ,都 可 以 看 作 常 系数 系统 ， 这 也 就 是 为 什么 在 控制 理论 中 ,关于 常 系数 线 
性 系统 这 一 部 分 理论 特别 发 达 的 缘故 . 
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控制 理论 主要 研究 系统 状态 的 运动 规律 和 改变 这 种 运动 规律 的 方法 和 可 能 性 .前 者 
统称 为 分 析 问 题 , 后 者 则 为 综合 (设计 ) 问 题 。 如 果 说 分 析 是 为 了 认识 系统 的 运动 规律 , 那 
么 综合 的 目的 便 是 改造 这 种 运动 ,使 之 满足 我 们 的 需要 . 这样, 对 于 控制 论 来 说 , 分 析 是 
基础 ,综合 是 目的 ,而 后 者 又 是 前 者 的 发 展 结果 , 是 前 者 的 更 高 阶段 . 

如 果 一 组 变量 ti хо, ttio x。 能 完全 代表 某 一 控制 系统 的 状态 , 而 且 它 们 的 变化 规 
E хут), xt), tta х.) 能 够 单一 地 确定 系统 的 运动 规律 ,我 们 将 说 《x1，……-, x,) 是 
系统 的 状态 ,其 中 每 一 个 分 量 xj 将 称 之 为 系统 的 座 标 ， 例 如 质点 的 运动 方程 式 

42х 
т TA = f (1.5-1) 
中 的 位 移 变 量 * 不 能 完全 代表 质点 的 状态 ， 它 和 质点 的 速度 一 起 才能 完全 表示 质点 的 状 


Ж. 若 写 x = x ЖЕ жь 则 式 (1.5-1) 变 为 


ах! 


а 

dx, 1 

a АЕ =Й, 1.5- 
dt m ( 2) 


这 样 , x 和 x 是 质点 放 的 两 个 座 标 、 它 们 二 者 在 一 起 才 构 成 质点 的 状态 如 果菜 一 系统 
的 运动 可 用 下 列 方程 组 来 描述 : 


= fi(x1,s x2 va 2) 

d 

= 20х15 х›› yo 

dx, 

IYn ыз Р (ж X23 "5 Xps 1), (1.5-3) 
dt 


ЖИ Cxi х, *+*, xa) 完全 代表 了 系统 的 状态 ,系统 有 个 座 标 。 凡 是 可 以 由 有 限 个 座 标 
完全 措 绘 其 状态 的 系统 ,我 们 将 称 之 为 有 穷 维系 统 ,或 称 之 为 集中 参数 系统 ， 

并 不 是 所 有 的 受 控 系统 均 可 以 用 有 限 个 座 标 去 完全 描述 出 它 的 状态 ， 例 如 胡 雁 上 的 
弦 的 运动 是 可 以 控制 的 ,控制 的 方法 不 同 , 便 可 以 奏 出 各 种 优美 动听 的 曲调 ， 弦 的 运动 方 
程式 是 

Dy _ 2 У 
дг Әх? 
其 中 а 为 常数 ,y WIZA REM ВИ, С 1) 为 外 界 控制 力 . 

它 的 运动 是 由 一 个 二 元 ( 双 变 量 ) 函 数 у(х, 1) 描述 的 。 如 果 对 每 一 个 固定 点 x = х; 
АЖ у 看 成 为 一 个 单 变 量 t 的 国 数 yC 2) = у,,(2), АХ ОН. Я 
此 , 我 们 说 系统 式 (1.5-4) 是 无 穷 维 的 . 在 工程 上 , 根据 明显 的 物理 特点 , 称 此 类 系统 为 分 

从 控制 的 观点 来 看 ， 系 统 中 的 诸 量 又 可 分 为 两 类 : 受 控 量 和 控制 量 ， 控制 的 目的 是 
向 对 人 们 有 利 的 方向 改变 系统 的 运动 规律 ,因此 ,系统 的 诸 状态 座 标 都 是 受 控 量 。 用 以 去 
改变 运动 规律 的 诸 量 ,如 式 (1.5-172 和 (1.5-27) 中 的 万 式 (15-4) 中 的 帮 x， 幻 ， 均 称 为 控制 
Е. 在 一 般 维系 统 中 控制 量 常 有 多 个 , 用 wu, и, и, 表示 。 此 时 方程 组 (1.5-37 可 
改写 为 : 


+ f(x, г), (1.5-4) 


dx, 

LL = fiC, Xis X23 *** Xn Uis Из 775 Up) 

dt 

dx 

PA = (1, Xis хо "95 Хи Uis Uza 75 и,) › 

dx 、 区 
ри а С Жүз Vas *** 5 Жз Иру И "у М), (1.5-5) 
ГА 


式 内 诸 座 标 ху, хз ttt’ д, ЮЗЕРЫ, и, ``, и, 为 控制 量 ， 我 们 要 注意 到 ， 这 种 分 类 
是 很 重要 的 。 因 为 只 有 对 控制 量 我 们 才 有 一 定 的 自由 去 改变 它 ， 例 如 用 改变 供 油 益 门 的 
位 置 去 改变 发 动机 的 推力 ,用 改变 舵 的 偏 角 去 改变 作用 于 飞行 器 上 的 气动 力 和 力矩 ,用 改 
变 电 枢 电压 去 改变 电机 的 转动 力矩 等 等 。 而 受 控 量 的 变化 只 能 通过 控制 量 的 作用 按 其 本 
来 的 规律 (微分 方程 式 所 确定 的 规律 ) 进 行 . 

像 在 数学 物理 方程 中 所 看 到 的 那样 ， 有 些 具 有 分 布 参 数 的 受 控 运 动 可 用 佛 雷 德 荷 姆 
(Fredholm) 积分 方程 来 描述 ， 如 方程 式 


уйй) = ке, JGC СВ, (1.5-6) 


1.6 系统 运动 模型 的 辩 识 9 


其 中 у(х) 为 受 控 量 (函数 )，K(r,*) 为 已 知 二 元 函数 (积分 方程 的 核 函 数 )，g(y，z) 为 
已 知 二 元 函数 ,而 и(5) 为 控制 量 (函数 )。 系统 的 (无 穷 维 ) 座 标的 变化 规律 只 能 通过 控制 
函数 ul) 去 改变 . 

如 果 注 意 线性 自动 调节 理论 中 的 研究 方法 ,我 们 可 以 觉察 到 ,那里 无 论 是 系统 的 座 标 
或 控制 量 均 被 默默 地 认为 不 受 任何 限制 , 即 任 一 变量 的 取 值 范围 预先 不 加 任何 约束 ,其 大 
小 完全 由 线性 方程 式 本 身 的 特性 和 初始 条 件 所 确定 。 虽 然 线性 调节 理论 的 丰硕 成 果 对 自 
动 控制 技术 起 了 并 且 现 在 依然 起 着 重要 作用 ,但 受 控 量 和 控制 量 不 受 限 制 的 假定 是 与 实 
际 技术 装置 的 工作 情况 有 一 定 距离 的 ， 这 不 能 不 认为 是 线性 理论 的 重要 缺陷 。 在 实际 技 
术 问 题 中 ， 一 切 受 控 量 和 控制 量 都 受到 客观 条 件 的 某 些 约束 而 不 能 超出 一 定 的 范围 . 对 
于 控制 量 来 说 这 一 事实 有 着 更 深刻 的 意义 。 例 如 作用 于 飞行 器 上 的 力 , 总 有 一 定 的 限度 ， 
物体 的 速度 和 加 速度 受到 机 械 结构 强度 和 其 它 条 件 的 限制 ， 控 制 电压 受 到 电源 功率 和 绝 
缘 强 度 的 限制 等 等 ， 这些 客观 限制 因素 有 时 对 控制 系统 的 性 能 具有 决定 性 的 影响 ， 如 采 
在 设计 系统 时 不 加 考虑 ,计算 工作 就 往往 不 能 反映 受 控 对 象 的 主要 特征 ,或 者 使 定量 计算 
的 准确 程度 受到 严重 影响 .例如 ,线性 调节 理论 中 不 考虑 限制 条 件 而 得 到 的 “过 渡 过 程 的 
时 间 与 阶 跃 输入 作用 的 大 小 无 关 ”的 结论 ,在 实际 上 是 不 完全 正确 的 . 

人 们 很 早 就 发 现 , 若 芳 虑 系统 的 受 控 量 和 控制 量 的 限制 条 件 ,在 控制 系统 的 设计 工作 
中 线性 理论 的 分 析 方 法 已 经 不 完全 适用 或 根本 不 能 使 用 ， 那 里 应 用 的 广泛 和 富有 成 效 的 
许多 代数 方法 在 这 里 均 局 部 或 全 部 丧失 了 其 优越 性 .这 里 必须 采用 其 它 的 研究 方法 . 这 
些 方法 将 在 本 书 以 后 的 有 关 章 节 中 详细 介绍 . 

对 控制 量 和 受 控 量 的 限制 条 件 , 在 设计 工作 中 有 很 大 不 同 的 意义 ,前 者 是 首先 必须 考 
虑 的 因素 .对 控制 量 的 约束 条 件 大 致 上 可 做 下 列 分 类 . В м, и, 为 受 控 系统 的 7 个 
控制 量 。 首 先 ,在 控制 过 程 中 最 常见 的 是 每 一 个 分 量 的 取 值 范围 受到 限制 ,如 


[м;| < Mi， i= l, 2, М (1.5-7) 
М; 为 不 同 的 (或 相同 的 ) 正 常数 . 或 者 ,更 为 广泛 一 些 , 限 制 条 件 可 以 写 为 
ВИ из, t5 u) S M;i, 1,2, 5,1, (1.5-8) 


此 处 为 已 知 的 连续 函数 。 
有 时 在 某 些 系统 中 ,重要 的 不 是 控制 量 的 每 一 瞬时 值 ,而 是 对 控制 量 的 函数 形式 有 特 
ИКАО К. 例如 ,在 控制 过 程 中 诸 控 制 分 量 应 满足 不 等 式 


| ф:С(ш (т), uT), В и,(т))ат = М; т 一 т. (1.5-9) 


AH gq; 为 一 组 特定 的 连续 函数 ,所 一 和 为 某 一 控制 过 程 押 费 的 时 间 . 在 各 种 不 同 的 技 
术 问 题 中 可 能 有 各 种 不 同 的 限制 形式 ， 这 里 不 一 一 叙述 上述 三 种 限制 形式 是 有 代表 意 
义 的 。 限制 形式 式 《1.5-9) 的 物理 意义 可 能 是 在 整个 控制 时 间 内 的 能 量 损耗 或 其 它 经 济 
损 托 等 。 在 本 书 的 有 关 章 节 内 我 们 将 主要 研究 上 述 几 类 限制 条 件 对 控制 系统 的 影响 . 
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显然 ,控制 系统 的 理论 分 析 和 预先 设计 ,要 求 我 们 对 受 控 对 象 的 运动 规律 有 足够 的 了 
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解 , 也 即 是 说 ,要 以 一 定 的 准确 度 写 出 受 控 对 象 的 运动 方程 式 即 运动 模型 。 在 数学 分 析 中 
我 们 总 是 假定 一 个 微分 方程 式 的 形式 为 已 知 ,然后 去 研究 它 的 解 的 性 质 和 求解 办 法 ,似乎 
方程 式 本 身 是 早已 知道 了 的 东西 其实 ,在 实际 问题 中 完全 不 是 这 样 。 实际 工作 表明 ,无 
论 用 分 析 方 法 或 用 试验 方法 去 寻找 描述 受 控 对 象 运动 规律 的 方程 式 都 往往 是 一 件 不 容易 
的 事 。 它 不 仅 是 一 个 工程 实际 问题 ， 而 且 还 是 一 个 值得 认真 研究 的 理论 问题 . 这 就 是 常 
被 称 为 模型 辨识 和 参数 估 值 的 问题 . 

当 受 控 对 象 比较 简单 而 近似 于 古典 数学 模型 时 ,如 受 力 的 质点 或 刚体 ,结构 简单 的 弹 
性 体 ， 理 想 气 体 或 流体 等 的 运动 均 可 用 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 去 描述 。 当 受 控 对 象 不 
能 归结 于 这 些 简单 的 数学 模型 ,而 这 又 是 常见 的 情形 时 ,问题 要 复杂 得 多 。 近 代 复 杂 受 控 
对 象 常 由 各 种 物理 性 能 完全 不 同 的 部 分 组 合 而 成 ,其 中 包含 电磁 元 件 , 光电 器 件 , 以 液体 
或 气体 为 工作 体 的 发 动机 或 传动 机 构 , 有 了 时 还 包括 一 些 逻 辑 部 件 等 等 .这 样 , 受 控 对 象 的 
运动 就 不 能 再 用 简单 的 古典 方程 式 描绘 出 来 . 

几乎 所 有 实际 设计 工作 的 开始 ， 总 是 面临 着 求 出 受 控 对 象 的 数学 模型 的 任务 .对 于 
复杂 的 受 控 过 程 ,如 工厂 的 生产 过 程 , 大 范围 内 的 交通 运输 过 程 等 等 , 辨识 和 建立 模型 常 
常 是 一 件 相 当 困 难 的 事 。 现 在 常用 的 方法 大 致 有 下 列 三 种 : 解析 法 ，、 实 验 测试 法 和 统计 

所 谓 解析 法 是 将 一 个 复杂 的 受 控 系统 按 其 结构 分 解 为 若干 独立 的 单元 或 组 合 ， 每 一 
单元 或 组 合 又 分 为 元 件 或 环节 . 根据 每 一 环节 的 物理 或 过 程 特 点 ， 用 分 析 方 法 写 出 其 数 
学 模型 运动 方程 式 。 最 后 将 这 些 方程 式 按 系 统 的 结构 原理 和 相互 作用 的 关系 联 立 起 
来 , 便 得 到 一 个 方程 组 .这 个 方法 的 优点 是 勿 需 使 用 实验 设备 ,每 个 方程 式 都 对 应 一 个 具 
体 的 环节 ,因而 易于 用 实验 办 法 检验 其 准确 度 , 但 是 ,这 种 分 析 方 法 只 适用 于 确实 易于 分 
解 为 独立 部 分 的 受 控 对 象 . 并 不 是 一 切 受 控 对 象 都 能 做 如 此 分 解 ， 因 为 有 时 分 解 后 的 环 
节 与 在 系统 中 的 该 环节 有 质 的 差别 。 当 分 解 成 为 不 可 能 时 ,就 不 得 不 借助 于 其 它 方法 . 

应 用 最 广泛 和 结果 最 为 可 靠 的 是 实验 测试 法 . 一 般 受 控 对 象 的 输出 量 ( 座 标 ) 与 输入 
量 ( 控 制 量 ) 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 . 为 了 求 出 受 控 对 象 的 运动 方程 式 ， 在 输入 端 加 入 控 
制 量 w(z)， 同 时 记录 输出 量 的 变化 规律 Сг). 根据 这 些 试验 数据 , 求 出 一 个 等 效 的 数学 
模型 。 若 经 过 初步 分 析 , 系统 的 输出 和 输入 接近 线性 关系 , 则 可 用 线性 逼近 方法 , 即 用 一 
个 线性 模型 去 逼近 实际 系统 . 设 受 控 对 象 为 线性 系统 , 它 的 初始 条 件 为 零 . 那么 必 存 在 一 
个 函数 КО, т), 使 控制 量 x(z) 和 受 控 量 x(z) 满足 下 列 伏 尔 得 拉 《Volterra) 积分 方程 : 

diea | Ка, төбе. ЕЕ 0, б1йё-19 


上 式 中 二 元 函数 КО, т) ДЖО ХЕ ТЕ Ж БОЕО Л ВА Ж „ПП uC), x(z) 
змея, 欲求 解 上 述 积分 方程 中 的 核 函 数 , 可 以 令 控制 量 иг) 为 某 些 特殊 形式 的 
函数 ,例如 当 x( 一 1，0 委 上 一 co 时 , 式 (1.6-1) Ж 

x(t) = | K(#, в)ан. 
或 者 , 设 xD 为 下 列 “ 了 脉冲 函数 ”: | 
[© ®< г< АА; 


ult) 一 
0,2#<лд‚, [>А-А, А->0. 
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4 k0 时 显然 有 

xlt) = KC, а), (1.6-2) 
AH и 为 脉冲 瞬间 。 当 然 , 积分 方程 (1.6-1) 也 可 用 其 它 办 法 求解 . 以 后 我 们 将 可 以 看 
AMAR KO, т) 求 出 后 ,系统 的 数学 模型 就 可 以 建立 起 来 . 

另 一 个 实验 方法 是 基于 常 系数 线性 系统 的 一 个 特性 : 若 在 输入 端 加 一 个 正弦 形式 的 
驱动 作用 ,经 过 一 段 时 间 后 , 输出 座 标 将 为 具有 同样 频率 的 正弦 函数 , 不 同 的 只 是 幅度 和 
相位 ， 令 ul) = sin wt， 输 出 为 

x(t) = А(о) эт (ог + ф(0)), (1.6-3) 

式 中 .1Co) 与 plo) 之 值 随 输 入 作用 的 频率 不 同 而 不 同 , 称 为 幅 频 与 相 频 特性 .利用 这 
两 个 函数 构成 另 一 个 复 值 图 数 

И (10) = Alw) ta, (1.6-4) 


再 用 有 理 分 式 通 近 它 
AERE baliw)” + blio) T e + bm 
alio)” + а, (іо) +-+- + a, 

从 常 微分 方程 理论 中 我 们 知道 , 根据 式 (1.6-5) 就 可 以 建立 一 个 受 控 对 象 的 数学 模型 。 从 
ERE, 为 了 求 出 受 控 对 象 的 线性 逼近 方程 式 似 平 必须 测 出 4(w) 和 plo) 两 个 函数 ， 
实际 上 ， 在 一 定 条 件 下 只 测 出 其 中 的 一 个 就 够 了 。 当 复 值 函 数 ибо») 在 复数 到 的 下 半 
平面 及 实 轴 上 没有 零点 和 极点 时 , 幅 频 特性 4(o) 和 相 频 特性 plo) 按 下 列 关 系 相 互 单 
值 对 应 : 


(1.6-5) 


њо) 一 一 二 | -2C du, (1.6-6 
m 


由 此 可 知 ,在 通常 的 情况 下 , 只 需 测 出 两 个 函数 中 的 一 个 就 够 了 , 另 一 个 可 按 上 列 公 式 之 
一 用 分 析 方 法 求 出 . 

在 很 多 工程 技术 问题 中 , 受 控 对 象 的 输入 端的 控制 量 不 是 确定 性 的 ,而 是 一 个 已 知 其 
统计 特性 的 随机 过 程 。 这 时 ， 根 据 平 稳 过 程 的 统计 特性 通过 受 控 对 象 后 所 发 生 的 变化 可 
以 求 出 受 控 对 象 的 近似 运动 方程 式 。 甚 至 在 输入 量 可 以 任意 变化 时 也 可 以 采用 这 种 试验 
方法 . 

设 待 求 运动 方程 式 的 受 控 对 和 象 的 输入 端 加 进 高 斯 《Gauss) 平稳 随机 过 程 的 一 个 现实 
u(z) = 5(z)， 其 自 相关 函数 为 Re《tr)， 而 对 任意 上 数学 期 望 5(z) = 0。 当 该 现实 通过 
受 控 对 象 后 ,其 输出 x(z) 对 于 常 系数 线性 模型 也 是 一 个 平稳 过 程 的 现实 , 它 的 某 些 统计 
特性 可 以 用 实验 方法 求 出 ， 例 如 用 相关 仪 可 以 求 出 输入 的 自 相 关 函 数 Rss(r) 和 输入 输 
出 的 互相 关 函 数 Rs.(r)。 这 种 相关 仪 的 作用 原理 是 以 各 态 历经 定理 为 依据 完成 下 列 运 
算 : 


R.) = 1. оха = уй. (1.6-8) 
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Вы St | Еж г), (1.6-9) 


当 z 值 固定 而 积分 限 了 足够 大 时 ,上 式 右 端 (随机 量 !) 均 方 收敛 于 非 随机 量 К(т). ШЖ 
上 述 各 相关 函数 均 已 测 出 ,那么 便 可 以 用 最 佳 逼近 的 方法 求 出 一 个 线性 数学 模型 ,使 之 尽 
可 能 地 与 试验 结果 相 吻 合 。 用 КСО 表示 待 求 线性 受 控 对 象 的 脉冲 响应 函数 , 并 要 求 它 
满足 下 列 条 件 : 


Ee з | КЕ = rar| Siin (1.6-10) 


上 式 内 文字 上 的 横道 表示 对 随机 变量 求 数学 期 望 。 从 第 十 五 章 可 以 看 到 Ko(z) 应 满足 下 
列 佛 雷 德 荷 姆 积分 方程 : 
Rel) = | К..(т — ОКА. (1.6-11) 


这 个 积分 方程 中 的 待 求 函数 KO 可 以 用 解析 方法 或 用 数值 计算 方法 解 出 , 然后 再 用 拉 
氏 变 换 和 有 理 分 式 副 近 求 出 线性 模型 的 方程 式 . 或 者 按照 第 十 四 章 、 第 十 五 章 中 所 讲 的 
其 它 方法 求 出 线性 模型 的 方程 式 . 

上 面 所 介绍 的 只 是 求 线性 模型 的 几 种 方法 ,还 有 非 线性 模型 分 布 参数 模型 等 所谓 
系统 辨识 和 参数 估计 就 是 研究 这 个 问题 的 中 。 在 这 里 做 一 简短 的 介绍 是 为 了 提醒 大 家 注 
意 这 个 常常 不 被 人 们 重视 ,但 却 有 重要 实际 和 理论 意义 的 问题 . 


1.7 控制 系统 的 质量 指标 


评价 一 个 控制 系统 的 好 坏 , 其 指标 是 多 种 多 样 的 。 有 经 济 指标 ,动态 指标 , 稳 态 指 标 ， 
强度 指标 和 抗 干 扰 能 力 等 等 .每 一 个 具体 系统 有 它 自己 的 主要 指标 ,如 不 能 得 到 满足 , 则 
系统 不 能 良好 地 工作 。 并 不 是 每 一 个 指标 都 能 用 解析 方法 去 获得 答案 .例如 经 济 指标 与 
原料 来 源 ,工艺 水 平 ,外 协 件 的 成 本 等 有 关 , 而 且 随 着 工业 的 不 断 发 展 ,这 些 指标 也 将 不 断 
变化 .评价 茶 一 系统 的 经 济 性 如 何 是 要 靠 统 计 来 解决 的 ， 而 与 系统 的 运动 规律 往往 无 十 
分 直接 的 联系 。 本 节 内 将 要 研究 的 质量 指标 主要 是 与 控制 系统 运动 规律 直接 有 关 的 那 一 
部 份 , 即 由 系统 的 稳 态 和 动态 性 能 所 决定 的 那些 质量 指标 概略 地 说 ,我 们 将 要 研究 的 有 
下 列 几 点 : 

(1) 系统 的 稳定 性 : 包括 系统 在 :一 co 时 的 渐 近 性 能 和 有 限时 间 内 的 稳定 性 问题 . 
稳定 性 之 重要 是 大 家 所 熟知 的 。 一 个 系统 如 果 不 稳定 , 它 的 行为 便 不 受 约束 , 受 控 量 将 忽 
左 忽 右 摇摆 不 定 ,或 者 使 运动 发 散 , 不 能 保持 原 定 的 工作 状态 不 变 .。 这 种 系统 是 不 能 完成 
控制 任务 的 . 

(2) 系统 的 稳 态 精度 : 对 很 多 高 精度 控制 系统 ,如 火箭 控制 系统 , 各 种 随 动 系统 , Т. 
业 生 产 中 的 仿 型 和 数控 机 床 等 均 要 求 有 高 的 稳 态 精度 。 这 种 稳 态 精度 部 份 地 取决 于 测量 
元 件 (敏感 元 件 ) 本 身 的 测量 精度 ,又 取决 于 控制 系统 的 某 些 动 态 参 数 , 即 运动 方程 式 内 所 
包括 的 参数 值 的 大 小 和 控制 规律 的 选择 . 

СЗ) 过 渡 过 程 的 时 间 : 这 是 一 个 典型 的 动态 性 能 质量 指标 ， 在 既定 的 工作 条 件 下 它 
完全 取决 于 设计 艺术 ， 即 取决 于 如 何 正确 地 选择 控制 规律 ， 也 即 控制 量 wC), i = 1， 
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2,.… ,+ 的 变化 规律 . 

(4) 过渡 过 程 的 超 调 量 : 这 也 是 完全 取决 于 系统 动态 性 能 的 指标 之 一 。 设 主 受 控 量 
x(z) 的 最 终 平衡 状态 为 ха, ас 0, 由 初始 条 件 和 控制 规律 所 决定 的 座 标 * 的 运动 规律 
Ж (0), хи) = x1，0 <А < оо, ДЕНЕ о 可 定义 为 

тах |z| — = 
с = р (1.7-1) 
ХН o 可 根据 具体 问题 的 需要 去 选择 . 

G) 一 般 积 分 泛 函 指标 : 更 为 一 般 的 动态 质量 指标 可 用 某 一 积分 泛 函 表示 。 设 受 控 

ХОА д, ха, ttt, х„; 控制 量 为 и, uz, tts un 一般 性 的 质量 指标 可 定义 为 
J= № xx (1.7-2) 


式 中 为 系统 的 初始 运动 时 刻 ，4 为 受 控 量 达 到 茶 一 最 终 状 态 的 有 时刻， 一 а 为 过 渡 时 
[А], АЖ К 为 某 一 给 定 的 > 十 + 十 1 元 函数 , 它 的 具体 形式 由 工程 实际 问题 的 要 求 来 确 
ХЕ. 例如 可 能 是 一 个 正定 二 次 型 

Ј = | (> а}Х;:Х; 十 >, baguas) dt, (1.7-3) 
其 中 а; 和 bas 可 能 是 已 知 的 时 间 * 的 函数 ,也 可 能 为 常数 ， 当 = 1 时 ,由 式 (1.7-2) 我 
们 便 得 到 第 (3) 条 的 过 渡 过 程 时 间 指 标 。 事实 上 ， . 

ли. (1.7-4) 
应 该 指出 , 第 (1) 条 的 稳定 性 指标 也 可 常 化 成 式 (1.7-2) 的 形式 .而 第 (4) 条 指标 则 不 可 能 
化 为 这 一 积分 泛 函 形式 . 
常 遇 到 的 还 有 一 种 形式 : 


Б а;Х; 


i=l 


4, (1.7-5) 


a 
也 属于 式 (1.7-2) 的 范围 . 

(6) 抗 扰 性 指标 : 控制 系统 在 工作 过 程 中 受 外 界 干 扰 作 用 是 普遍 存在 着 的 现象 .如 
飞行 器 受 风 或 其 他 原因 的 气流 影响 ， 火 季 制 导 系统 受 内 外 无 线 电 噪音 的 扰动 等 。 一 个 良 
好 的 控制 系统 对 外 界 干扰 应 该 具有 足够 的 抵抗 能 力 ， 而 对 有 用 的 信号 则 迅速 而 准确 地 动 
作 。 抗 干扰 性 能 好 坏 是 评价 控制 系统 动态 和 静态 品质 的 一 个 重要 方面 。 在 设计 系统 时 必 
须 对 此 采取 措施 。 如 何 设计 一 个 具有 良好 抗 干 扰 性 能 的 系统 也 是 我 们 此 书 讨 论 的 内 容 之 

上 述 各 种 质量 指标 我 们 都 将 在 此 书 内 做 详细 程度 不 同 的 研究 。 我 们 将 可 以 看 到 ， 它 
们 有 了 时 是 相互 矛盾 的 .设计 一 个 系统 满足 全 部 上 述 指标 几乎 是 不 可 能 的 。 以 后 我 们 将 采 
取 分 别 研究 ,个 别 评价 的 办 法 去 讨论 .至 于 如 何 对 这 些 指标 抓 住 重 点 而 综合 平衡 , 那 就 完 
全 依赖 于 能 否 深入 到 实际 中 去 认真 做 调查 研究 , 抓 住 主要 矛盾 和 了 矛盾 的 主要 方面 ,从 实际 
情况 出 发 ,作出 判断 , 其 它 是 没有 出 路 的 , 也 不 可 能 存在 什么 统 ~- 的 放 之 四 海 而 皆 准 的 处 
理 办 法 . 
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这 就 是 我 们 以 后 将 讨论 的 问题 的 一 个 大 致 轮廓 ， 当 然 , 还 有 一 些 另 外 类 型 的 问题 , 虽 


然 在 第 一 章 内 没有 提 到 ,由 于 它们 的 重要 性 ,我 们 以 后 也 将 做 不 同 程度 的 介绍 和 讨论 . 
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随 着 自动 控制 理论 和 实践 的 发 展 ， 研 究 方法 和 使 用 的 工具 都 在 不 断 地 改进 和 增加 . 
如 果 说 在 四 十 年 代 控 制 理 论 的 研究 和 实际 设计 工作 中 的 主要 方法 是 多 项 式 代数 和 拉 氏 变 
换 为 基础 的 传递 函数 方法 ， 那 么 现在 已 远 远 超出 了 这 个 范围 . 当然， 对 于 那些 以 时 间 # 
为 生变 数 的 第 系数 微分 方程 来 说 ， 拉 普 拉 斯 变换 方法 仍 是 十 分 有 用 的 。 因 为 这 个 方法 能 
够 把 所 有 的 线性 常 系数 系统 问题 归结 到 一 个 一 致 的 代数 基础 上 去 . 这 样 一 来 ， 求 解 的 手 
续 就 被 简化 了 . 但 是 , 随 着 研究 工作 的 深入 ,人 们 逐渐 发 现 这 类 简单 的 代数 方法 也 有 它 的 
弱点 ,简化 与 深化 常 有 相互 矛盾 的 一 面 。 为 了 对 控制 过 程 了 解 得 更 深刻 ,在 现代 控制 理论 
中 ,使 用 和 建立 了 新 的 工具 以 及 新 的 概念 , 这 些 工 具 主 要 是 多 维 空间 〈 欧 氏 空间 和 和 希 尔 伯 
特 空间 ) 中 的 运算 和 算 子 理论 .引入 控制 系统 状态 向 量 空间 ( 相 空 间 ) 后 ,控制 过 程 的 几何 
特性 将 十 分 清晰 。 近 些 年 来 在 控制 理论 研究 工作 中 ， 得 到 的 一 些 新 成 就 大 部 份 是 与 相 空 
间 的 概念 分 不 开 的 . 为 了 系统 地 介绍 这 些 进展 ， 我 们 在 以 后 将 既 保 留 线性 理论 的 主要 方 
法 ,同时 也 要 介绍 新 的 概念 。 这 一 章 的 目的 是 为 以 后 各 章 的 讨论 作 必 要 的 准备 ,有 关 这 些 
内 容 的 更 详细 的 叙述 和 证 明 , 读 者 可 以 在 相应 的 专门 文献 中 找到 . 


21 拉 氏 变换 和 反 转 公式 


如 果 уб) 是 一 个 时 间 变 数 Е 的 函数 , 它 的 定义 域 是 上 二 0， 那么 y(z) 的 拉 普 拉 斯 
(Laplace) 变换 YC) 的 定义 就 是 : 
EY = | eyledi, (2.1-1) 


这 里 的 5 是 一 个 具有 正 实数 部 分 的 复 变数 ，Re з > 0 Res 表示 + 的 实数 部 分 )。 对 于 其 
他 的 * 值 ,我 们 用 解析 开拓 的 法 方 来 定义 函数 УС). УС) 的 量 纲 是 У 的 量 纲 和 时 间 的 
量 纲 的 乘积 + 的 量 纲 是 时 间 量 纲 的 负 一 次 方 守 。y(z) ЖЖ, УС) KIRAR. 
WR УС) 是 已 知 的 ,那么 , 拉 氏 变换 YC) 的 原 函 数 ( 也 就 是 原来 的 函数 )》y(z) 总 
是 可 以 由 下 面 的 反 转 公式 计算 出 来 : 
?CD = Жа е“ҮСғ)25, (2.1-2) 


其 中 7 是 任意 的 一 个 实数 ， 只 要 它 比 所 有 的 YC) 的 奇 点 的 实数 部 分 都 大 就 可 以 了 . 在 
实际 计算 yO 时 ,我 们 可 以 按照 YC(s》 的 特点 适当 地 变化 积分 的 路 线 。 从 УС) Ж убо) 
的 步骤 称 为 拉 氏 反 变 换 . 
根据 定义 (2.1-12 和 (2.1-22 不 难 推出 拉 氏 变换 的 几 个 基本 特性 : 
(1) 拉 氏 变换 是 线性 变换 : 两 个 函数 уб) № у) 之 和 的 变换 等 于 二 者 单独 变换 
后 之 和 : 


Г е7 Гау 0) + bye) lde = aY Cs) + БҮ), 
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ау (Е) 十 by) = = | е[аУ,(5) + 2У.(5)]4$5, 
其 中 a, b 是 任意 的 常数 . | 
(2) 推移 公式 : 对 原 函 数 y(z 的 自 变数 推移 时 间 т, 则 对 应 的 象 函 数 乘 以 “因为 
| "ук — туй = [лезем = YG) 
式 中 r>0, 1 一 上 一 r; 4:<0 НА уб) = 0, 


(з) 着 у(0) 一 0， 则 A 的 象 函 数 为 YC). 


(а) 函数 DO = | у(т)4т 的 象 函 数 为 YC5)/s. 
(5) 两 个 函数 卷 积 的 象 函数 对 应 两 个 象 函数 的 积 
а тутат |а = куу), 
这 一 点 是 容易 检验 的 . 
Сб) 两 个 原 函 数 乘积 的 象 函数 等 于 两 个 象 函数 的 卷 积 。 令 IO = „ук, № 


убу = | ep Oa 一 二 | YY — ч. 


这 说 明 拉 氏 变换 对 乘法 没有 分 配 律 ,初学 者 往往 容易 和 弄 错 。 其 证 明 我 们 留 给 读者 。 

(7) 如 果 уб) 在 :一 0 时 趋 于 某 一 极限 , 则 有 limy(z) 一 limsY(s). 

(8) 终 值 公式 : Ет у(г) 一 limsY(s). 

当 我 们 用 拉 氏 变换 法 处 理 问 题 时 ,常常 需要 根据 已 知 的 拉 氏 变换 函数 Y(s) 求 出 原 函 
数 y(z)。 我 们 当然 可 以 利用 反 转 公式 进行 这 项 工作 ,可 是 反 转 公式 (2.1-2) 中 的 积分 运算 
常常 是 很 烦琐 的 ,而 且 很 花费 时 间 。 因 此 ,对 于 那些 常用 和 典型 的 y(z) 和 ҮС), AWE 
经 编制 了 一 些 字 典 式 的 表格 29. 利用 这 种 变换 表 我 们 就 可 以 根据 已 知 的 Y(*) 查 出 相应 
的 y(z)， 也 可 以 从 已 知 的 уб) 查 出 相应 的 Y(*)， 这 样 就 大 大 地 减轻 了 计算 手续 。 下 
面 我 们 也 给 出 一 个 最 简略 的 拉 氏 变换 的 “字典 ” 一 个 很 小 的 拉 氏 变换 表 : 

表 2.1-1 拉 氏 变换 的 小 “字典 ” 
Y(s) yt) 


cos а? 


sinh aż 


cosh at 
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( 续 表 2.1-1) 


УС) ут) 
ы Ё па 
(ғ + а?)? 2а” | 
1 1 A 
ETSA 9-3 (зїп at — at cos at) 
1 | = 
Е (1 一 atje“ 
“м 2 
о а 1 一 4ше— 
s(s+a 


1 
(з + a)(s +b) 
(= + а) 
s(s + bs 十 c) 
5 
[Cs + а) + 2"*] 
(s + а) 

[Cs + а) + 22] 
(= + а) 
баў — t] 

1 
Са 
ё 
(++ а)? 
(5+ а) 
«(+ + а)(5-+Ь) 
5 Бах + В 
РС +ауС +) 
spa 
(= + as +2) 
1 
Cat Dr + гс) 
1 
SC + а?) 
1 
5 
яч 
$ — 24? 
52 — п 
1 
Vs 


1 
куу 
БЕЗИНЕ сыз 
м + аз + Ь 
РЕНЕ 5, 
фм Ф а? 


(еты 一 <- 

===) 
а (а — b) -bt (a — с)] e 
beT m je [E гч 


(соз — = sin Ре“! 


e7“ соз bt 


e~! ch bt 
Пе 

2 
г (1 Se at e= 

2 

a—a Sai a—b _ы а ab — а(а + b) 
一 一 -一 -一 ——————— +— 关 Е А 
ар" в“ ap T ар? 


а&—«а+@86 a —=%Ъ+8 ы ВЕ, aab — В(а + Б) 
Bo р Bt ат: 
«—а а а – b shap” 
lecu. rE =] 
(с = Ве + (а — фей + (b — aje! 

(а bE eXe — а) 


1 _ sinat 
a? а? 
shat 1 
a? a 
1 at at 


+ sin 


a? V2 V2 


1 sh at » cos at 


t cos dt 
ЕИ 
Vri 

т 
т 

а? 

е2 Jo барс = 76) 
E aDJ MERER) 
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既然 拉 氏 变换 是 对 一 个 函数 作 的 积分 运算 来 定义 的 ， 而 这 个 函数 又 是 只 在 :二 0 的 
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时 间 内 定义 的 ,所 以 拉 氏 变换 法 对 于 初 值 问题 特别 适用 .所 谓 “ 初 值 问题 ”就 是 这 样 一 个 
问题 : 如 果 系 统 的 初始 状态 〈 也 就 是 上 一 0 时 的 状态 ) 和 > 0 时 的 驱动 函数 都 是 给 定 
的 , RE :> 0 的 时 间 闻 隔 内 系统 的 运动 情况 .我 们 来 考虑 一 个 4 阶 的 系统 ， 假 定 a 
а-а *°°› 40 是 各 阶 导数 的 系数 ， 而 且 对 于 这 个 系统 有 一 个 非 齐 次 项 所 表示 的 驱动 图 数 
G). 于 是 ,系统 的 微分 方程 就 是 : 


п n=l 
TE TE e E E О.р (2.2-1) 
dt” dt” 1 
各 个 初始 条 件 通 常 写作 : 
477! ya 
( — ), yi », 
(у) = yo. (2.2-2) 


在 式 (2.2-2) 的 条 件 下 ,微分 方程 (2.2-1) 就 能 够 把 系统 在 上 全 0 时 的 运动 状态 唯一 地 确 
定 下 来 . 
为 了 用 拉 氏 变换 法 解 这 个 问题 ,我 们 把 方程 (2.2-1) 的 两 端 , 同 时 乘 以 。~-*， 然 后 再 从 
:一 0 到 :一 co 积分 ， 既然 规定 
[90а = ҮС), 


我 们 就 可 以 用 分 部 积分 的 方法 求 出 y(z) 的 各 阶 导数 的 拉 氏 变换 : 


|. е gi = 一 和 +s p е ydt = —y + sY Cs), 
0 dt. 0 
ё Фу di = —y P sh + ҮС), 
0 dt? 
| е" Tz dt = —уў буи — e — "71у, + sYC). (2.2-3) 
根据 这 些 结果 ,如 果 再 把 驱动 函数 x(z) 的 拉 氏 变换 写成 ХС), ША 
X(s) 一 | e x(t) dt, (2.2-4) 


那么 , 苍 虑 到 初始 条 件 式 (2.2-27) ,方程 (2.2-17 就 可 以 写成 : 
а" + а, 5" + +. + ая 十 ao)Y(s) 
== ауу" + Cany + anayo)? + Cary 十 2,15) 
+ а„—зу„ д5” * poset Casy? + apy? 


Уна Е ауу) + ХС). (2.2-5) 
如 果 我 们 再 规定 ОС) 和 NC) 分 别 是 下 列 的 两 个 多 项 式 : 
DCs) = a,” + а," + eee + аз А ау (2.2-6) 


和 
№) == anyos” + (ау? ЕЗ An—1y0)s" a 
+ Cany” + apy? езй а ау), (2.2-7) 
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于 是 方程 (2.2-5) 又 可 以 写作 


_ ыб) у ХС) ы 
Y(s) ra + UGT (2.2-8) 


根据 方程 (2.2-7), 我 们 看 到 式 (2.2-8) 的 第 一 项 NoG*)/D(s) 是 与 初始 条 件 有 关 的 . 
我 们 把 这 一 项 写作 Y.) = Nols)/D(s)。 多 项 式 №) 的 次 数 最 多 也 不 会 超过 >” 一 1 
次 、 因 而 它 的 次 数 总 比 DC) 的 次 数 低 . 如 果 方 程 (2.2-2) 所 表示 的 初始 条 件 全 都 等 于 
F, NCO) 也 就 随 之 等 于 零 了 .在 这 种 情形 下 ，Y(s) 就 只 由 第 二 项 X(s)/D(s) 确定 .第 
二 项 是 与 驱动 函数 有 关 的 . 我 们 把 这 一 项 写作 ҮС) = ХС) /р(). 第 一 项 NoCs)/D(s) 
称 为 补充 函数 ， 第 二 项 XC/D 称 为 特 解 . 应 用 反 转 公式 〈2.1-2)， 就 可 以 由 方程 
《2.2-8) 所 表示 的 YC) = Ys) 十 Yi(s) 得 出 真正 的 解 уб). 

从 以 上 的 讨论 , 我 们 可 以 看 出 , 拉 氏 变换 本 身 只 是 一 个 “翻译 ”的 手续 , 它 把 一 个 用 时 
间 变 数 * 所 描述 的 物理 过 程 翻译 成 用 变数 ， 所 描述 的 过 程 ， 这 样 的 手续 并 不 影响 物理 过 
程 本 身 的 性 质 , 只 不 过 是 把 这 个 过 程 的 描述 从 “: 的 语言 "翻译 成 “的 语言 "而 已 . 在 :的 
语言 里 用 分 析 运 算 〈《 微 分 和 积分 ) 所 描述 的 过 程 , 用 * 的 语言 来 叙述 就 只 要 用 简单 的 代数 
运算 ( 乘 或 除 ) 就 可 以 了 ; е 的 语言 中 的 微分 方程 , 用 的 语言 来 表示 就 简化 为 代数 方程 ， 
从 而 也 就 可 以 简化 计算 的 手续 和 表达 的 方式 . 

从 数学 观点 来 看 , 拉 氏 变换 是 一 个 线性 算 子 , 它 定 出 两 族 国 数 〈 原 图 数 和 象 函 数 ) 之 
闻 的 对 应 关系 。 这 是 对 普通 函数 概念 的 一 种 推广 . 因为 “函数 ”只 不 过 是 二 族 数 之 闻 的 对 
应 规律 办 了 .关于 算 子 的 概念 我 们 下 面 还 要 详细 介绍 .在 这 里 可 能 提出 一 个 有 意思 的 问 
Ж: 是 否 一 切 以 时 间 做 为 自 变 量 的 函数 y(z) 都 能 找到 自己 的 象 函 数 ? 是 否 所 有 的 复 变 
Ш ҮС) 都 是 某 一 个 уб) RARO 对 这 一 问题 的 答 覆 是 否定 的 ， 具体 地 说 ,如 果 不 
电 求 包括 一 切 所 谓 ”* 冲 量 函 数 ” 即 狄 拉克 (Dirac) 函数 《参看 下 节 ) 的 话 ,这 一 条 线 可 以 这 
ER: 一切 增长 速度 不 大 于 MON 为 任意 有 限 正 实数 ) 的 函数 yo 均 有 自己 的 象 函 数 ， 
而 函数 уб) 一 ”就 没有 象 函 数 ,因为 此 时 积分 (2.1-1) 不 收敛 , 故 拉 氏 变换 没有 意义 ， 反 
Z. 并 不 是 一 切 复 变 函数 都 能 按 式 (2.1-2) 找 到 自己 的 原 函 数 。 如 果 想 包括 “ 冲 量 函数 ”在 
内 时 , 则 有 如 下 事实 : 设 复 变 函数 XG) 在 Ке с> с 的 半 平 面 内 是 解析 函数 , 那么, 它 
为 象 函数 的 充 要 条 件 是 在 这 一 半 平 面 内 XO] < |P,《s)|， 这 里 的 PCs) 为 s 的 x 阶 
ZER”, 

有 人 将 拉 氏 变换 方法 推广 到 变 系数 线性 系统 .特别 是 近 几 年 来 ， 由 于 对 变 系数 系统 
的 研究 变 得 十 分 迫切 ,已 有 很 多 人 从 事 这 方面 的 研究 .但 是 这 些 方法 目前 还 比较 复杂 ,而 
且 大 部 分 结果 的 可 用 范围 尚 有 待 于 扩大 , 需 做 大 量 工作 后 , 才 有 可 能 将 这 些 方法 加 工 到 工 
程 上 可 以 简便 应 用 的 地 步 . 
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多 项 式 的 比值 No《s)/DCs〉 可 以 分 解 成 部 分 分 式 . 如 果 多 项 式 рб) Шт ЛЖ я, 
525 sw 都 是 互 不 相等 的 , 换 句 话说，D(s) 没有 重 根 ,那么 这 个 部 分 分 式 就 是 : 
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MT -SN 1 (2.3-1) 
DCs) TDCs) GO— s)’ 
其 中 的 00) 表示 рб) 对 于 * 的 导数 。 根 据 上 一 节 里 的 “字典 ”, 把 这 个 和 数 逐 项 地 ” 翻 
译 ” 出 来 , 就 得 到 У) 解 中 由 于 初始 条 件 而 产生 的 у Со) 部 份 〈 这 一 部 份 称 为 “补充 函 
数 ”, 它 也 就 是 方程 (2.2-1) 在 x(z) = 0 而 初始 条 件 仍然 是 式 (2.2-2) 的 解 . ): 
560 =>) а аә, (2.3-2) 
一 般 说 来 ，D(s) 的 根 s, 是 复数 . 对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ， 微分 方程 (2.2-1) 的 系数 
ao 41, 42，,"““， а, 都 是 实数 .根据 方程 (2.2-6), DC) 的 各 个 复数 根 s ИКЕА 
对 出 现 的 。 这 也 就 是 说 ,如 果 DLs》 有 一 个 复数 根 是 a 十 1806 >= 0) 的 话 , ВА a 18 
也 必然 是 DC) 的 根 。 如 果 所 有 的 根 +, 的 实数 部 分 都 是 负数 ,那么 У.) 就 会 随 着 时 间 
的 增加 按照 指数 律 减 小 ,最 后 у.) 一 0。 因 此 ,系统 就 是 稳定 的 . 
如 果 表 示 外 力 的 驱动 函数 *(z) 是 正弦 式 的 ,为 了 计算 的 方便 , 我 们 就 把 它 写 成 下 列 
的 复数 形式 (真正 的 外 力 只 是 这 个 表示 式 的 实数 部 分 或 者 虚数 部 分 ): 
х(ї) = хе, (2.3-3) 
其 中 的 х, 是 振幅 , о 是 频率 (和 角 频 率 )， 根 据 拉 氏 变换 的 “字典 ”, 就 有 
XC) = x 


因此 ,方程 (2.2-8) 的 第 二 项 在 现在 的 情形 下 就 是 : 
nO De ыы 
在 这 里 ， 我 们 可 以 把 得 到 的 结果 推广 到 更 一 般 的 情形 中 去 。 如 果 所 考虑 的 系统 不 是 
只 由 一 个 微分 方程 所 描述 ( 象 以 前 讨论 过 的 那样 ), 而 是 用 一 个 微分 方程 组 所 描述 的 。 举 


例 来 说 ,描述 系统 状态 的 是 а 
4? 


dz 


a + а. = 十 ашу + ba еа + boz = (0), 
Фу ду dz 

ав“. +a + азу + b + 6.22 + baz = 0 
ая 2 dt 207 Ва 21 F 20 А 


其 中 的 系数 aj, by 都 是 常数 。 
让 y 的 初始 条 件 全 都 等 于 零 ( 这 样 作 的 意义 就 是 把 y 用 у; 来 代替 ), 对 系统 的 微分 方 
程 组 进行 拉 氏 变换 ,就 得 到 一 个 代数 方程 组 ,然后 再 用 代数 方法 把 除 ҮС) 以 外 的 其 余 未 
知 函 数 \ 例 如 ,上 面 例子 里 的 Z(s)) 消 去 ,最 后 , 特 解 Y;(s) 的 拉 氏 变换 就 可 以 表示 为 下 列 
的 形状 : 
NCG) xmN(s) 
Yi(s) = F(s)X(s) DC X(s) CASTEN (2.3-4) 
其 中 МС) 的 次 数 小 于 DC) 的 次 数 . 当 МС) = 1 时 ,问题 就 简化 为 式 (2.2-8) 所 表示 的 
比较 简单 的 情形 . 在 推广 了 的 情况 下 ,部 分 分 式 的 法 则 式 (2.3-17 仍 旧 是 适用 的 . 但 是 , 现 
在 的 分 母 多 项 式 是 (5 一 10) Dls), 这 个 多 项 式 的 根 是 л, s2 5555 5, 和 тю. AMRA 


_ [NGo) 1 < NCs,) 1 
Ү,(ғ) = „| с + 之 | (2.3—5) 
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所 以 由 于 正弦 式 的 驱动 函数 式 (2.3-37 所 产生 的 特 解 就 是 
МС: i N(s, "Р 
м 8, т: -i di х С = ==]. (2290 
对 于 稳定 的 系统 来 说 ">， 所 有 的 ғ, 的 实数 部 分 都 是 负数 ， 所 以 当 :一 оо БИЯ, y) 
的 第 二 部 分 就 等 于 零 。 这 时 的 系统 状态 称 为 稳 态 。 剩 下 的 第 一 部 分 就 是 系统 的 稳 态 解 
SAOIRE 
Мао), 
[У] Бру г" 
稳 态 解 与 驱动 函数 的 比值 也 就 可 以 用 下 列 简单 的 关系 式 表示 出 来 : 
ВЕ _ Мб) н, Ж 
ат Б 一 Св == (10). (2.3-7) 
这 个 公式 使 我 们 能 够 十 分 简捷 地 计算 出 正弦 驱动 函数 所 产生 的 稳 态 解 . 2 的 函数 F(iw) 
称 为 系统 的 频率 特性 . 
如 果 把 函数 ЕСо) 写成 
F(iw) = К(ю)е 9%, (2.3-7') 
则 К(о) 称 为 系统 的 幅 频 特性 ,而 фо) 则 称 之 为 系统 的 相 频 特性 。 此 时 
[yD 1 = £p K (ее, 
若 驱动 函数 是 sme 的 实 部 xmcos wt:， 则 系统 稳 态 解 便 是 
LCE) Jst 一 х„КСо) cos Cot + ф(о)). 
AH K(o) 表 示 在 频率 中 上 系统 对 驱动 函数 的 放大 系数 ,而 pCwm) 表 示 在 该 频率 上 的 相 移 . 
当 驱 动 函 数 的 角 频 率 © 趋 近 于 零 的 时 候 ， 驱 动 函 数 就 趋 近 于 一 个 不 随时 间 改 变 的 常 
数 хь. 方程 (2.3-7) 表 明 : ЕСО) WEH r 是 常数 的 情况 下 у 的 稳 态 值 与 x 的 比值 . 这 
就 是 FCO) ЧЕ ;=0 的 值 的 物理 意义 .在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 还 要 经 常 地 用 到 这 个 物理 
解释 . 我们 把 F(0〉 的 绝对 值 К = |Е(0)| 称 为 系统 的 放大 系数 或 增益 . 
驱动 函数 x(z) 可 以 是 不 连续 函数 .现在 我 们 假定 驱动 函数 x(z) 是 作用 在 :一 0 这 
一 瞬间 的 一 个 单位 冲 量 ?, 也 就 是 ， 
如 果 270, х() = 0; 
WR :一 0，x() 一 оо, 
而 且 
(«ой = 1, 
这 样 规定 的 : 的 函数 称 为 狄 拉克 冲 量 函数 ,通常 用 5(z) 表示 。 不 难 证 明 , 这 样 一 个 单位 
冲 量 驱动 函数 的 拉 氏 变换 ХС) 就 等 于 1。 如 果 把 单位 冲 量 驱动 函数 作用 到 一 般 的 系统 
上 去 ， 那 么 ,由 于 这 个 冲 量 而 引起 的 系统 的 反应 ,按照 方程 (2.3-4) 就 是 


Yt = L= РА. (2.3-8) 


由 这 个 冲 量 产生 的 解 通常 用 h(z) 来 表示 .根据 反 转 公式 (2.1-2)， 


D 关于 稳定 性 的 严格 定义 将 在 第 四 章 讨论 
2) 严格 地 讲 , 冲 量 函 数 是 一 种 广义 函数 ,严格 定义 参看 第 十 二 章 , 这 里 的 简化 了 的 讨论 并 不 会 引起 误解 
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1 TY 二 roo 
й. | е“ ЕС»)а». (2.3-9) 
21 J7 一 im 


如 果 系 统 是 稳定 的 , 则 所 有 的 根 +, 的 实数 部 分 就 都 是 负 的 , 这 也 就 是 说 , 在 复数 平面 上 
FCs) 的 所 有 的 奇 点 都 位 于 虚 轴 的 左边 . 因此 ，, 在 表示 АСР) 的 积分 式 (2.3-9) 里 , 我 们 可 
以 用 虚 轴 作为 积分 的 路 线 , 也 就 是 说 ,方程 (2.3-9) 里 的 7 ARER: у = 0. АЖ АСР) 
常 称 为 系统 的 脉冲 响应 函数 . 


2.4 相 空 间 内 的 几何 概念 
设 某 一 受 控 系统 ， 自由 度 是 п, 即 用 п 个 变量 Xis X29 "9 Х„ 能 完全 单一 


它 的 状态 ,其 中 每 个 分 量 称 之 为 系统 的 座 标 。 现 在 我 们 模仿 三 维 空间 内 的 情况 ,把 这 一 
量 看 成 是 一 个 向 量 的 = 个 分 量 , 并 用 粗 体 字母 表示 


天 一 《et жээ oa， 
同 在 三 维 空间 一 样 , 对 这 类 向 量 也 可 以 进行 代数 运算 . 设 2 为 常 实 数 , 则 
Ах = (Axis Ах›, 5t, Ах,). (2.4-1) 
二 个 向 量 相 加 按 下 列 规则 进行 
x +y = (а t yis ха + yz tta Xn E Yn). (2.4-2) 


于 是 ， 所 有 这 类 向 量 的 全 体 构成 一 个 п 维 线性 空间 我们 不 妨 把 这 些 向 量 的 分 量 看 成 是 
直角 座 标 系 内 的 座 标 。 这 个 具有 直角 座 标 系 的 空间 我 们 记 为 R,， 其 中 每 一 个 出 自 原点 
的 向 量 均 代表 系统 的 一 种 工作 状态 .不 难 想像 ,每 一 个 向 量 也 可 以 看 做 是 一 个 点 。 所 以 ， 
在 没有 特别 说 明 时 ,向量 和 点 我 们 将 认为 是 同 义 语 。 这 个 空间 К, 将 称 之 为 系统 的 相 空 
HRSTE. 描述 系统 状态 的 向 量 ( 点 ) x 我 们 称 之 为 受 控 系统 的 状态 . 

在 相 空 间 内 同样 可 以 引进 向 量 的 数量 积 , 长 度 、 角 度 等 几何 概念 . 两 个 实 向 量 的 数量 
积 ( 内 积 ) 我 们 定义 为 用 圆 括 弧 和 逗 点 表示 ) 


(х, у) = > э > (2.4-3) 
这 里 和 下 面 都 假定 座 标 是 实数 .向量 х 的 KI 则 为 


\\х || = y (x, х) x)= a 4 (2.4-4) 
两 个 向 量 x 和 у 的 来 角 P 由 公式 
2. х;у; 


cosp = 
Tei bi E [> 于 


1) 本 书 内 我 们 将 使 用 粗 体 字 母 表示 向 量 , 常 体 字 x; 表示 向 量 x 的 第 i 个 分 量 。 若 需 注 明 向 量 的 序数 ， 则 在 粗 
体 字 旁 注 序 号 如 ху, х, 等 .此 时 用 x;; 表示 第 7 个 向 量 的 第 i 个 分 量 , 即 第 一 个 注 骨 依然 表示 分 量 序号 ,第 
二 个 注 角 表示 向 量 序 号 . 


2) 这 里 假定 x 的 每 一 座 标 х, 都 是 实数 . 如 果 人 允许 座 标 是 复数 ,内 积 的 定义 要 改 成 (x, у) = > жур у; 是 
у; ORMAR. РЕН AAZ. 


(2.4-5) 
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确定 。 两 个 点 (向 量 〉x,y 之 连 线 线段 由 下 式 表 出 : 


х,у=х-+(1—)у, 0<5<1, (2.4—6) 
而 通过 此 二 点 所 作 的 直线 工 的 方程 式 为 
L=i(x—y)++y, — оо < 4 < оо, (2.4-7) 
相 空间 内 以 x 为 心 , 以 ”为 半径 的 球面 为 一 切 满 足下 列 等 式 的 点 x 的 集合 
[х — |] = (x — x, x х) = r’, ` (2.4-8) 
通过 点 z Нев Гея у, 的 平面 (x 一 1 维 ) 由 等 式 
(х — х,у) = 0 (2.4-9) 
或 
У (я: — хук == 0 (2.4—9”) 
所 单一 确定 . 


在 相 空 间 内 还 可 以 引进 更 为 复杂 的 几何 概念 。 例 如, 某 些 点 的 集合 (区 域 ) 2 我 们 称 
之 为 凸 面体 , 若 其 内 的 任何 两 点 х, у Є 29 的 连 线 式 (2.4-6) 也 全 部 属于 2. 过 凹面 体 的 
任 一 边界 点 z 可 以 作 一 个 承 托 支 面 了 ,后 者 的 外 法 向 量 记 为 mw， 使 对 凸 面体 内 的 任意 点 
х 均 满足 不 等 式 


(х — х, п,) < 0, (2.410) 
或 

>] (x; 一 ход, < 0, (2.4—10') 

i=l 


我 们 看 到 , 相 空 间 R。 与 一 般 三 维 空间 相 比 较 , 除 维 数 外 ,如 果 不 考虑 向 量 积 ,其 它 毫 无 差 
异 . 以 后 我 们 将 利用 这 些 几何 概念 去 研究 控制 系统 的 运动 规律 . 

以 后 还 将 用 到 关于 线性 算 子 的 概念 。 设 向 量 x 属于 x 维 实 空间 Ro 向量 и 属于 另 
Ит ЕИ] Ru。 如 果 有 一 个 函数 规律 4， 使 R。 内 的 每 一 个 向 量 都 对 应 于 R 内 的 
某 一 个 向 量 , 并 记 为 


и == lx, (2.4-11) 

її Н. 
А(ах + by) = аАх + ЬАу, (2.4-12) 

AP a,b 为 常数 ，x, ?6 К„. 这 种 对 应 规律 称 为 线性 算 子 .. Æ Ra R 为 同一 空间 ， 
则 线性 算 子 也 称 为 线性 变换 .不 难 证 明 ， 有 限 维 空间 内 的 一 切线 性 算 子 与 一 切 和 矩阵 之 间 
有 一 一 对 应 的 关系 .一 切线 性 变换 均 对 应 一 个 唯一 的 方 阵 。 反之， 每 一 个 方 阵 对 应 一 个 
线性 变换 . 设 х,ує R,， 则 将 x 变 为 y 的 线性 变换 可 写成 

y= Ах, 
向 量 y 的 每 一 个 座 标 按 下 列 规律 算出 


у; = Хана, i= 1524 *=®®„ 4], (2.4-13) 
式 中 4 = (а) 为 n хп 阶 方 阵 。 这 里 和 以 后 我 们 将 认为 在 R， 中 线性 算 子 与 矩阵 等 


D 符号 & 读 作 属于 ,& ЕЖЕТ. 
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价 。 若 方 阵 的 行列 式 不 为 零 , 则 称 为 可 逆 的 ,此 时 有 
х= Ау, 
式 中 


Р рак В (2.4-14) 


这 里 |A] 为 方 阵 4 对 应 的 行列 式 之 值 ，A; 表示 方 阵 4 的 第 i 行 第 i 列 元 素 的 代数 余子 
式 , 符 号 “tr” 表示 和 矩阵 转 置 . 
两 个 算 子 的 和 对 应 于 两 个 矩阵 的 和 
Ах + Вх = (А + В)х = Сх, (2.4=15) 
С = (а; + 63), В = (bj). 
二 个 算 子 的 连续 作用 对 应 二 个 矩阵 的 积 ， 
| А(Вх) = (АВ)х = Dx, 


DD 的 元 素 由 下 式 确定 : 
dj 一 У) ашыбыз. (2.4-16) 
БЕКТЕ ЖИИ ЛЕЧЕК ВЖЕ, 
数量 积 
(x, Ах) 一 х dapxaxp (2.4-17) 


称 为 向 量 x 的 二 次 型 (二 次 齐 式 ). ЖЛ BIHER х„ує К, 满足 等 式 

(у, Ах) = (Ву, х) 
ДКВ 为 4 的 伴随 矩阵 . 容易 检查 , В = A 当 4 一 大 时 称 为 对 称 变换 (或 对 称 和 矩阵 )， 
此 时 有 (у, 4х) 一 (4y，x)， 对 于 向 量 x 的 二 次 型 由 于 terg == *sze， 在 式 (2.4-17) 内 


4 可 代 之 以 C= (4+ 47). 对 任何 向 量 x 均 有 
(х, Ах)=(х, Cx), си = = (а; 十 ан. (2.4-18) 
若 对 任何 非 零 向 量 x， 二 次 型 式 42.4-18) 总 大 于 或 等 于 零 ,4 或 C 叫 作 非 负 变换 ， 若 总 大 


于 零 则 称 为 正定 变换 。 此 外 ，C 是 对 称 和 矩阵 .对 称 和 矩阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 一 切 主 子 行 
列 式 都 是 正 数 : 


Си C12 Dew 
> 0, +++, | в | o, (2.4-19) 


сп > 0, 


C21 622 


С31Сд2°° "Сд 
若 对 任何 非 零 x 数量 积 式 (2.4-18) 均 为 负 值 , 则 称 变换 4 或 C 为 负 定 .C 为 负 定 的 充 要 条 
件 是 
Си С; ”Clin 


я Е " (2.4-20) 


си < 0, 
C21 C22 


2.4” 相 空间 内 的 几何 概念 25 


变换 为 正定 或 负 定 有 着 明显 的 几何 意义 。 任 一 个 线性 变换 均 可 以 分 解 为 二 次 顺序 变换 ， 
即 绕 空 间 某 一 个 轴 的 旋转 和 向 量 长 度 的 改变 。 如 果 二 种 作用 的 结果 使 x 和 Ах 之 间 的 
夹 角 小 于 90°, 那么 4 就 是 正定 变换 .例如 ,一 切 正常 旋转 变换 ， 当 转角 小 于 90° 时 便 为 


正定 ,反之 , 当 转 角 大 于 90° 时 便 为 负 定 . 
此 外 ,以 后 还 要 用 到 本 征 值 和 本 征 向 量 的 概念 .满足 下 列 等 式 的 常数 4 和 非 零 向 量 x 
Ах = Ах (2.4-21) 


分 别称 为 矩阵 4 的 本 征 值 和 本 征 向 量 。 从 上 式 和 线性 代数 方程 式 的 特性 可 以 看 出 ， 本 征 
值 4 必 为 矩阵 4 的 特征 方程 的 根 
14 一)E| 一 0， (2.4-22) 
此 处 互 是 单位 和 矩阵。 代数 方程 (2.4-227 的 次 数 为 >， 故 本 征 值 不 多 于 ”个 . 
方 阵 4 一 28 称 为 方 阵 4 的 特征 矩阵 。 对 任何 常量 方 阵 4 必 存 在 可 逆 方 阵 2， 使 
QAO 变 为 约 当 〈Jordan) 标准 型 


Л 
зло =| ” (2.423) 
і, 
J: 之 形状 为 
1 0 0- 0 
0 5; 0 0 
J= ; 150 (2.4-24) 
О: 1 
ооо +. 


此 外 其 它 元 素 均 为 零 ，J; 称 为 约 当 块 . 
їй а) 为 一 个 多 项 式 
BÜL) = ае Ф ду ан а 
将 某 一 方 阵 4 代 人 后 便 得 到 一 个 矩阵 函数 
ACA) = аА" + aA” H +++ а Е, (2.4-25) 
由 于 4” 和 和 矩阵 加 法 均 有 定义 , 故 АСА) ПАН. Е А 同样 可 构成 矩阵 级 
BE (2.4-26) 
对 于 方 阵 的 无 穷 级 数 , 和 数列 级 数 一 样 , 上述 和 式 并 不 是 任何 时 候 都 有 意义 , 只 有 在 级 数 
收敛 时 才能 说 它 的 和 是 什么 .为 了 判别 级 数 式 (2.4-26) 是 否 收敛 ,引进 量 
Jal ая СЕ 
称 为 矩阵 4 的 范 数 . 不 难 证 明 , 级 数 式 о. ү» 26) 收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 
bo РАА АНЕ 6 H Аа" H 
收敛 . ы М ыы RENTEL AIIE 
= Е-+ А ее + 


”> 
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6. 


соз 4 == = © 4% +} 4*— ++, 
2! 41 
2 Е ЖЕ 15 
sin 4 = А эй ые, — ёа (2.4-27) 


由 此 不 难 推 得 


ей = cos A + isind, 
— № (eih p реа 
cos А = т ( + ), 
* рау ра 
sin 4 T ( ). 
级 数 式 《2.4-27) 对 任何 方 阵 4 都 是 收敛 的 . EERE, У НРА АЈ, e4 


和 с.е 并 不 一 定 相等 ,只 有 当 АВ = ВА В et == ete = еве, 
WREE AO = (а, (0) 的 每 一 个 元 素 对 “上 是 可 微分 的 , ЖОЕ Иб) 可 微 , 它 


的 导数 定义 为 
dA(zt) _ (daii(t) 
Е (6—0 |, (2.4 28) 
同样 ,对 和 矩阵 А) 的 积分 定义 为 
| A Alt)dt = (| TOLO (2.4-29) 
容易 检查 ， | 
dAQ)BG) алб). ВО) + Аб)- 4В(ї) 
dt dt 4: ~ 
对 指数 函数 的 微分 有 公式 
‘N де“ = ей = „4 4— 
p= А. (2.4-30) 
另外 ,下 列 关 系 式 也 极为 有 用 : 
e^ = Е, 7 = А, 
:=0 t k= 
(ety san её", (е “Ж кыл е4. 


设 和 矩阵 瓦 为 斜 对 称 的 , ВП Hr = —Н, АЖЕ ен 所 对 应 的 变换 称 之 为 等 距 变 换 ， 

因为 对 任何 向 量 x 和 у 总 有 : 
(eHx, ену) = (x, eey) = (x, Ty) = (x, y), 
当 x=y hf 
[е”х||# = (енк, еНх) = (x, x) = |||. (2.4-31) 
所 谓 等 距 变 换 的 名 称 即 由 此 来 . 更 进一步 , 可 以 证 明 , 在 实 空间 内 ,任何 等 距 变 换 上 都 有 
一 个 和 斜 对 称 和 矩阵 右 相 对 应 , 即 
И = еН, 


本 蔬 所 列举 诸 事实 的 详细 证 明 , 读 者 可 参阅 本 章 参考 文献 [22,28]. 
2.5 控制 系统 运动 规律 的 向 量 表示 


本 市 内 将 以 后 用 到 的 一 些 基本 向 量 公 式 作 一 简单 讨论 . 设 x = (xi хо +++, х) 为 
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受 控 系 统 的 状态 向 量 。 诸 控制 量 ш, м, cs и, 也 可 以 看 成 是 一 个 7 维 向 量 и = (и, 
из, "75 и,), ЗРЕНИЕ ИСР г 维 空间 的 某 一 区 域 НХ и, 每 一 瞬间 的 取 值 无 限制 ， 
则 控制 向 量 а 的 取 值 范围 将 为 整个 т 维 空间 .在 这 些 假定 的 条 件 下 运动 方程 式 (1.5-5) 
即 可 写成 更 为 简单 的 形式 : 


BN flt, х,а), (2.5-1) 
dt 


AP f= Go Ь, ** +, |.) 为 一 向 量 函 数 。 此 时 , 受 控 系统 的 每 一 个 运动 x(z) 是 向 量 方 
程式 (2.5-1) 的 一 个 解 , 它 在 状态 空间 内 是 一 条 连续 曲线 ， 称 之 为 系统 的 运动 轨迹 。 在 运 
动 轨迹 上 的 每 一 点 ,可 由 式 (2.5-1) 单 值 地 决定 一 个 运动 速度 向 量 
д (аа ааа), 
它 的 大 小 和 方向 是 可 以 控制 的 。 改变 系统 在 状态 空间 内 的 运动 方向 和 运动 速度 ， 就 能 改 
变 受 控 系 统 的 状态 ,这 就 是 控制 过 程 的 几何 意义 . | 

对 于 线性 方程 组 用 向 量 方法 表示 则 尤为 方便 。 设 受 控 对 象 由 下 列 方 程 组 描述 


2. = dpt), H а;()х;› + +++ H а„(т)х„ + Кри + +++ + Ф„(т)и,, 
(А 


站 


ах» 


En == а, (2) х. F а„һбї)х› + TEF + а,„(2)х, + Ё + к= + AOLA (2.5-2) 
t 
此 方程 组 用 向 量 表示 后 可 记 为 
х = А(рх + Ви, (2.5-2') 
t 


A = Crs хз ttt х„) 和 ш (и uz +++, и,) 均 可 视 为 向 量 ，4(o = Cale), 
BC) 一 《boglt))， 后 者 为 x Xx r 阶 长 方 阵 , 它 可 以 看 成 是 一 个 算 子 ， 将 К, 空间 内 的 向 
量 转 换 至 R, ZA RAWE BRE” E ие К, 取 值 于 状态 空间 К... 

方程 式 


AY а8 AY (2.5-3) 
dt 


称 为 式 (2.5-2 7) 的 齐 次 方程 式 ， 如 果 4 为 常量 矩阵 , 即 a 均 为 常数 , 则 其 解 可 以 用 矩阵 
函数 简单 地 写 出 . < 


2 — ду, у(0) = с = (c, бз» “ug бы) (2.5-4) 
则 此 齐 次 方程 式 满 足 给 定 初始 条 件 的 解 为 
У) = ее, 


因为 将 右 端 代 人 式 〈2.5-47 后 可 得 恒等式 . 显然, y(0) = Ес = с, HERR e1 КА 
齐 次 方程 式 (2.5-4) 的 基本 解 矩 阵 . 
当 式 (2.5-2') 中 4 为 常量 和 矩阵 《B(x) 则 不 必 如 此 ), 则 式 (2.5-2') 的 通 解 可 写 为 


X(t) = ех, 十 | eA В(туи(т)ат, (2.5-5) 


其 中 ж = х(0) 为 系统 的 初始 条 件 ， 上 式 可 用 下 列 方法 得 到 . 设 式 (2.5-2 7 的 解 可 以 写 
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成 х@) 一 edc(t)， 代 人 式 (2.5-2) 并 简化 后 得 
4с) L BOUA. 
dt 


积分 后 有 
c(t) = | е4 В(т)и(т)ат + со. 


с, 为 积分 常数 。 КЛЕН , 
x(:) = each e74 В(т) и (Cr)dr + с). 


当 z= 0 时 х(0) 一 2 一 co， 于 是 得 到 了 (2.5-5) 式 . 

在 常 微分 方程 理论 中 对 变 系数 系统 式 (2.5-3) ЯП (2.5-2) 有 类 似 的 结果 . 齐 次 方程 
(2.5-3) 也 存在 基本 解 矩 阵 ,， 只 是 写 不 成 式 (2.5-5) 的 简单 形式 罢了 。 НН ФО, t) 
表示 , 则 

У) = Ct, e, Dlt) = E. (2.5-6) 
通 解 式 (2.5-5) 将 变 为 
xlr) = OCz, to)xo 十 | Dz, 1,)Ф-(т, ь)В(т)и(т)ат, (2.5-7) 


上 式 内 为 系统 运动 的 初始 时 刻 ,， 和 人 常 系数 情况 类 似 ， 对 任何 上 矩阵 B(1, t) 均 为 可 
їй, НАЖ г 为 何 值 它 的 行列 式 总 不 为 零 ，18(i, w) = 0. 不 过 , 这 里 要 想 求 出 矩阵 
ФС, и) 就 不 那么 简单 了 ,而 只 能 用 数字 计算 机 求 数 值 解 , 在 少数 简单 的 情况 下 才 可 能 找 
到 解析 解 . 
由 上 述 可 见 ,对 于 线性 系统 来 说 , 它 的 通 解 总 可 以 用 向 量 方法 迅速 写 出 , 这 对 详尽 研 
在 第 2.2 市 我 们 用 拉 氏 变换 的 办 法 研究 过 阶 系统 式 (2.2-1)， 那 里 考虑 了 初始 条 件 
和 驱动 函数 的 作用 ,指出 了 求解 的 方法 . 不 难看 出 ,用 本 广内 的 向 量 求解 方法 同样 可 以 得 
到 完整 的 结果 .至 于 在 何 时 采用 何 种 方法 须 按 研究 目的 和 方便 程度 去 选择 .现在 来 看 看 
如 何 把 一 个 高 阶 方程 式 变 为 一 个 一 阶 微 分 方程 组 去 研究 .引进 下 列 新 的 符号 


2. Чу __ йу _ de ы _ с РЕКЕ 
Я 7 dt ? de p 2 а dt ты 
与 式 (2.2-1) 联 立 后 有 下 列 方程 组 : 
d 
d 
о 
Чу, _ _ а = a 2 jam жюк ше an y tta 
dt а, аһ а, аһ а, 


初始 条 件 是 ун = у» е ym 一 бт 一 (L)  。 与 标准 方程 组 (2.5-20) 比 较 后 可 以 
看 出 | | 
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0 1 0 0 
0 0 1 0 
Йен | ала ала шша жий ойс а ‚ В = е 
а ар __ Вага 1 
аһ а, an аһ 
Y0) = у, = (yo Уз» **°› Уло). (2.5-8) 


这 样 就 把 式 (2.2-1) 变 为 一 个 一 阶 微 分 方程 组 了 . 用 同样 的 方法 可 以 把 任何 一 个 高 阶 线 
性 方程 式 化 为 一 阶 方程 组 ， 但 是 , 反 过 来 却 不 能 断言 每 一 个 方程 组 均 能 化 为 高 阶 方程 式 . 
这 是 因为 要 想 将 式 (2.5-27 化 为 式 (2.2-17 型 必须 对 驱动 作用 (控制 量 ) 求 导数 ,而 这 往往 是 
不 可 以 的 , ЖЖ, и 可 能 是 不 光滑 的 函数 , 因而 不 可 微分 。 从 这 个 意义 来 看 方程 
组 要 比 一 个 高 阶 方程 式 更 为 广泛 一 些 。 如 果 控 制 规律 是 线性 的 , 即 иб) = (е, xl) = 


> сах), ВА иг) 总 是 可 微 的 ,这 时 方程 组 和 高 阶 方程 式 等 价 . 


在 微分 方程 理论 中 还 有 一 个 有 用 的 概念 是 伴随 方程 组 或 共 斩 方 程 组 ， 以 后 我 们 将 用 
到 它 ， 与 方程 (2.5-4) 一 起 研究 方程 式 
有 (2.5-9) 
dt 


其 中 Ф = (шщ, $», +++, pa) 为 一 2 НЕ, 4’ 为 矩阵 4 的 转 置 矩阵 .如 果 式 
(2.5-9) 是 一 个 常 系数 线性 方程 组 , 则 它 的 通 解 为 

P) = etp, (2.5-10) 
其 中 VQ) = e EROS- ВЕ, Е 55002.54) REE @(z) 有 了 明显 
的 关系 式 | 


(Фу) = Ша), 
两 个 方程 式 (2.5-4) 和 (2.5-9) 的 解 之 间 有 着 十 分 有 趣 的 联系 : 二 者 之 任意 解 之 内 积 永远 
为 常量 而 与 时 间 无 关 . 事实 上 , 设 ФО) 和 убт) 分 别 为 两 个 方程 式 的 某 个 非 零 解 , 对 其 
数量 积 微分 后 有 


4 — (ау) ` dpe) 
4 (уб), BO) = (Z2, фо) + (x0, 22) 
= (Ae 1Y, eT tup) + С(е“'у,, э Ае "ф) 

= (ету, > Aep) = (ету, Aep) =0, 


(УФ, ФФ) = const, (2.5-11) 
正 是 由 于 二 者 之 间 的 这 种 关系 ,所 以 式 〈2.5-9) 称 为 式 (2.5-4) 的 伴随 方程 组 或 共 斩 方程 
组 、 不 难 证 明 , 若 矩阵 4 的 各 元 素 不 都 是 常量 , 式 (2.5-3) 也 有 其 相应 的 共 斩 方 程式 使 式 
(2.5-11) 成 立 ,不 过 此 时 对 二 者 的 初始 时 间 须 要 进行 协调 ， 
对 式 (2.5-11) 的 几何 意义 可 做 如 下 解释 . 设 уб) 是 一 条 运动 轨迹 ，g(z) ЕД у(:) 
点 为 始点 的 一 个 向 量 , 它 随 yQ) 一 同 在 状态 空间 内 运动 ， 过 уб) 点 作 一 个 垂直 于 A) 
的 平面 P， 它 的 方程 式 是 


(ху) — у), P) = х, (х.е) — у). = а. 


故 
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等 式 (2.5-11) 表 示 , 在 整个 运动 过 程 中 向 量 уб) 与 平面 P 的 法 向 量 ФС) 之 夹 角 不 变 , 即 
若 起 始 时 是 锐角 ( 钝 角 ), 则 在 以 后 的 运动 中 永保 持 锐 角 ( 钝 角 )。 若 起 始 时 Фф 5 У EX, 
则 以 后 永远 保持 正 交 . Р 
我 们 继续 讨论 常 系数 方程 组 的 通 解 式 (2.5-7)， 设 基本 解 矩 阵 已 经 求 出 并 写成 
Pl) = е4 = (фу (0) ). 
将 式 (2.5-77 展 开 后 有 


хб) = 5 iaxoo 十 | У, >, qialt — т)Ь,вСт)ив(т)ат, 
а= | ш В 


т==],2,-.°лп, (2.5-12) 
在 这 个 等 式 内 ,我 们 可 以 看 出 ,系统 第 i 个 座 标 x; 的 运动 分 为 两 部 分 ,第 一 部 分 是 由 初始 
条 件 决定 的 ,如 前 所 述 称 为 补充 运动 或 自由 运动 ,第 二 部 分 是 由 驱动 作用 引起 的 特 解 可 称 
为 受 控 运 动 ， 若 Хо = 0, «= 1,2, ---, п, 则 式 (2.5-12) 可 写 为 


ко = | >) {иб — т)ш,бт)ат, (2.5-13) 
0 Ве 
式 中 
kilt т) = >, фа (Е — т)ЬвСт) 


称 为 驱动 量 и, 对 第 i 个 座 标的 脉冲 响应 函数 ， 这 种 函数 共有 wn x + М. 若 只 研究 第 一 
个 座 标 aC) 的 运动 规律 ， 驱 动量 只 有 一 个 ， 则 系统 的 脉冲 响应 函数 为 《(z) ， 此 时 
A (2.5-13) 变 为 


в 一 | kul тат), 


这 就 得 到 了 著名 的 丢 阿 麦 (Duhamel) 积分 ,而 Аи С) 就 是 在 第 2.3 节 内 讨论 过 的 脉冲 响应 
AR РС). 
在 本 节 的 最 后 ,我 们 试 对 常 系数 方程 组 或 向 量 方程 式 做 拉 氏 变换 ,将 第 2.1 一 2.3 节 中 
讨论 过 的 方法 加 以 推广 。 设 方程 式 的 向 量 表示 为 
Ж дж Ви, (2.5-14) 
dt 
4 和 8B 为 常量 矩阵， 对 等 式 两 边 做 拉 氏 变换 后 有 ? 
ХС) — х(0) = AX(s) + ВОС), 


解 出 ХС): 
Х(5) = (sE — A)'(x(0)+ ВИС;)) 
= (sE — А) 71х00) + СЕ — А) B UCs). (2.5-15) 
再 利用 拉 氏 反 变 换 公式 即 可 求 出 系统 的 补充 运动 和 受 控 运 动 


1 fr+im 1 (+= 
X(t) = — | СЕ — A)'x(0)e’ds + 一 | СЕ — А)" ВО(ғ)е*а, 
2л1 J7 一 io 2л1 Лу 


(2.5-16) 


1) 这 里 用 大 写 的 XO) 表示 向 量 函 数 x0) 的 象 函数 ， 
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由 此 可 以 看 到 ， 阶 方程 式 或 是 对 一 个 一 阶 方程 组 (向 量 方程 式 》 
完全 具有 同等 效力 ， 它 的 一 切 优点 对 二 种 情况 都 是 一 致 的 。 在 必要 时 候 对 每 一 种 情况 均 
可 使 用 它 . 
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前 面 我 们 采用 有 穷 维 空间 中 的 向 量 代数 去 讨论 常 微 分 方程 的 求解 方法 . 有 穷 维 (x 
维 ) 空 间 与 我 们 熟悉 的 三 维 空间 有 极其 相似 的 几何 性 质 .但 是 ,在 有 些 问 题 中 ,还 要 用 到 无 
穷 维 空间 , 例如 分 布 参数 系统 就 是 这 样 ， 为 了 使 问题 具有 了 明显 的 几何 直观 意义 ,必须 把 有 
穷 维 空间 中 的 一 些 运 算 方 法 推广 到 无 穷 维 空间 中 去 ， 使 得 我 们 可 以 清晰 简便 地 提出 和 解 
决 控制 理论 中 的 一 些 问题 ， 本 节 和 下 一 节 中 ， 我 们 将 力求 通俗 地 讨论 无 穷 维 空 间 的 构造 
和 特点 以 及 在 其 中 的 线性 运算 等 .我 们 将 看 到 , 有 穷 维 空间 中 的 事实 , 加 以 必要 的 补充 定 
义 后 ,大 部 分 可 推广 到 无 穷 维 空间 (函数 空间 ) 中 去 . 

讨论 函数 空间 遇 到 的 第 一 个 概念 是 线性 空间 ， 一 组 运算 对 象 {x。} 构成 一 个 复 ( 实 ) 
线性 空间 工 是 指 : (1) WR r 属于 工 (《 记 为 хе), cxe 工 ， “为 任意 复数 (实数 ); (2) 


如 果 ху, rto x。 都 是 工 中 的 元 素 ， 那么 任何 有 穷 个 元 素 的 线 住 组 合 y= >> си) 也 


属于 ,为 任意 + 个 复数 (实数 )， 这 就 是 说 工 对 乘 常数 和 有 穷 个 元 的 线性 组 合 是 封闭 
的 ， 线 性 空间 是 一 个 很 广泛 的 概念 。 例 如 , 工 可 以 是 一 切 复数 的 全 体 ,或 者 是 一 切 " 维 向 
量 的 全 体 ,一 切 л хол 阶 方 隆 的 全 体 ,一 切 定义 于 同一 区 间 上 的 连续 函数 的 全 体 ,一 切 定 
义 于 三 维 空间 中 同一 区 域 上 的 平方 可 积 的 函数 的 全 体 ， 一 切 定义 于 同一 概率 空间 上 的 方 
差 有 限 的 随机 量 的 全 体 ， 甚 至 可 以 是 定义 于 某 一 函数 空间 中 的 算 子 的 全 体 等 等 。 线 性 空 

间 的 具体 内 容 可 能 是 千差万别 的 。 它 的 元 素 将 统称 为 元 ， 根 据 线性 空间 的 具体 运算 对 象 
的 特点 ,这 些 元 也 常 称 为 “函数 ”,“ 向 量 ”,“ 点 * 等 等 . 

第 二 步 是 对 线性 空间 工 中 的 元 素 赋 以 “向 量 长 度 ”的 概念 ,通常 称 为 范 数 ,用 以 计算 两 
个 点 (向 量 ) 之 间 的 距离 , 两 个 向 量 之 间 的 相对 方向 及 计算 向 量 的 大 小 等 等 ， 这 种 “尺度 ” 
的 引入 可 以 根据 所 研究 问题 的 性 质 和 目的 而 任意 选择 ， 但 不 应 与 我 们 习惯 了 的 三 维 欧 氏 
空间 中 的 “长 度 * 的 基本 特点 相 矛 盾 ， 设 * 是 线性 空间 工 中 的 元 ,引入 一 种 长 度 计算 方法 ， 
{4% ll: 首先 , 它 必须 是 实数 ;第 二 当 хе 0 时 llel > 0, 当 且 仅 当 z=0 В |] Ж 
等 于 0; ЖЫ, Па |= lellei © 为 任意 复数 ;第 四 ,向 量 加 法 应 满足 三 角形 不 等 式 ， 两 个 
向 量 的 和 的 长 度 应 不 大 于 它们 长 度 的 和 ， 即 lz 十 у < lel + yl， 在 工 中 引入 满足 这 
四 条 要 求 的 范 数 后 , 工 就 变 为 赋 范 线性 空间 ， 

最 后 ,为 了 能 在 赋 范 线性 空间 中 进行 各 种 运算 , 如 数值 计算 、 微 分 、 积 分 等 , 还 必须 使 
其 完备 化 . 设 对 工 中 的 一 个 元 素 序列 {r} 存在 一 个 元 xe L 使 imllx, 一 xl 一 0， 就 说 


х 是 序列 {x,} 的 极限 点 ， 如 果 工 含有 一 切 可 能 的 序列 的 极限 点 , 工 就 叫做 完备 的 线性 赋 
范 空 间 ,否则 它 就 是 不 完备 的 .在 泛 函 分 析 中 证 明 , 任 何 一 个 线性 赋 范 空间 都 可 以 用 补 齐 
极限 点 的 办 法 使 它 成 为 完备 的 典范 线性 空间 .因为 数值 计算 、 级 数 求 和 、 微分、 积分 等 运 
算 都 以 极限 为 基础 。 如 果 空 间 不 完备 , 则 所 有 这 些 运算 都 可 能 无 法 进行 ,因为 可 能 不 存在 
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极限 点 ， 当 然 , 这 种 补充 对 具体 问题 要 作 具 体 分 析 , 才能 知道 这 些 极限 点 是 些 什 么 . 

下 面 我 们 举 两 个 例子 来 说 明 建立 一 个 完备 空间 所 要 做 的 事 ， 上面 讲 过 ， 引 入 范 数 的 
方法 是 很 多 的 . 我们 讨论 控制 系统 的 时 候 , 最 常用 的 方法 是 通过 “内 积 * 引 入 范 数 ,这 就 是 
通常 的 三 维 欧 氏 空间 中 用 向 量 的 数量 积 来 计算 向 量 长 度 和 相互 夹 角 的 办 法 .这 种 空间 称 
为 内 积 空 间 . 按照 习惯 ,完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 〈Hilbert〉 空 间 ， 当然, НЕА 
范 线 性 空间 ， 在 控制 理论 中 最 常用 的 是 希 尔 伯 特 空间 ,所 以 下 面 主要 介绍 这 种 空间 . 

(1) 用 С[а,6] 表示 一 切 定 义 在 闭 区 间 [а, b] ed 
全 体 ， 它 显然 是 一 个 线性 空间 ， 其 中 平方 可 积 的 那 部 分 函数 的 全 体 记 为 C2[a,6]. 

味 着 ,一 切 满足 下 列 条 件 的 函数 x (т), 


| zc Par <, zë ета, (2.6-1) 


都 属于 С.[а,2]. 容易 证 明 С[а,6] 也 构成 一 个 线性 空间 : 对 任意 复数 o, В, 如 果 х (+) 
和 у) 是 平方 可 积 的 , 则 cx (z) 十 By(z) 也 一 定 是 平方 可 积 的 。 因 为 
[ох (2) + ВУ) | < || |« б) | + [811500 |, 


所 以 
[ах Се) + Ву Се) |2 < Jale [2 + 2 а] [Вх | [У | арус) р. 
利用 柯 西 〈Cauchy) 不 等 式 
со посо тае < УР pa а, (216-2) 


可 推 知 wx ( 十 Ву Сг) 是 平方 可 积 的 。 所 以 ，C2z[a,5] 是 一 个 线性 空间 。 下 一 步 是 在 
C2[a,5] 中 引进 内 积 ,通过 内 积 又 可 定义 一 种 扩 度 来 确定 两 个 向 量 ( 函 数 ) 之 闻 的 距离 、 夹 
角 等 几何 关系 .。 对 任意 х (0), yG) Є Cla, b] 定义 内 积 (类 似 К„ 中 两 个 向 量 的 数量 积 ): 


《xz (CD ，y (> 一 ОО (2.6-3) 
К убу 表示 уб) ШАШЫ. C O кения. WERKER 
(2.6-2) 可 知 上 式 右 端 积分 是 有 意义 的 ， 和 R。 空 间 一 样 , 函数 *(z) 作为 线性 空间 中 的 
一 个 “向 量 ” 具 有 “长 度 ”( 以 后 称 范 数 ): 
Пе еб уь (|, Oa ) (2.6-4) 
两 个 函数 (空间 Cs[4a,5] 中 的 两 个 点 ) 之 间 的 距离 是 
[209 Д е — 500,50 У (с -yO Ра). 


(2.6-5) 


两 个 函数 (如 果 看 成 空间 的 向 量 ) 之 间 的 夹 角 о 的 余弦 可 定义 为 
Хх (е), убу)» 
С: ФР 
不 等 式 (2.6-2) 保 证 上 式 右 端的 绝对 值 永远 不 会 大 于 1. 

这 样 定义 的 空间 C2[a,6b] 虽然 有 几何 的 直观 性 , 却 有 一 个 很 大 的 缺点 一 一 不 完备 性 . 
这 个 缺点 给 分 析 计 算 带 来 很 大 的 不 方便 .在 式 (2.6-4) 中 ,因为 rO 是 连续 函数 ,我 们 可 
以 用 黎 曼 积分 来 计算 函数 的 范 数 ， 假 定 有 一 列 连续 函数 {х, (z) }, 它们 按 式 (2.6-4) 定 义 


соѕ 2 == 


(2.6-6) 
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的 范 数 趋 于 零 , 即 
lim |х Ө! | = 0, 


此 时 可 能 发 生 很 不 协调 的 现象 : 当 п оо 时 х, (г) 根本 不 趋 近 于 零 函 数 , 更 有 甚 者 , 它 


可 能 根本 不 趋 于 任何 连续 函数 ， 例 如 ,在 区 间 [ 一 1, 十 1] 上 定义 的 函数 х, (2) = 


一 个 很 好 的 连续 函数 , 而且 |, бот |) «= тр Аи 


时 ,jx (2) | —> 0, 但 х, Се) 却 不 趋 近 于 任何 连续 函数 。 因 此 我 们 说 Clad] 是 不 完备 的 ， 
为 了 克服 C:[e,2] 的 这 一 缺点 ,必须 采取 两 个 措施 ， 第 一 , 式 (2.6-3) 和 《2.6-4) 的 积分 改 
REINE Lebesgue》 积 分 外 ;第 二 ,按照 范 数 式 C2.6-4) 的 定义 把 Са, b] 补 齐 ， 即 把 所 
有 极限 函数 补 进去 这样 ， 按 勒 贝 格 积分 定义 的 范 数 补 齐 后 的 函数 空间 称 为 希 尔 伯 特 空 
间 并 记 为 [Са Б). 因此 可 以 说 ,一 切 平方 可 积 ( 勒 贝 格 可 积 ) 的 函数 全 体 构成 Laa, b) 
空间 , 它 是 完备 的 , 即 包 含 一 切 可 能 的 极限 元 (函数 ). 

在 希 尔 伯 特 空间 中 ,下 列 不 等 式 和 等 式 很 有 用 处 : 


{х () усо < ы + [уб (三 角形 不 等 式 )， (2.6-7) 
а) = уо О —»б) etA — у RERS Ger) 
[4х (У >| 三 x | СЖ, (2.6-8) 
П Се) + уб” [+ и у С = 2[[х () + 2[у() |? СЕР), 
(2.6-9) 
ху), у) = > {= + уб” [#— СО) ус Д + БФ 
— ilO 一 эф ФЕ). (2.6-10) 
两 个 函数 х (0) 和 y(z) 相互 直 交 ,是 指 《x (x) ,y(t)》== 0。 此 时 有 
Па С) а уо) 1 = СОД а ФР СА). (2.6-11) 


一 组 ”个 两 两 相互 直 交 的 函数 {х; (Co Ји 可 以 看 成 是 La, 2) 中 的 一 个 = 维 子 空间 К, 的 
直角 座 标 轴 。 有 时 也 说 К, ХЕ (х Се) }? 张 成 的 子 空间 ,而 {a)r 叫做 В, 的 直 交 基 . 如 
Ж С) 11, 101,2, 2， 则 称 为 规范 直 交 基 ， 规 范 直 交 基 常用 {ет Ж 
л. 在 La, b) 中 存在 可 数 多 个 规范 直 交 基 (е), Н БА O Е La, b), 19 
可 按 这 个 基 展 成 伟 里 叶 级 数 : . 


Ко = DH), фе, (2.6-12) 
而 且 
ПЕСО 1 = 之 10) ‚У. (2.6-13) 


上 式 中 复数 《#(z) , в @)> ЖЖ КО 在 ео) 上 的 投影 . 
对 实 值 函 数 构成 的 LX0, 1) 空间 , 下列 函数 列 是 它 的 规范 直 交 基 : 


1, 


sin 2лЁ 605212  Яп2плё cos27xr о. 
V2 V2 М2 a 
因为 直 交 基 由 无 穷 多 个 (可 数 多 个 ) 函 数组 成 ,所 以 LLa, b) 叫做 无 穷 维 空间 ， 也 称 为 可 
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分 的 希 氏 空间 . 
设 R, 是 由 2 个 规范 直 交 基 (a) 张 成 的 4 维 子 空间 ,而 CER. 那么 х@) 可 
唯一 分 解 为 x( 一 7( Haz), уб) ER, z(t) LR, Ш, =@ = (2) — УФ, 
而 уб) = У ае; (0), а; 由 下 列 代 数 方程 式 一 意 确定 : 
a; = Lx (t), еб)», i= 1; 2, n, (2.6-14) 
уб) “ETT” Ra 20) 则 垂直 于 R,， 称 为 从 х@) 到 R, МЕ, CEM x(z) 到 
К, 的 最 短 距离 . 

E La, b) 的 构造 可 以 推广 到 [向 量 值 冰 数 x(#) = {х, (#) ‚ хо (#2), ++, х„(#)}. 
设 所 有 的 х: Се) 都 是 定义 在 共同 区 间 Са, 2) 上 的 复 值 函数 ， 而 且 都 是 平方 可 积 的 ， 则 
{х} 构成 一 个 线性 空间 LCa, Ф). 引进 内 积 

<х(, y = >, <х(@), 5:00) У : (96-18) 


和 范 数 
læ 2 = <х(@), x0) > = > 4:0), 09) = УФ, 


LCa, b) 就 变 成 为 一 个 新 的 希 尔 伯 特 空间 ， 它 也 是 可 分 的 .按照 新 的 内 积 和 范 数 的 定 
义 ,所 有 上 述 关 系 式 (2.6-7) 一 C2.6-14) 都 成 立 . 

(2) 函数 空间 的 概念 在 概率 论 中 也 得 到 了 有 效 的 应 用 .从 概率 论 中 我 们 知道 ， 每 一 
个 实 随机 变量 上 对 应 一 个 概率 分 布 函数 F(x) = р(& 二 x)， 它 表示 随机 变量 $ 取 值 小 十 
х 的 概率 .显然 ,每 一 个 概率 分 布 函数 定义 一 个 随机 变量 . 一 个 多 元 概率 分 布 函 数 

F(xi, X23 "5 х.) = РС < 过 &: < х =a Ё, < х,) 

定义 一 个 多 元 实 随机 变量 {51, 5,，*…,#,}。 我 们 知道 ,两 个 随机 变量 的 线性 组 合 和 它们 
的 积 也 仍然 是 随机 变量 ， 这 些 新 的 随机 变量 的 概率 分 布 函 数 是 由 原 给 定 的 随机 变量 的 分 
布 函 数 唯一 确定 的 . 两 个 实 的 随机 变量 5 和 7 能够 构成 一 个 复 值 随机 变量 了 ТЯ, Ш 
5 一 i 是 它 的 共 斩 随 机 变量 ,因此 ,一 个 随机 变量 也 可 以 是 复 值 的 . 

设 {5} 是 给 定 的 有 穷 个 或 无 穷 个 实 值 或 复 值 随机 变量 所 构成 的 集合 ,任意 有 穷 个 随 


机 变量 的 和 也 是 随机 变量 . 由 有 穷 线 性 组 合 之 aibi Са; 是 实数 或 复数 ) 的 全 体 所 构成 的 


合 是 线性 空间 工 。 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 所 有 {5} 中 的 元 素 的 数学 期 望 和 方差 满足 下 
列 条 件 : 


ме) = | «АЕ (х) = 0, 
+o 
мей) 一 | PaF) < ©, 11,2, 565, 


式 中 Е;(х) 是 & 的 概率 分 布 函数 。 在 线性 空间 工 中 引进 内 积 ， 设 E= E + in п= 
эһ 十 р 是 两 个 复 值 随机 变量 ,定义 
<E, л> = М (#1) = M CCE, + iE) Cn — пр), (2.6-16) 
为 两 随机 量 之 间 的 内 积 ， 由 此 产生 的 皇 的 范 数 是 
ПЕ = М CEE) = M CCE, + ik) + CE, — 12,)) = M (R + =) 
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= М(51) + МСЕ) = D) + D). (2.6-17) 

这 就 是 说 ,一 个 复 随机 量 § 的 范 数 是 它 的 方差 的 平方 根 。 这样 定 义 的 范 数 (方差 ) 满足 式 
《2.6-7) 一 (2.6-10) 的 所 有 关系 式 .. 

=, Е, `` 是 一 个 随机 最 序列 。 若 存在 一 个 随机 量 5， 使 Шо |2, 一 5] — 0, W 


说 序列 均 方 收敛 于 5， 记 为 Lim, =. WHER, Ж lim, == limn = 1 ДЦВ 
Li.m.M(C8,) = M (E), Lim.M() = М (1); 
Lim. | = šl 1-ю.» = linll; 
аљз M? = 《8, 71>. 
容易 检验 ， 一 切 方 差 有 限 的 随机 变量 ， 按 上 边 定 义 的 范 数 构成 一 个 完备 的 希 尔 伯 特 空间 
Н, кА харна РЯ: 
М (аёт) = aM (ën), МСЕ + E)n) = M (Ет) + М (Ем), 
МЕ) = MCa - §), МЕ) 0 ДЕ #50, 
其 中 а ХЕ К, РАВА 227 ПАЈА ВЕ Бл | — 1011, | — all = 0, А Е = т. 
PEILE E ЖИ т 的 内 积 如 果 等 于 零 , 则 说 它们 相互 直 交 。 换言之 , 它们 是 不 相关 的 , 即 
相关 系数 为 零 ， 互 中 的 任 -一 随机 量 皇 可 以 按 规范 直 交 基 展 开 成 传 里 叶 级 数 : 


g= к Е ее, 


їп В. 


DCE) = |а| = >, |<, а, 


i=1 


AE {г} 是 H 中 的 规范 直 交 基 , 它们 都 是 相互 直 交 的 (不 相关 的 ) 随 机 量 
ВЕН ЕН п 个 随机 量 {8;}?， 它 们 是 线性 不 相关 的 。 那么 它 避 们 可 以 张 成 一 个 a 维 
于 空间 , 仍 记 为 R,。 如 果 随 机 量 mER,， 则 7 必 可 一 意 分 解 为 
n =E +E, EER, GLR} 
其 中 5 是 从 点 5 到 R， 的 垂 线 ( 最 短 距 离 )。 如 果 企 图 用 {8;}? 来 通 近 7， 那 么 可 能 达到 
的 最 小 误差 就 是 这 个 垂 线 忆 的 长 度 \ 范 数 )。 这 个 几何 概念 可 以 推广 到 对 随机 过 程 的 滤波 
和 外 推 问题 。 所 谓 最 优 滤 波 占 的 最 小 方差 正 是 这 个 垂 线 的 长 度 ( 范 数 ) (关于 这 一 点 第 十 
四 、 十 五 章 还 要 详细 介绍 . ) 
函数 空间 的 几何 学 是 一 个 很 有 用 的 概念 ， 它 能 把 一 个 很 复杂 的 问题 用 空间 的 几何 概 
念 加 以 简单 明了 地 说 明 ， 并 能 找到 很 简便 的 处 理 方 法 。 这 就 要 求 熟 习 多 维 空间 中 的 基本 
概念 和 方法 , 这 是 研究 近代 控制 理论 的 重要 工具 之 一 。 
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在 高 等 数学 中 ,函数 关系 有 两 类 : 数值 函数 和 向 量 值 函 数 ,而 自 变量 则 可 以 是 某 一 特 
定 空间 的 点 。 第 一 章 中 曾 列举 过 控制 系统 质量 指标 的 各 种 表示 形式 ， 那 里 的 自 变量 往往 
是 系统 运动 的 整个 过 程 ,例如 
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* | Сх, Се) х0) 5 +з, х, (у 0) дг, 


是 以 R。 空 间 的 曲线 〈 轨 迹 ) 为 自 变 量 的 数值 函数 ， 从 前 节 讨论 的 函数 空间 的 概念 看 上 

式 , 也 可 以 认为 了 是 定义 于 某 一 函数 空间 点 上 的 数值 函数 因此， 如 果 把 “轨迹 ”看 成 是 

1.200, и) 中 的 元 , 则 了 是 定义 于 希 尔 伯 特 空间 上 的 数值 函数 ， 这 类 函数 关系 统称 为 泛 函 。 

在 各 种 类 型 的 泛 函 中 ,研究 得 比较 透彻 和 用 途 较 广 的 是 线性 泛 函 , 即 它 是 空间 诸 元 素 

的 线性 函数 . 设 х, У 是 希 尔 伯 特 空间 Ы 中 的 任意 元 素 ， 帮 *) ÆRA, I Ках + 
Ву) = af(x) + 81 (у), а, b 是 任意 复数 或 实数 .如 果 在 单位 球 上 lell < 1, 

тах |} (х) | = М < оо, хєЄН, (2.7-1) 


Их < 1 


此 时 РКА И, МХ f 的 范 数 并 记 为 ПА. ХЕ ХР ЕК 208] ы 0—0] 
有 界线 性 泛 函 的 全 体 显 然 构 成 线性 空间 .不 仅 如 此 ， 一切 有 界线 性 泛 函 的 全 体 ， 按 照 式 
《2.7-1) 定义 的 范 数 还 可 构成 一 个 赋 范 线性 空间 , 常 记 为 天 *, 称 它 为 互 的 对 偶 空 间或 共 斩 
ZEL. EZANI HHEH, H 是 一 个 完备 的 内 积 空间 52. 更 确切 地 说 ,定义 于 互 上 的 任 
一 有 界线 性 泛 函 f 均 可 用 五 中 的 内 积 表示 : = 
f(x) = <f, x), f EH, x€H. (2.7-2) 
ае г.е ХТРН БАЕН ХНУ ЕН, 并 且 能 够 用 式 (2.7-2) 表 
示 出 来 。 从 这 个 意义 上 讲 , Н* 中 的 一 切 元 可 以 用 有 右 中 的 元 表示 ,因而 可 以 认为 H = Н*. 
这 个 特点 叫做 自 反 性 ,一 切 希 尔 伯 特 空间 , 即 完备 的 内 积 空间 ,是 自 反 的 , 它 的 对 偶 空间 可 
以 认为 就 是 它 自己 .当然 ,如果 泛 函 是 非 线 性 的 , 则 没有 这 种 简单 的 表示 方法 . 
定义 于 了 肪 上 的 另 一 类 函数 是 向 量 值 函数 ， 
у = Кх), хЕН, уЕН,, 
AHR y 是 另 一 空间 〈 和 希 尔 伯 特 空间 ) Н, 的 元 . К.) EHRT «+ 变换 为 另 一 希 氏 
空间 Н, 中 的 元 如 果 这 个 函数 是 线性 的 , 则 常 


у = Ак, хЕН, ыы (2.7-3) 
4 称 为 线性 算 子 , 它 把 互 中 的 元 映 到 Н, 中 去 . 
如 果 
зир аа = М < о, (2.7-4) 


Пхи < 

ДИКА ИИ М А КИШ КПА lAl шн ну, REX |A]. 设 
H 一 н, А,В ИТ. HER (4+ В)х = Ах 十 Bx 所 确定 的 算 子 (4 + В) 
称 为 有 界 算 子 4 和 也 的 和 。 设 ) 为 任 一 复数 ,由 (44)x = 44x 确定 的 算 子 OA) 称 为 有 
界 算 子 4 和 数 2 的 积 . 这 样 , 一 切 有 界线 性 算 子 的 全 体 构成 一 个 线性 空间 , 当 按 式 (2.7-47 
引进 范 数 后 ,就 变 为 赋 范 线性 空间 ， 容 易 验 证 |4 + В| < 14| + IB] аа < allal. 

对 所 有 的 EH, HER (4B)x 一 4(Bz) 定义 的 算 子 (AB) 称 为 有 界 算 于 4 В 
的 积 。 容 易 检查 乘法 对 加 法 有 分 配 律 : 4(B + С) = 48B 十 4C, 而 且 |4B| < 141181. 
应 注意 ,一 般 说 来 АВ ~ ВА, WẸ AB = Ва 则 4 和 B 叫 做 可 交换 的 . 

由 等 式 1x 一 x 所 确定 的 算 子 了 叫做 单位 算 子 或 恒 等 算 子 . 

对 任何 有 界线 性 算 子 4， 存 在 一 个 线性 算 子 4*， 使 Мох, уєн Ах, уу = 

1) 符号 Vy ЕЛ”, ухеН 意思 是 “对 一 切 属 于 妃 的 元 素 xz?。 


2.7 ZAMA F 37 


<х, 4*у> у. AT 4* 称 为 4 的 伴随 算 子 或 共 斩 算 子 ， 也 有 人 叫 4* 为 4 的 对 偶 算 
+. 如 果 4* = 4 ,4 叫做 自 伴 的 . 显然， 一般 讲 有 4** =A, (АА) * = д4*, (А+ 
В)* = A* + B*, (АВ)* = В*А*, | 4*| = |4]. 容易 证 明 4*4 和 44* 永远 是 自 
伴 的 ,这 里 设 4 是 定义 于 全 空间 上 的 有 界 算 子 . 

ШЖ УхЕН, «Ах, х)220, М ИЧЕТ, ЖЕНЕ 4 宇 0. 不 难看 出 ，A4*4 宇 0， 
AA* > 0. 

满足 条 件 [P| < 1, Р=Р Ж Р* = Р ШАМ РШЕ. P RER 
К(Р) 是 瓦 的 一 个 闭 的 子 空 间 。 如果 КСР) 是 有 穷 维 的 , 则 P 叫做 有 穷 维 投影 算 子 ,反之 ， 
它 是 无 穷 维 的 。 两 个 投影 算 子 P,2 叫 作 相 互 直 交 的 ,是 指 РО = 0〈 零 算 子 ). 

设 4 是 有 界线 性 算 子 , 如 果 存 在 一 个 线性 算 子 В, 使 АВ = ВА = 1， 则 称 B 为 4 
的 逆 算 子 , 常 记 为 A. 如果 А ФЕВ, МАНИ ДРИ. л ER 
一 复数 ，(4 一 М)" 存在 且 有 界 , 记 

К(А,А) = (4 — М”, (2.7-5) 

称 为 算 子 4 的 预 解 式 . 如果 一 和 时 КО, 4) Же ТЕН МНЯ, М 
д 称 为 4 的 正则 点 。 复 平面 上 除 正 则 点 以 外 的 一 切 点 都 是 4 的 谱 点 。 当 方程 式 Ar 一 Xx 
有 非 零 解 时 ，4 一 м 当然 不 会 有 逆 , 因 而 此 时 4 是 4 的 谱 点 。% 和 x 分 别 叫 做 4 的 本 征 
值 和 本 征 元 。4 的 谱 点 并 不 一 定 都 是 本 征 值 ,这 一 点 下 面 还 要 讲 到 . 

为 了 讨论 一 种 经 常 遇 到 的 算 子 ， 还 需要 引用 关于 集合 的 几 个 概念 。 设 5 是 希 尔 伯 特 
空间 互 中 的 一 组 元 素 组 成 的 集合 ， 如 果 其 中 每 一 个 元 素 的 范 数 都 是 有 界 的 , $ 叫做 有 界 
集 . 用 5 中 的 元 素 按 某 一 规则 排 成 一 个 序列 zi tz хз, ttt аз +, 简 记 为 {х„},› ПЖ 


lim ||, = Xml] = 0, 
7 -» со 


">> 


序列 {х„} 叫做 强 收敛 的 。 如 果 存 在 一 个 元 хен, BIHER y EH H ime, y) = 
х, ?7 成 立 , 则 说 序列 {х„} ШЕСЕ х. 

如 果 S 中 的 任何 序列 {х„} 都 含有 一 个 强 收敛 的 子 列 {zw} M 5 叫做 紧 集 。 如 果 
5 中 的 任何 一 个 序列 都 含有 一 个 弱 收 敛 子 列 , 则 5 叫 作 弱 紧 集 。 可 以 证 明 , 在 希 尔 伯 特 空 
间 中 , 任 一 有 界 集合 都 是 弱 紧 的 ,但 不 一 定 是 紧 集 .在 有 穷 维 空间 中 任 一 有 界 集 都 是 紧 集 ， 
在 无 穷 维 空间 中 这 个 事实 不 成 立 。 将 任意 有 界 集合 $ 映 成 (变换 成 ) 紧 集 的 线性 算 子 称 为 
紧 算 子 或 全 连续 算 子 。 紧 算 子 一 定 是 有 界 算 子 , 并 且 有 界 算 于 和 紧 算 子 的 积 也 是 紧 算 子 。 
如 果 4 是 紧 算 子 ， 则 4* 也 一 定 是 紧 算 子 。 有 穷 个 紧 算 子 的 线性 组 合 也 是 紧 算 子 . 

在 无 穷 维 空 间 中 的 紧 算 子 有 许多 特点 ,主要 的 有 下 列 几 点 : 

а) 紧 算 子 没有 有 界 着 . 

( 紧 算 子 4 的 本 征 值 最 多 为 可 数 多 个 ,零点 是 它 唯一 可 能 的 聚 点 换言之 ,在 复 平 
面 上 以 原点 为 中 心 以 т> 0 为 半径 的 圆 外 只 能 有 有 穷 多 个 4 的 本 征 值 , 无 论 为 如 何 小 
的 正 数 . 

G) 任何 一 个 本 征 值 对 应 的 不 同 的 本 征 元 只 能 是 有 限 个 。 

(4) 如 果 4 是 4 的 本 征 值 ,那么 7 亦 然 ; 而 且 4 和 也 是 4* 的 本 征 值 ， 

C5》 紧 自 伴 算 子 4 至 少 有 一 个 非 零 本 征 值 ， 它 的 所 有 本 征 元 的 全 体 成 为 及 的 直 交 
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Ж. 如 果 每 一 个 本 征 元 都 规范 化 ， 则 4 的 一 切 本 征 元 的 全 体 构 成 态 的 规范 直 交 基 . 瑟 中 
的 任何 元 * 都 可 按 4 的 本 征 元 展开 成 伟 里 叶 级 数 : 


со 
х = > <x, ees Ae; = А;е;. 
i=l 


《6) 非 自 伴 的 紧 算 子 4 可 能 没有 一 个 非 零 本 征 值 。 但 是 4*4 和 44” 都 是 自 伴 的 
ЖИТ. М {фут 和 {фуу 分 别 是 4*4 和 АА* 的 本 征 元 构成 的 规范 直 交 基 。 司 以 
证 明 , 它 们 的 本 征 值 是 相同 的 , 记 为 {如 }。 那 么 ,任何 紧 算 子 4 可 以 展 成 级 数 


Ах = У) Ак, ppi. (2.7-6) 
i=1 


换言之 , 任 一 紧 算 子 都 可 以 表示 成 一 维 算 子 的 和 . 

下 面 再 讨论 无 界 算 子 ， 上面 汐 虑 的 都 是 有 界 算 子 .但 在 控制 理论 中 所 过 到 的 受 控 对 
象 往往 是 由 常 微分 方程 或 偏 微 分 方程 描述 的 ， 例 如 两 端 固定 的 弦 的 振动 控制 是 由 下 列 偏 
微分 方程 决定 的 : 


ди _ „бы 
Ө? “Bx j 
и(0,:) = и(1,:) = 0. 


式 中 ur, t) 是 纺 上 座 标 为 * 的 点 在 上 时 刻 的 横 辐 位 移 ，! ЕК, а = JE То х9 


的 初始 张力 , © 是 单位 长 度 上 的 质量 密度 ， 帮 x， 妃 是 外 加 分 布控 制 力 ， 

再 例如 周边 固定 的 弹性 膜 的 振动 方程 是 
ou (= 二 二 和 у, 1), Cx, y)E 0, 

ибх, у, 1) lao = 0. 

上 式 中 и(х, у, D 是 弹性 膜 座 标 为 x, Y 的 点 在 + 时刻 的 位 移 , 0 是 它 在 平衡 状态 时 所 右 
据 的 平面 区 域 ，92 表示 8 的 边界 ,其 它 符号 意义 与 弦 的 参数 相同 ， 

这 两 个 例 中 ， 我 们 都 遇 到 对 函数 的 微分 运算 ， 因 而 有 必要 单独 研究 微分 算 子 ， 微 分 
算 子 的 特点 是 ， гес воне 闻 ， 而 是 定义 于 空间 的 一 个 子 集 上 .例如 在 


La, b) 中 的 微分 算 子 了 一 二 2. 只 能 定义 在 一 切 一 次 可 微分 的 那些 函数 上 , 记 为 D(T). 


+ fx, t), кє 00,1), 


容易 看 出 , 它 是 无 界 算 子 . 例 如 取 }, = чпилх, п = 1,2,'°*, 它们 都 是 Ll — 1,4 1) 


тА ЕН Ж Т РСТ), т moly" (sin nxx)?dx = 1. {В ТЇ, = плхсозплх, 
[71,1 = мл, М п оо 时 Th 的 范 数 也 趋 于 无 穷 大 。 所 以 说 微分 算 子 T= RE 


界 的 . TE ЕЕ bE. 
设 在 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 某 一 子 集 DCT) 上 定义 了 一 个 无 界 算 子 T, ШЖ DCT) 
是 一 个 线性 空间 , 即 РСТ) 中 的 任何 有 穷 个 元 的 线性 组 合 仍然 属于 DC). 设 Т,5 Ж 
两 个 定义 于 同一 空间 瓦 中 的 无 界 算 子 ，D47) 和 DO 分 别 是 它们 的 定义 域 ， 由 等 式 
($ + ТЕ = 5 + Т}, f€E DCS) NDOT), 


27 БИЯ 39 


X 


定义 的 算 子 (5+ T) ШУТ АЯ, 其 中 符号 DONANDO) 表示 两 个 集合 的 
由 DCS) 和 DCT) 的 共同 部 分 组 成 .定义 复数 和 了 的 乘积 为 
Сат) = а(Тр› {Е БСТ). 
又 可 定义 两 个 算 子 的 积 为 
(5Т)} = 5(Т}), FE DCST) = {}єрСТ), Тіє0(5)). 

НКЕ 5 рт) 中 的 所 有 元 直 交 ， 则 说 DCT) 在 互 中 稠密 ， 或 说 
ртн, УТЧ ЕО. е DC) 包含 DCO) 的 一 切 元 ,并 且 还 含有 不 属 
于 DC7) 的 一 些 元 , 则 说 Р(5)Ж DCT), іа DCS)DDCT) R рст)ср(5). 如果 
此 时 在 DCT) E T= 5], EDICT), Wiis F T REH S 是 工 的 扩张 ， 记 为 SDT 
X ТС, 

设 节 是 定义 于 互 中 并 取 值 于 互 中 的 笛 定 无 界 算 子 ， 对 任何 fE ОСТ) 和 &ЕН AR 
СТ}, g) 当然 都 有 意义 。 对 笛 定 的 无 界 算 子 有 一 个 重要 特点 ， 即 在 互 中 存在 一 部 分 元 
{в}, AR СТУ, в) 能 用 另 一 个 元 g* 简单 地 表示 出 来 ， 即 СТУ, g) = О, 2%), 而且 #* 
是 由 工 和 8 唯一 确定 的 。 对 这 一 部 分 {g} 可 定义 工 的 伴随 算 子 T*: (Tf,g) 一 (= 
CH, T*g), BI g* = T*g. 这 种 对 应 关系 也 是 唯一 确定 的 .能 够 有 这 种 表达 方式 的 8 的 全 
体 构成 一 个 线性 空间 ， 叫 做 Т* 的 定义 域 , 记 为 DC(7*)。 应 该 注意 到 ,并 不 是 对 五 中 的 
任意 元 均 有 上 述 简单 表达 式 , 所 以 对 无 界 算 子 T，DC7*) 不 能 与 全 空间 及 重 合 。7* 也 
常 叫做 工 的 伴随 算 子 或 对 偶 算 子 . 

伴随 算 子 有 下 列 特 性 : 

а) :如果 DCT) EHHE, MA DCT*) ВЯ. 

(2) (5 + T)*DS* + Т*.. 

(3) (аТ)* = aT*. 

(4) Æ TCS, Ш СТ". 

(5) (STYF DT*S*, 

(6) СТМ = T* + 11. 

(7) ШЕЯ ТЕТ Т", MA Т! НН, (47* = (4*5. 

如 果 TCZT*， 就 称 工 为 对 称 算 子 . Æ T = T* 则 了 叫做 自 伴 的 ( 自 共 斩 的 ). 

设 M 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 一 个 子 集 ， 如 果 M 中 含有 它 自 己 一 切 可 能 的 极限 点 就 称 
为 闭 集 . 

设 Н, 和 ; 是 两 个 不 相同 的 (或 相同 的 ) 希 尔 伯 特 空间 .用 9 表示 所 有 х=={х, х2), 
жєн, жєн, 的 全 体 ， 为 了 9 是 线性 空间 ， 只 要 定义 加 法 和 乘 常数 的 规则 :， ax 一 
о{ жь хз} = {ax вх}; х + y = (а, о) + {у уз} = [a + yo о + у}. УЕ 
ХА: 


<x, у» 一 《fa x233 {у уз)?» = к, Ya, + <, ун, 
容易 证 明 ,此 时 9 就 成 为 一 个 新 的 希 尔 伯 特 空间 ,叫做 Н, 和 五 ;的 积 空 间 , 记 为 Н, х H 
设 了 是 定义 于 互 中 的 线性 算 子 ， 在 9=HXxXH 中 一 切 元 偶 {z,7Tzj，reDC7) 
的 全 体 称 为 算 子 工 的 图 象 ， 这 是 一 般 函 数 у= 1(x) 的 图 形 的 自然 推广 如果 工 的 图 象 
= {х, Tx) 在 允 中 按 内 积 产 生 的 范 数 
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П, = Ме» «>н + Та, Тян = М lala + ПТ 

EHR, Дт О. KEZ ТОМЕ. 由 条 件 х, Є РСТ), х, э х, Тя, —>y 
可 以 推 知 xE DCT)， 且 у= Тх, 

闭 算 子 是 无 界线 性 算 子 中 比较 接近 有 界 算 子 的 一 类 ,研究 的 比较 透彻 ,而 且 常见 的 受 
控 对 象 的 运动 方程 式 中 的 微分 算 子 都 是 闭 的 。 所 以 闭 算 子 的 一 些 特性 是 很 有 用 的 。 下 面 
列举 它 的 一 些 主要 特点 . 

(1) 定义 于 全 空间 及 上 的 任何 有 界线 性 算 子 都 是 闭 的 . 

(2) 如 果 工 是 闭 的 ,4 是 定义 于 全 有 如 上 的 有 界 算 子 , 则 THA 也 是 闭 的 ,a7T 也 是 闭 的 . 

(з) ттан, ті T-:， 则 T 也 是 闭 的 

(4) Т КО, т) = (т-м) 只 要 对 一 个 4 是 有 界 算 于 , 则 了 和 7 一 41 
都 是 闭 算 子 ， 

(5) 设 Тит, т 有 界 , 且 TS 有 意义 , 则 它 也 是 闭 算 子 。 

(6) 任意 稠 定 算 子 工 的 伴随 算 子 7* 是 闭 的 。 则 自 伴 算 子 也 是 闭 算 子 。 

设 有 一 多 项 式 f(4) = a -+ a14 +... 十 4,1", 4 是 定义 于 希 尔 伯 特 空间 НЕЮ 
界 第 对 ,把 4 代入 多 项 式 中 得 到 一 个 有 界 算 于 , 记 作 NA), 

КА) =al +a, A + ++ + в, А", 

ААВ, n EESE ik KA) 是 定义 在 全 s 间 上 的 有 界 算 子 。 显然 (А) 的 范 
数 满足 不 等 式 


ICAI S lal 十 |] 14] 二 
如 果 IA) 是 无 穷 级 数 КА) = > а," В.а 的 范 数 |4| 小 于 级 数 的 收敛 半径 , 则 
Ка) = У) в.а 仍然 有 意义 ,因为 IKAI < У} а, А |" < ©, КА) 是 有 界 算 子 . 
指数 函数 ен ЖЕН sindi, соз}; 等 等 , 当 t 固定 时 均 可 展 成 4 的 绝对 收敛 的 级 数 
АР — ` Cat)” 
Е “ш? 
А £ z 5и (дру 
sin А 2, ( 1) КЫТЫ 


-5 n Ch)” 
аваа = 2. — 1) CJi" 


任意 有 界 算 子 4 都 可 代入 到 上 述 一 类 级 数 中 去 而 得 到 新 的 算 子 


(А: a ч в (Агу?! 
> At = | ==] Te 
без и ре лу 


a (At 
cosd = X3 C — 1) e + 
这 些 算 子 都 是 有 界 的 ,只 要 一 co 二 上 < 十 co， 它 们 的 算 子 范 数 都 不 会 超过 гм". ХМ 
第 2.4 节 内 所 讨论 过 的 和 矩阵 算 子 的 情况 完全 类 似 . 但 是 ,这 里 我 们 一 开始 就 假定 4 是 定义 
于 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 ,后 者 可 能 是 无 穷 维 的 . 
对 于 无 界 算 子 ,例如 微分 算 子 ,有 时 也 可 定义 算 子 函数 ,因为 无 界 算 子 不 能 定义 在 全 
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空间 妃 上 ,而 且 没有 有 穷 的 范 数 ,所 以 上 述 那 种 无 穷 级 数 是 没有 意义 的 。 
对 Ка) = У) anh", WREN 


п=0 


КТ) = }у\а„т", БСКТ)) = ЮСТ"), 


则 СТ 的 定义 域 随 着 Y 的 增 大 不 断 缩小 , 当 N — co 时 , 按 代入 级 数 的 办 法 得 到 的 ЎСТ) 
的 定义 域 将 很 难 确定 。 为 了 定义 无 界 算 子 的 指数 函数 ,必须 采取 别 的 方法 . 
设 工 是 稠 定 的 闭 算 子 ， 而 且 对 一 切 正 实数 1，(T 二 4)-! 是 有 界 算 子 ， 并 有 
КТ < +, 5> 0。 对 满足 这 个 条 件 的 并 可 以 用 下 述 办 法 定义 指数 函数 ， 
令 
у, 一 人 十 二 了) ， о (2.7-7) 


由 上 述 条 件 可 知 VO] < 1, ЖИ, 按 范 数 是 一 致 有 界 的 线性 算 子 。 易 证 明 , 当 : 
Во, Г.) 一 了 (0) =1. 我们 注意 到 ,由 式 (2.7-7) 定 义 的 了。(z) 是 定义 在 


空间 上 的 有 界 算 子 ， 因 为 【1 十 二 了 ) ”是 有 界 的 , 且 | (1 十 二 7) | ст, а 


11 т) (т) | <1， 这 说 明 当 增 大 时 У, 的 定义 域 并 不 
缩小 . 
ВНЕ НЕ И 


=>, (09) = im ГС) T т (1 КЕЕ 3 т)" е (2.7-8) 
4140 Az . п 
当 п оо 时 式 (2.7-7) 右 端 有 极限 存在 , 记 为 
UG) ==" = Бъ, 一 lm pA Ps (2.7-9) 


| 就 称 为 无 界 算 子 工 的 指数 函数 ， 与 矩阵 算 子 的 指数 函数 类 似 , 对 上 0, U (е) 构成 
Кї: 
О (2) 0(ғ) = UG s); 120, 520. 
指数 函数 UG) = е" 有 下 列 特征 : | 
(1) [0(0|<1, (0) =[1, #20, 
(2) TUW DU Т. 


(з) иу} = -ИФтТ! = -ТИФЬ МЕСТ), #20. 


(4) FG) = Ule fs) = О (е) 00), >s. (2.7-10) 
工 叫做 半 群 U(z) 的 生成 算 子 . 
利用 这 些 性 质 ， so 
形式 表达 出 来 .例如 ,扩散 方程 (热传导 等 
Ou Ou д?и Ou 


д Аав а; == z + оу? 12 0, и(0) = u(x,y, 2) EDCA) (2.7- 11) 
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的 通 解 可 表示 成 
u(t) = U (Фи = е*Ащ, (2.7-12) 
在 波动 方程 (弹性 膜 的 振动 ) 中 
a ас ПИ а РМ. ра ра ва, 
дг 92 дур дг? 


“(0) к “(х,у =) Е DCA), ди la (0) = MEF Y» =) Е Lı. (2.7-13) 
І 


д 9% —,, 9 ла, Ш С2.7-1зунгЕн а 


д: д; 
Өй р 
д ? 
аш (27-137) 
дї 
Е 4 (* 0I\/u 
„кыы ы 
它 的 通 解 是 
9) сон) ТОТ 


这 两 个 例 中 ,只 要 赋予 拉 普 拉 斯 算 子 A 以 必要 的 边界 条 件 , 那 么 式 (2.7-12) 和 (2.7-137) 右 
端的 指数 函数 就 都 有 严格 的 意义 ,并 且 确 实 满 足 各 自 的 原 微分 方程 式 和 初始 条 件 . 

如 果 式 (2.7-12) 和 (2.7-13) 的 右 端 还 带 有 控制 作用 fx, у, 2, 1), HHBE FX 
是 连续 可 微 冰 数 ,那么 这 些 方程 式 可 以 看 成 是 定义 于 希 氏 空间 中 的 常 微分 方程 而 号 成: 


би. = Ти + 0, a0) єрст)сн, (2.715) 
它 的 通 解 可 用 下 式 表 达 出 来 : 
u(t) = е [«бо) + | 100). (2.7-16) 


上 式 与 常 系数 常 微分 方程 的 情况 类 似 , 但 实际 上 这 是 定义 在 希 氏 空间 中 的 微分 方程 ,7 是 
能 够 生成 半 群 的 无 界 算 子 (微分 算 子 )。 前 面 两 个 例子 都 属于 这 种 情况 . 
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比较 复杂 的 控制 系统 的 运动 ,用 解析 方法 求解 常常 是 不 可 能 的 ,只 能 用 计算 机 进行 计 
Я. 另 一 方面 ,由 于 半导体 技术 的 飞速 发 展 , 出 现 了 大 面积 集成 电路 , 数字 计算 机 傅 米 愈 
小 型 化 ,成 本 不 断 降低 ,体积 越 来 越 小 ,可 靠 性 越 来 越 高 ,各 类 控制 系统 已 开始 采用 小 型 数 
字 计 算 机 或 微型 计算 机 作为 控制 器 ， 计 算 机 逐渐 成 为 控制 系统 的 主要 组 成 部 分 ,但 是 有 
一 类 非常 复杂 的 控制 系统 还 得 采用 大 型 高 速 计算 机 作为 控制 系统 的 中 心 设备 ， 使 整个 系 
统 走向 数字 化 。 既 然 计算 机 是 控制 系统 分 析 和 设计 中 必 不 可 少 的 手段 和 组 成 部 份 ， 因 此 
数值 计算 就 显得 特别 重要 . 

五 十 年 代 以 前 曾 普遍 认为 用 数值 计算 的 方法 去 处 理工 程 问题 是 一 种 近似 方法 .但 是 
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从 今天 看 来 大 容量 、 高 速度 的 计算 机 实际 上 可 以 以 任何 精度 实时 地 、 精 确 地 计算 出 各 种 十 
分 复杂 的 受 控 运动 过 程 ,甚至 实时 地 选择 最 好 的 控制 方案 。 事实 证 明 , 数 值 计 算 方 法 在 现 
代 计 算 技 术 的 基础 上 已 不 再 是 近似 方法 ,而 是 精确 的 方法 . 

各 种 类 型 的 高 级 计算 机 语言 的 出 现 大 大 方便 了 对 计算 机 的 使 用 .十 年 前 使 用 计算 机 
的 人 必须 有 深刻 的 专业 知识 ,为 熟 习 程序 设计 需要 化 费 很 多 时 间 。 现 在 ,有 了 各 种 计算 机 
语言 ,计算 机 的 使 用 已 逐步 普及 化 ,数值 计算 方法 的 重要 性 就 更 为 明显 了 . 

模拟 计算 机 曾经 为 控制 系统 的 设计 提供 了 一 个 有 力 的 工具 。 它 的 功能 和 精度 的 不 足 
限制 了 它 的 使 用 范围 。 现 在 出 现 了 数字 -模拟 混合 型 计算 机 ， 兼 有 数字 机 和 模拟 机 的 优 
点 ,更 适合 于 控制 系统 的 特点 。 使 用 这 类 计算 机 既 要 熟 习 模拟 技术 ,更 要 熟 习 数 字 机 的 软 
件 , 计 算 机 语言 和 计算 方法 . 

在 数字 机 上 作 四 则 运算 是 比较 普通 的 , 只 要 求 有 模拟 -数字 转换 设备 , 使 受 控 系 统 的 
数据 能 够 实时 地 进入 计算 机 内 进行 处 理 。 作 较为 复杂 的 运算 ,解决 稍为 复杂 的 问题 ,还 要 
用 到 微分 、 积 分 \ 解 代数 方程 或 函数 方程 . 解 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 .逻辑 运算 等 等 ， 下 
面 我 们 只 讨论 插值 .微分 \ 积 分 和 解 微分 方程 的 常用 的 计算 方法 的 基本 思想 。 

Ж 1(x) 是 定义 于 实 轴 的 区 间 [а 5] 上 的 足够 光滑 的 实 值 函数 。 将 区 间 Га, 5] 等 
距 分 割 为 N 眉 ,每 一 段 长 度 为 “二 “一 h ABASK. REA e) 在 М 十 1 个 节点 上 
的 值 fa + nh), п 一 0， 1 ，N。 因 为 函数 进入 数字 机 只 能 以 数列 的 形式 出 现 , 所 以 
无 论 N 怎 么 大 ,或 者 说 无 论 步 长 怎样 小 ,一 个 函数 总 是 由 有 穷 个 节点 上 的 值 定义 的 . 

在 这 类 函数 上 定义 右 移 算 子 U; 

Ufla + пй) = Ка + (п + 1%), п = 0,1, 2, +... N— 1, (2.8-1) 
再 记 了 为 恒 等 算 子 。 由 下 式 定义 的 算 子 和 A 
Afla + nh) = (а + (п + 1)А) — Ка + nh), п=0,1,-.-,М-1, (2.8-2) 
叫做 一 阶 在 向 差分 , 记 为 А = 0 一 1。 由 下 式 又 可 定义 二 阶 右 向 差分 д? 
А (а + nh) = Afla + Cn + 11) — Afla + nh) 
= f(a + (л + 2)А) — 2}Ка + (п + 18) + fla + о), (2.8-3) 
n=0, 1, --., N—2, ' 
以 此 类 推 可 以 定义 mw 阶 差 分 А”, ЖЭ АШ 


д”Ка + nk) = (U 1)"fa + nh), (2.8-4) 

即 д” = (U 一 1)”， 可 以 按 二 项 式 公 式 展开 : 
дит У | 0-0, (2.8-5) 
这 种 差分 是 自 左 向 右 述 行 的 .还 有 一 种 自 右 向 左 的 差分 。 先 定义 左 移 算 子 U7, ЕХ 


左 同 差分 У: 
И Ка 二 2ap) 一 1 十 (2 一 1)2)，72 一 1， 2 ，NV， 
У/[(а + nh) = (1 — 0!) (а + nh) 
= f(a + nh) — Ка + (n — 1)А), п=1,2,---, N. (2.8-6) 
同 理 可 推 知 mw 阶 左 向 差分 VY” 的 表达 式 为 
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т 


т = (1 — U`)” = 2 (= 1» y u=, (2.8-7) 


i=0 
有 时 还 需要 一 种 中 心 差 分 , 它 是 通过 半 移 位 算 子 U+ 定义 的 : 
5Ка + nh) = (U? — U-i)fCa + nh) 


22 å —+( а A 
Pb (et 
注意 到 / (a 4 (n+ 1) a 不 是 给 定 的 数据 ,然而 
2 
Ка + пв) = (U? — О-у (а + nh) = (U — 21 + Оа + nh) 
却 是 给 定 的 函数 值 ， 一 般 讲 来 Ка + nh) 都 是 有 意义 的 ， 
由 此 可 以 看 到 ,不 仅 右 移 位 算 子 也 的 整数 次 景 有 意义 ,而 且 它 的 分 数 寡 也 可 以 赋予 意 
义 . 用 极限 过 流 的 方法 可 以 定义 也 的 任何 实数 次 震 。 例 如 ,由 式 (2.8-2) 知 也 一 7 十 和 .对 
ОО U" 按 二 项 式 展开 可 以 得 到 一 种 形式 上 的 级 数 表达 式 一 一 牛顿 插值 公式 : 
0 = 1 + ад + ,0a1l, (28-8) 
uiad ау = =н ба Че. | 
XIE, К С2.8-8) А ВИТ ЧЕ, НЕ А ИЕК А (CN 十 1) 
个 给 定 的 f(x) 的 值 可 推算 出 没有 给 出 的 中 间 值 。 当 然 ; 当 М оо 时 ,级 数 式 (2.8-8) 是 
否 收 敛 是 很 成 问题 的 ，。 对 有 穷 的 w 和 函数 值 波动 不 大 的 情况 ， 这 个 级 数 能 够 给 出 插值 的 
较 好 结果 。 完 全 类 似 地 可 以 得 到 用 左 向 差分 算 子 立 表 示 的 牛顿 插值 公式 : 
U= (1 9) 1 + ау AED раф... а. (2.8-9) 


当 需 要 应 用 数字 机 求 微 分 方程 的 解 时 ,有 时 要 求 根 据 给 定 的 N +1 个 函数 f(x) 的 
ER f(x) 的 微 商 .一 般 来 讲 , 微 分 运算 比较 困难 ,不 易 得 到 很 好 的 结果 ,尤其 是 对 不 十 分 
光滑 的 函数 更 是 如 此 .为 了 提高 微分 运算 的 精度 , 曾 提 出 过 很 多 种 比较 好 的 计算 方法 ,如 
各 类 数据 平滑 的 处 理 等 .这 里 我 们 只 指出 ， 以 不 同 的 近似 程度 ， 可 以 用 差分 的 方法 去 实 
现 微分 。 最 简单 的 办 法 是 用 一 阶 差 分 来 近似 求 微分 ， 用 忆 表 示人 微分， 对 光滑 的 缓 变 函数 
可 定义 

Ра + nh) = 


Hot (а + 13A) — Ia wh) Тр рушы А 
h # ГА 
(2.810) 
这 个 粗略 的 计算 对 线性 函数 是 精确 的 . 对 别 的 函数 就 会 有 较 大 的 误差 .。 因而 ， 这 种 粗略 
的 方法 通常 是 不 用 的 . 
略 好 一 些 的 是 算 子 展开 法 . 设 f(x) 在 4 点 附近 是 很 光滑 的 函数 ,例如 有 N 十 1 И 
连续 微 商 。 那么 f(x) 在 4a 点 附近 可 按 泰 勒 级 数 展开 


{өй к= аў 疝 re а – аў +. (а 


Е улы 
NFI (х ) ‚ а&б&<л, 


如 果 I) 是 解析 函数 , 上 式 可 形式 上 地 写成 
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f(x) = 002 а), 
$ х= а Ба, 0<а<л, ШЖ Ка + а) = efla), 或 者 写成 
U" = eP, 0 过 oh. 
再 次 指出 ,这 个 等 式 只 有 对 解析 函数 才 有 严格 的 意义 .“ 解 出 ” 刀 后 ,可 得 到 级 数 


Е i 25 А? 
р = 0 = шШ(Г-+А) = а а 


Dita taki Аўйба і а > Afla 4 ---. (2.8-11) 


这 个 微分 公式 比 (2.8-10) 好 些 , 对 比较 光滑 的 函数 可 取 两 项 或 三 项 去 计算 节点 的 函数 微 
Їй. 尽管 这 种 微分 公式 对 任意 函数 并 不 严格 ,但 在 多 数 的 情况 下 能 够 得 到 粗略 的 估算 . 
为 了 改进 数字 微分 运算 的 精度 ,广泛 采用 了 多 项 式 允 近 的 方法 ,例如 用 二 次 多 项 式 逐 
段 公 近 给 定 的 次 数值 列 。 设 在 М 十 1 个 等 分 节点 上 的 函数 值 是 у= Ка + ih), i= 
0, 1,.…，N. 对 每 三 个 相 邻 的 节点 {yo Yio уы}, ЖЕ а, В, с; 三 个 系数 ,使 二 项 式 
y;(x) = ax? + bix + с; (2.8—12) 
通过 三 个 相 邻 点 。 只 要 三 个 函数 值 都 不 相等 ,由 方程 组 
у == а:(а + (т — ПВ) + (а + (т — К 1)5) 十 ci 
у; == аа + ih) + (а + ih) +c 
ун = аа + (Е 1)Ё)? bla НС ПОР) + с 


тї ВНЕ а; b; ЯП cr。 于 是 在 х= а-+ 15 附近 ， 例 如 在 区 间 [а 十 人 


+ (i+ 1) a| 中 у(х) 的 微 商 可 按 下 式 计算 ; 


в) = 000 аи tb re [+ (2 E)r at (i)a, 
ах 2 2 


在 某 些 实际 问题 中 ,不 仅 要 求 得 到 一 次 微 商 还 要 求 算出 二 次 或 三 次 以 上 的 微 商 ,并 且 
要 求 第 一 和 第 二 次 微 商 是 连续 的 ， 那 就 要 芳 虑 更 高 次 的 多 项 式 逼 近 . 这 种 情况 用 样 条 函 
数 "9 的 方法 ,能 够 得 到 更 好 的 结果 . 

数值 积分 的 方法 也 很 多 ,精度 比 微分 运算 要 高 得 多 。 比 较 简 单 的 是 用 黎 曼 《Riemann) 
积分 的 定义 ， 


| fx)adx = У) уг. (2.8-13) 


如 果 f(x) 变化 较 慢 又 比较 光 衫 , 当 步 长 足够 小 时 这 种 计算 可 以 保证 足够 的 精度 。 否 则 
要 用 更 精密 的 办 法 . 
比 式 (2.8-13) 略 好 的 是 梯形 法 . 在 х 二 《a 十 i4) 和 (4 十 (i 十 1)8) 之 间 的 积分 


面积 可 用 上 下 两 底 边 为 у; 和 yin 高度 为 的 梯形 面积 代替 ，5; 一 (и + ув. іХ 


== 


я N-1 
| f(x) dx = У; $} = (уг + уза) 
а і=0 


1? 
Са 2 


46 第 二 章 ”系统 分 析 的 基本 方法 


当 函 数 在 相 邻 节点 上 的 值 变化 较 大 时 ， 梯 形 法 仍 嫌 粗 糙 ， 如 果 用 二 次 曲线 来 代替 樟 
形 法 中 的 直线 作 Ie) 在 该 区 间 中 的 逼近 ,精度 又 会 比 式 42.8-147 高 些 ， 
用 式 (2.8-12) 计 算 面积 的 结果 是 


а+б+1)А а+\ї+1)А 
| f(x)axr = | (а;х? + Бх + c;)dx 
—1)4 


а+(1—1)А atti 


Р ат (2 +1)А 
一 с | 
3 2 


于 是 , 当 六 为 偶数 时 ， 
(‚дак Гь + зу, + у) + Су; + 4у, + у) = 
+ (ум + 4ум-— + ум) 1] 
ив + + +++ умы) + Cya + ya t +++ + укш) + уу]. 
(2.8--14) 


= 5 (и P Фу, E Pide 


а+(1—1)Лһ 


这 就 是 常 称 的 辛 甫 生 《〈Simpson) 求 积 公式 ， 它 在 数字 计算 中 有 广泛 的 应 用 . 

下 面 讨论 常 微分 方程 组 的 求解 .如 果 系 统 是 线性 常 系数 的 ,求解 初 值 问题 可 以 转化 为 
本 征 值 问题 。 首先 讨论 方程 组 (2.5-42， 它 的 基本 解 和 矩阵 是 e4 == Сфи; (г) 7。 现在 的 问题 
是 当 4 为 已 知 时 如 何 求 出 矩阵 诸 元 фи). 通常 先 将 矩阵 4 化 为 约 当 标准 型 。 对 任意 4 
总 存在 一 个 可 逆 和 矩阵 2 使 9 


От40 = J = (],), (2.8-15) 
AP J 为 约 当 块 , 它 具有 式 C2.4-24) 的 形式 . 若 将 с“ 展 为 级 数 后 不 难看 出 
Orie40 一 60—40: 一 е", 
因为 07'4"0 = ООО“ А---40 = СОЛО)". 其 次 ,由 于 J 内 的 子 矩 阵 均 位 于 主 对 
角 线 上 ,而 其 它 一 切 元 素 均 为 零 , 故 


因此 ,矩阵 


е 一 


(2.8-16) 
仍然 由 / 个 子 方 阵 构成 ， 其 它 元 素 均 为 零 . 现 只 须 讨 论 其 中 一 个 子 方 阵 即 够 了 。 我 们 现 
试图 将 е 展开 ,直接 将 此 和 矩阵 函数 按 指数 函数 的 壤 级 数 展开 , ИЦ 


ей дей Ë giit #3. к ан | 
2! (1—1)! | 
1;:—2 | 
е! = 0 е сей 2 ей! (2.8=17) 
Са — 204 


ооо о» оо ө ө э ө ө э ө ө э е ө э» ж о э» э э э э е 
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AP 71; 为 约 当 块 Ј, 的 阶 数 ，%; 是 4 的 第 i ТАН. Е, ЖЕ e” 的 展 式 即 可 由 式 
(2.8-167 和 (2.8-177) 所 确定 ， 而 
е = 0.071, (2.818) 
由 此 可 知 ，e* 内 的 任 一 元 素 pO 均 为 下 列 形式 的 函数 ， 
- >; аон T к кей 
式 中 常 系数 с НАВЕ О 按 式 (2.8-18) 所 单一 确定 。 至 于 如 何 将 给 定 的 矩阵 4 求 出 变换 
矩阵 2 是 个 纯粹 代数 问题 ,求解 2 的 程序 在 有 关 乞 阵 理论 的 书 中 都 能 找到 5 
求 基本 解 矩阵 的 另 一 方法 是 直接 求解 方程 式 (2.5-47。 设 某 一 特 解 具有 形式 уб) = 
yoe*，。 代 入 式 (2.5-4) 后 并 约 去 不 为 零 的 因子 e”*， 便 得 到 方程 式 
Ру, = Ау». (2.8-19) 
这 正 是 矩阵 4 KEAMER ENa AA. 将 式 42.8-19) 写 成 齐 次 方程 式 
(А — 2Е)у, = 0. 
从 代数 学 中 我 们 知道 , 欲 使 上 式 有 非 零 解 必须 系数 行列 式 为 零 
|4—5Е|=0, 
这 是 一 个 4 阶 特征 方程 。 如果 它 的 # 个 根 А, А, etta А, 都 不 相同 , 则 式 (2.8-19) 必 有 п 
个 特征 向 量 У: у, ,ys， 它 们 是 线性 不 相关 的 。 于 是 式 (2.5-4) ПЕКИНЕ ФО) 
便 可 写成 


yuchi +++ ушей 
АЕ ре Аһ? 
ФО = c| 7s Pant (2.8-20) 
yea у, еда! 5 
此 处 方 阵 
Уп Yin 9; 
С = | 73 Yz 


Yni ``` Yan э 
而 Уш» Уз» "> Уш 为 第 i 个 特征 向 量 的 个 座 标 。 若 特征 方程 中 的 根 内 有 1 次 重 根 
者 , 且 从 式 (2.8-19) 又 求 不 出 两 个 特征 向 量 时 ,此 重 根 2 所 对 应 的 1 个 特 解 应 由 下 列 公 式 


确定 : 
PE) = уе“, E) = yite” - уе", +, 
1—1 i? 


= РЕС ый ые ВЕР ... ей ей 
хл) = у ги № у, Пт 十 + уе“ + yie”, 
YoYo "у 均 为 某 些 特定 常 向 量 。 将 这 些 特 解 ( 共 >” ЛУК ЛЗ (2.8-20) 后 , 即 得 到 基 
ЖИ Б: Ф (2). 


如 果 方 程式 的 系数 是 # 的 函数 ， 和 欲求 基本 解 矩 阵 就 无 规 可 循 了 。 不 过 可 以 肯定 它 一 
EFE. 当然, 对 于 个 别 特殊 问题 OC, и) 还 是 可 能 找到 的 . 但是, 一般 的 讲 , 它 不 能 通 
过 初等 函数 表示 出 来 例如 ,对 于 这 样 一 个 简单 的 方程 组 ， 
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为 了 求解 就 必须 建立 一 个 新 的 函数 , 即 贝 塞 尔 函 数 。 总 之 ,求解 变 系数 线性 系统 的 有 效 方 
法 是 数字 计算 或 模拟 计算 。 当 用 计算 方法 求 出 基本 解 和 矩阵 以 后 , 第 2.5 节 内 叙述 过 的 方 
法 依然 有 效 ， 
对 于 非 线 性 方程 式 或 方程 组 , 一 般 讲 , 没有 普遍 的 解析 求解 方法 . 但 是 ,对 于 某 些 特 
殊 情 况 , 有 一 些 近 似 方法 可 用 。 首先 介 绍 一 种 接近 线性 系统 的 非 线性 系统 ,或 称 拟 线性 系 
统 。 设 有 一 系统 的 运动 方程 式 具有 下 列 形式 : 
ах 


== = 4х + их), (2.821) 
dt 


式 中 4 为 п хп БЕ, e 5—90, Кх) 为 一 非 线性 向 量 解析 函数 ， 如 果皮 足够 小 ， 
且 上 述 方程 式 的 解 接近 线性 部 分 


1х, 


= Ах, 
dt 
的 解 ,那么 前 述 非 线性 方程 的 解 可 以 按 上 展 成 震级 数 : 
X(t) = ж) + их) + их Се) 十 … (2.822) 


х0) 称 为 系统 的 基本 解 . 函数 Kx) 可 按 小 参数 4 展 成 寡 级 数 : 

Ех) = Еж) + uf (хо) 十 wR xi х,) 十 … 
这 里 flf, o 均 可 以 具体 算出 . 将 Кх) 的 展 式 代入 式 (2.8-217) 后 ,用 比较 系数 法 ,可 
以 得 出 求解 xi(z) ,…, м, , --- 等 的 线性 方程 式 : 


ах 

г 

ax = Ax, + flx), 

dt 

ах, А, 1 

一 一 = 1х, + Ё(х,„х\), 
dt 


Ne E ЧОРТ | (2.8-23) 
从 上 式 中 可 以 看 出 ,如 果 xolz) 为 已 知 , 则 依次 可 以 求 出 x0), х, (г) 等 等 ， 可 以 证 明 ， 
级 数 式 (2.8-227 是 一 致 收敛 的 ， 按 实际 需要 的 精度 ,可 取 前 面 的 有 限 项 作为 近似 解 .这 种 
方法 ,最 早 由 潘 卡 来 〈Poincare) 提出 , 故 也 称 为 潘 卡 来 方法 . 应 该 指出 ， 这 种 方法 的 实际 
应 用 范围 只 限于 那些 特性 与 主线 性 部 分 的 特性 类 似 的 系统 .如 果 由 于 非 线 性 项 的 出 现 ， 
使 系统 的 运动 特性 远离 线性 系统 而 去 ,那么 要 取 很 多 项 才能 逼近 系统 的 运动 , 此 时 ,这 种 
方法 实际 上 不 可 能 使 用 。 另 外 , 当 式 (2.8-21) 的 主要 部 分 是 非 线性 系统 时 ,小 参数 法 依然 
可 以 应 用 .把 这 个 方法 进一步 推广 到 结构 更 复杂 的 问题 见 参考 文献 [61. 

上 面 讲 过 ,即便 是 线性 系统 ,如 果 系数 是 : 的 函数 ,能 够 用 解析 方法 求解 的 也 不 多 ,更 
不 待 说 非 线性 系统 了 . 在 实际 问题 中 , 主要 的 办 法 是 用 数字 机 求解 ,在 数据 是 采样 给 出 时 
更 是 如 此 .下 面 我 们 简要 地 讨论 几 种 常用 的 常 微分 方程 求解 的 数值 方法 . 

设 常 微分 方程 组 ,用 向 量 表示 法 写成 


к == жй» «(== ау, (2.8-24) 
t 
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要 求 求 出 满足 初始 值 的 解 ， 通 常 的 办 法 是 把 此 方程 式 化 为 差分 方程 式 一 一 递 推 方程 式 求 
数值 解 。 最 简单 的 方法 是 欧 拉 СЕшег) 折线 法 : 
xCCn + 1)5) = х(аВ) + Aflah, xCnk)), n= 0,1, ++, 


х(0) = ж, (2.825) 
由 2= 0 时 刻 的 x 值 立 即 可 推 知 x(%)。 依 此 类 推 ,在 指定 的 时 间 间 隔 内 的 一 系列 点 上 
t=0, =h, ь==2ЁВ,‚ ,t= 


求 出 对 应 的 未 知 解 x0) 的 近似 值 
а 
这 里 二 四 做 步 长 ,通常 取 为 常数 ,需要 时 也 可 以 改变 它 的 大 小 ,选择 步 长 的 方法 是 先 用 4 
作 步 长 算出 =”, ВН # 作 步 长 重 算 一 遍 ， 算 出 х2), шж е [хх] е 
Се 为 允许 误差 范围 ), 就 认为 x 是 所 要 求 精度 内 的 解 ， 在 求解 的 时 间 区 间 不 太 长 ， 精 
度 要 求 不 太 高 时 ,这 是 一 个 简便 的 方法 . 
提高 近似 解 的 精度 ,除了 缩小 步 长 4 以 外 ,还 可 用 更 精确 的 方法 ， 亚 当 姆 斯 《Adams) 
方法 也 是 一 种 比较 简单 而 实用 的 差分 方法 ， 精 度 比 欧 拉 折 线 法 高 ， 我 们 知道 初 值 问 题 
(2.8-24) 与 积分 方程 
х((з 十 ПОЮ = + 人 ”wo zt 二 人 


И. 选取 эл, taai 55 1s-; 作为 插值 节点 , 在 式 (2.8-26) 中 用 和 牛顿 左 向 差分 的 牛顿 插 
值 公式 至 近 被 积 函数 Fa, x (z) )， 就 得 到 亚当 姆 斯 积分 公式 .通常 采用 四 阶 亚 当 姆 斯 外 
插 积 分 公式 : 

х((п 十 1)А) = x(nh) + т [554 (0А, х(пћ)) — 59 (п — ПА, х((п — 1)А)) 


+ 376 (я — 2), х((» — 2)8)) — 9ЁС(п — ЗА, x( (n — 3)8))]; (2.8-27) 
而 亚当 姆 斯 内 插 积 分 公式 
х((» + 1)А) = xak) 十 = [9FCCn + 1)А, х((п - 1)4)) + 19fCnh, x(np)) 


— 5#( (п — ША, х((в — 1))) + ЕС — 2)h, х((п — 2)8))], (2.8-28) 
比 外 插 公 式 (2.8-27) 精 度 要 高 , 可 是 不 能 单独 使 用 。 为 了 提高 精度 , 可 以 用 式 (2.8-27) 计 
算出 хб) ВӘЛИДИ (Со 十 1)8)， 再 用 式 (2.8-28) 进 行 迭 代 修 正 , 即 


xO Cn 十 1)%) = жай) + = [55# (0%, х(л&)) — 59Е((п — 1), хС(» — ОВ) 


十 371((2 — 2)h, хС(п — 2)8)) — 9 (п — 3), х((п — 3)h4))]; 
ети + 194) = В) + 34 OFC + 1)5, «(а + 194) 


十 19 в, х(пА)) — 5#((п — 1%, х((в — 1)А)) 

+ К@ — 2%, х((@ — 2)В))]. 
用 式 (2.8-28) 反 复 改 进 近 似 值 直 到 etC + 1)8) — х'©((» + 10А) < (е 为 允 
许 误差 ) 为 止 , $E xC + 171) 作为 xlna) 的 近似 值得 到 х((» 十 ПВ) 之 后 ,又 
可 以 按 这 个 方法 求 x((n 2)2， 等 等 缩小 步 长 可 使 送 代 过 程 迅速 收敛 ， 


50 第 二 章 ”系统 分 析 的 基本 方法 


现在 广泛 采用 的 精度 较 高 ,计算 程序 较 简 单 的 一 种 方法 叫 龙 客 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 
法 . 它 的 主要 思想 是 将 方程 (2.8-24) 中 的 解 xC 展 成 泰勒 级 数 取 其 有 限 项 , 例如 取 前 
五 项 ( 略 去 同 阶 无 穷 小 量 0(#?)): 

ах 


аба ТУЛУ к= бий) А a дака И) (2.829) 
dt \т=пА ай 1=пй 


在 式 (2.8-29) 中 计算 导数 往往 很 困难 ,应 用 也 不 方便 . 为 此 , AR Ка, х) 在 某 些 点 上 的 
线性 组 合 


х((п + 1)) = х(лЬ) + > о;Ё;, (2.830) 

其 中 А, = ВЕСЬ > х(п№)), А, == АЁ (п F: В.)2, х(п№) + Yık)» k, == АЁ (п + Bah, 

xCnh) + тг), А, = Af (n 十 8з)^, х(пћ) + yzk). 在 t=nh 处 将 (2.8-30) 式 右 端 展 

成 泰勒 级 数 以 后 再 与 (2.8-29) 式 比 较 A 的 同 次 寡 的 系数 , 定 出 常数 бо» Олз @2> 03, Êi» b25 
Вз ro ro 73， 便 得 到 龙 格 - 库 塔 积分 公式 : 

х((п + 1)А) = х(лЁ) 十 (А, + 2(А, + k) + k), (2.8—31) 


Arh Б = Mak, Сий), h= af ((n ЕА 1) i мо ть), 
в = sf ((n + 1) д. xla + 2-6), k, = AFC Cn + ТВ, хов) + k). 


对 简单 的 情况 : 
y(x) = fx, у), уба) = yos 
龙 格 - 库 塔 法 的 计算 程序 式 (2.8-31) 可 改写 为 
jla + о Г = убо нй + г Cki + 2Cka + ka) +k), _ (28-31) 


и оо. ( + ( $ 2) № ЕО = 2), 


ks = hf (a + (» + 1) h, yla + nh) + 3-6), ka = Са + (п +1), у(а+ тв) +k). 3X 


里 可 以 看 出 该 方法 的 几何 意义 ; 先 求 出 убо) 在 (ай) 点 上 的 斜率 k/h, 向 前 走 一 步 ; 
再 以 这 样 走 半 步 后 的 斜率 k/h 向 前 走 一 步 ; 再 以 新 的 斜率 k/h 又 从 {а ть, у(л-Ел5)} 
向 前 走 一 步 ;， 最 后 再 以 k/h 的 斜率 向 前 走 一 步 。 这 样 用 四 种 不 同 的 斜率 向 前 走 的 距离 


用 权 系 数 2, Z, 2, $ 相 加 平均 ,就 得 到 一 次 完整 的 单位 步 长 积分 . 如 果 f 中 不 含 y， 


则 (C2.8-31') 就 与 六 甫 生 积分 公式 重合 . 

用 公式 (2.8-31) 可 以 逐步 求 出 方程 式 (2.8-24) 满 足 某 一 初始 条 件 x 的 比较 精确 的 特 
解 . 这 个 方法 的 特点 是 当知 道 хл) = х 以 后 就 可 以 求 出 以 后 的 xC + пд) 的 任何 值 . 
步 长 4 的 选择 依 实际 问题 要 求 的 精度 决定 。 步 子 越 小 ,精度 越 高 ,但 计算 量 就 越 大 ,实际 
经 验证 明 , 这 个 方法 的 精度 较 高 ， 它 的 缺点 是 计算 工作 量 较 大 . 

龙 格 - 库 塔 方法 对 解 变 系数 线性 方程 组 尤为 方便 ， 此 时 为 了 求 它 的 基本 解 和 矩阵 ,需要 
算出 ” 条 轨迹 ,它们 的 初始 条 件 хб) = о 应 分 别 取 (1, 0, 0,…, 0), (0, 1, 0,…,0),…， 
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《0,，0,，0，…，0，12， 再 将 这 些 特 解 按 式 (2.8-20) 排 成 方 阵 即 可 ， 
在 参考 文献 [7] 中 介绍 并 证 明了 有 时 比 龙 格 - 库 塔 法 更 有 效 的 解 常 微分 方程 组 的 方 
法 .。 设 竺 求解 的 常 微分 方程 的 初 值 问题 是 式 (2.8-247 


一 
dt 


计算 程序 是 
Р, == — Аи + 5х, = 22, + Ғ,), 


О„ы = 4х„ы 一 3x 十 = АСР — 2f,41 — 2Ё,„)»› 


1 
Xnt2 一 z (Р„; + Quia). (2.8-32) 


其 中 А, = Ра, х,), Ёо = а, Pra) o х, = х(1,), kh 是 积分 步 长 . 

这 个 计算 程序 与 龙 格 - 库 塔 程序 比较 , 在 同样 精度 下 , 计算 工作 量 《 指 计算 右 端 函 数 
Ее, х) 的 次 数 ) 比 龙 格 - 库 塔 法 要 少 些 . 上 述 后 两 种 方法 均 有 通用 语言 编写 的 标准 子 程 
序 , 应 用 时 很 方便 . 

最 后 讨论 一 下 偏 微分 方程 数值 求解 方法 的 基本 思想 。 设 方程 式 内 含有 两 个 自 变 量 
х,у, ERAR ибх, у) 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 

ди ү + 0 ye0, (2.8-33) 
щш о 是 平面 上 的 一 个 有 限 区 域 ，62 是 0 的 边界 。 为 用 数字 机 求解 ,首先 要 把 偏 微 商 换 
成 差分 。 因 为 当 步 长 很 小 时 ,可 以 近似 地 取 
Ou _ u(x + А, у) — ulz, у), 
k 


Ox 
дшн _ д (26) = 2 А 509 — аб, ә] 
Өх? Ox \дх Өх ГА 
2229 | -+ Bay) —ибе 0) ба, у) б 23] 
я | 5 k : 
= lala ha У) — ulas у) + ие Б, 1. 
1 
类 似 有 
Ө?и 


ду? == Е [их у + А) — 2и(х, у) + и(х,у— )]. 


代入 式 (2.8-33) 后 得 到 差分 方程 式 . 如 果 将 8 按 自 变量 x 和 >y 分别 以 步 长 分割 为 N, 和 
六 个 小 间隔 ,那么 在 zx 的 第 i ЕЖУ 的 第 和 & 步 上 差分 方程 有 下 列表 示 式 : 


ых E tii t ида 十 U;k- — Чиц = 0, (2.8-34) 
同样 , 非 齐 次 方程 式 
Ө? Ө? 
шш ы а АО у), tlag = äs | (2.8—35) 
可 表示 成 
Иг, k 十 “i—i, k + Ui, к + “i, ka 一 4и;, к = Ё?];, ke (2.8-36) 


将 上 式 改写 成 
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1 д? 
üi, k = A (иы, k F Uim, k P Ui, кы + Ui, ka) 一 E firo 


ti,k | 30 = 2, (2.8-37) 
可 看 出 在 (i,《) 点 上 的 值 等 于 相 邻 四 个 点 上 的 平均 值 加 上 非 齐 次 项 在 CG, k) 点 的 
值 . 
wR EN E (图 2.8-1), 差分 方程 
(2.8-37) 实际 上 是 含有 (М 一 1) (N; 一 1) 
个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 代数 方程 组 .考虑 到 
u(x，y) 在 边界 09 上 的 值 是 已 知 的 ， 就 可 
以 在 数字 机 上 求 代数 方程 的 解 . 这 样 就 把 求 
解 偏 微分 方程 转变 为 求 代数 方程 的 解 。 这 种 
~ ”方法 通常 称 为 网 格 法 . 
图 2.8-1 另 一 个 例 是 周边 固定 的 弹性 薄板 的 变形 
计算 . 设 板 在 *, ”平面 上 占据 的 区 域 是 @， 边 界 是 00, Кх, у) 是 均匀 分 布 的 外 载 
187. 板 的 变形 方程 式 可 写 为 


0*и Өзи БЫЛ 
А?и 一 人 + 20095? + ay = (х,у), х, ує0, 
и| оо = 0. (2.8-38) 
把 它 化 为 差分 方程 式 后 有 


ВАД?и |i, = 20и H Синь к F Ui, кы + ио, k F ш, 2) + 2(игци, кы + wi, кы 
十 ti, ва 十 йуз, в 一 8(и, ц, k 十 Ui, ка T tisk T t, Жу, 
= h'firo zikjae 一 0. (2.8—39) 
这 又 是 一 个 代数 方程 组 ， 式 内 各 组 值 的 分 布 见 图 2.8-2(a). 


图 2.8-2 


为 了 计算 wi 的 值 需要 用 到 12 个 点 上 的 平均 值 . 这 里 出 现 的 困难 是 对 边界 附近 的 点 要 用 
到 边界 20 以 外 的 值 ,而 后 者 是 边界 条 件 没有 给 出 的 。 但 是 为 了 用 网 格 法 求 数值 解 ,边界 
外 的 点 上 的 值 可 以 用 外 播 的 办 法 近似 确定 .例如 ,为 了 外 播 边 界外 С 点 的 值 (图 2.8-2(b))， 


2.8 数值 计算 和 微分 方程 的 数值 解 


可 把 u(x, y) 在 B 点 展开 : 
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uh p 2878 
ис ИБ h ду | + 21 ду? | 3 
二 ди | № ди Е 
SA А 
> д ‚йы 
两 式 相 减 后 得 we 一 ил = — 20 D pto 如 有 果 仅 保留 二 次 以 下 的 项 , 则 有 


ди 


uc = ил 一 an| == ии — 2(ил = ив) = 2ив — ид, 
ду 


当然 ,如 果 Он | 在 边界 上 已 给 定 , 则 可 直接 取 wc = ни 一 25 е 这 样 把 边界 外 的 点 


补 齐 后 ,就 可 以 用 和 迭代 法 求解 代数 方程 组 \2.8-397. 


当 解 算 发 展 方程 时 ,可 将 网 格 法 和 常 微分 方程 积分 方法 结合 起 来 . 例如 ,用 数字 机 求 


受 控 热 传导 问题 的 混合 解 : 


9 э" 
аа Н 0<х < 1, 0S < о; 


ulz, ЭЕ т ф(х), н(0, t) = ple) ; 
и(1,1) 二 Ф. (2). 


把 7 分 割 成 N 段 , 步 长 为 h, МА = 1, 记 ик (+) = и(к№, t), k=0, 1, 25 «жу 


近似 公式 


Ou | __ Иры (г) — 2и (ғ) + И Ө, ди | 
Ox? а р ” Or = 


代入 式 《2.8-40) 后 ,得 一 常 微 分 方程 组 


т Cur CE) — 2и„(т) + и) +} С), А=1,2,3, ++: 


ult) = p (0) sun E) == Ф (2); 
ux(0) = Pr. 


{р а = (©, аЬ [Рф ЖЛ, 09, 5 


+ ўма) h 它们 都 是 N 一 1 维 向 量 ,方程 组 (2.8-41) 可 写成 向 量 形式 


4 
Е = Au + fG), и(0) = p = {pi> Pos tta Фи}, 


—2 1 0 0 0 0... 0 


ee 


于 是 | 
ult) = ep 十 | ей-7Е(т)ат, 
0 


(2.840) 
М. 应 用 


sN—1s 


(2.8-41) 


**› 二 pCt) 


(2.8-417) 


(2.8—42) 


原 方 程式 (2.8-40) 的 解 就 以 {ulh, 1), uC2h, тк, uC (N — 124, t)} 的 形式 求 得 . 
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上 面 讲 的 是 求解 偏 微分 方程 的 基本 思想 。 在 应 用 时 还 可 采用 一 些 巧 妙 办 法 缩小 计算 
工作 量 。 尽 管 这 样 , 解 多 个 自 变量 的 偏 微分 方程 需 用 的 存 贮 容量 仍 很 大 , 运算 量 也 很 大 . 
近年 来 专 为 解 偏 微分 方程 边 值 问题 发 展 了 一 种 新 的 方法 ， 称 为 有 限 元 法 . 它 的 基本 思想 
是 利用 具体 问题 中 自然 边界 条 件 和 函数 及 其 微 商 的 连续 性 ， 把 基本 区 域 8 划分 为 较 大 的 
单元 ,然后 在 相 邻 单元 边界 上 选 定 节点 ， 确 定 函 数 在 节点 上 应 满足 的 条 件 , 最 后 得 到 一 个 
未 知 数 大 为 减少 了 的 代数 方程 组 . 这 种 方法 克服 了 网 格 差分 法 计算 量 太 大 的 缺点 ， 使 节 
点 布局 合理 。 不 受 复杂 的 区 域 ,不 规则 的 边界 条 件 所 限制 ,又 能 保持 物理 问题 的 力学 和 其 
它 特 点 , 并 且 能 提高 精度 改善 收敛 性 关于 有 限 元 法 已 有 专著 , 读者 可 参阅 本 章 后 面 所 
列 的 参考 文献 . 


29 模拟 技术 


数字 计算 机 的 迅速 发 展 和 广泛 采用 ， 看 来 并 不 能 完全 代替 模拟 技术 在 控制 系统 设计 


12 


| 


4 


Е ОИ 


i 


图 2.9-1 
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和 分 析 过 程 中 的 重要 作用 .在 精度 要 求 不 甚 高 的 情况 下 ,模拟 计算 机 或 模拟 装置 能 够 很 容 
易 地 复 现 系统 的 运动 过 程 ,效果 逼真 ,使 用 简单 ,成 本 也 低 些 .在 相同 的 元 件数 量 情况 下 ， 
模拟 机 的 计算 容量 和 运算 速度 都 大 得 多 .线性 集成 电路 的 出 现 给 模拟 技术 的 发 展 以 新 的 
有 力 的 推动 ， 在 这 个 基础 上 ,模拟 计算 装置 正在 向 小 型 化 方向 发 展 ， 数 字 - 模 拟 混合 计算 
机 的 出 现 又 使 模拟 机 的 优点 和 数字 机 的 优点 结合 起 来 ,模拟 技术 又 获得 了 新 的 发 展 . 

在 模拟 计算 机 上 可 以 实现 加 法 \ 减 法 、 乘 法 、\ 除法 等 算术 运算 , 又 能 极 简单 地 作 微 分 、 
积分 运算 ; 可 灵活 地 编排 微分 、 积分 网 络 , 高 速度 地 解 常 微分 方程 和 简单 的 偏 微 分 方程 . 
与 数字 逻辑 电路 相 结 合 又 可 以 解 一 些 技 术 设 计 中 的 参数 寻 优 或 最 优 控 制 问 题 。 模 拟 计算 
机 中 最 基本 的 器 件 是 运算 放大 器 , 它 把 输入 信号 放大 到 天 倍 , 玉 是 放大 器 增益 。 现 在， 一 
个 或 几 个 放大 器 全 部 线路 可 以 在 约 2 х 2mm? 的 硅 片 上 成 为 一 个 线性 集成 电路 , 它 的 尺 
二 在 封装 后 也 只 有 10 х 10 х бтп? 那样 大 .图 2.9-1 是 我 国 已 大 量 生产 的 集成 运算 放 
大 器 BG305 的 原理 图 和 符号 . 它 的 全 部 电路 都 印 制 在 一 个 单 硅 片上 ,开路 增益 大 于 101. 
用 它 可 简易 地 实现 各 种 运算 . 


现 把 一 个 增益 为 KK 的 放大 器 用 电阻 、 电 容 元 件 接 成 图 2.9-2 所 示 的 电路 。 图 中 x， 
es х, ЖП У 分别 是 以 电压 表示 的 输入 和 输出 ，Z; 和 Zo 分 别 是 某 些 阻抗 ， 设 放大 器 输 
入 点 上 的 电压 为 e:， 由 于 放大 器 的 增益 是 负 的 , 故 有 下 列 电压 和 电流 平衡 关系 : 


у = — Ке, 
WE ЕЗИ: а 
ис Z 
Ні в 后 得 
— У; (5/20) 
j= =i 
КЕ ОРД 1 
КЕ, 2 
由 于 天 足够 大 ,上 式 可 化 简 为 
多 xi (2.9-1) 


由 上 式 可 以 看 出 , 当 Z= 2,= К 时 ,上 式 是 = 个 输入 量 的 代数 和 ， 
ШЖ 2, = К 是 纯 电 阻 ,而 Zo 是 纯 电 容 C， 则 式 (2.9-1) 变 为 


у= – У! _ i> 


Re 
#=1 RCs 
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AH s 是 复 变量 。 当 У 的 初 值 为 零 时 ,有 
= | У} «в, (2.9-2) 
这 就 实现 了 对 输入 量 的 积分 运算 . 
再 设 п=1, 1, 一 C， 2, =К, 容易 看 出 ， 式 (2.9-1) 完成 微分 运算 уб) = 


_ с 4х @) 
R а ’ 


当 Z。 和 2, 为 复杂 的 网 络 时 , 图 2.9-2 所 示 的 放大 器 可 实现 更 复杂 的 运算 . 对 只 
有 一 个 输入 函数 х, 时 ,用 不 同 的 2, 和 Z。 得 到 的 输出 уб) 的 象 函数 列 于 表 2.9-1 H, 


表 2.9-1 
Zols) Z1(5) Ү(ғ) 
1 1 
с; а ЕС; ^'СЭ 
R р — КС:Х, (ғ) 
Ri 
С; R к Кх, (5) 
Ку + 1 4 RI(RoCs + 1) 
С 
R, 
=> R 
Ro | Cs - в (RCs + 1)х(з) 
рй 
С; б 
1 RCs 
R вр = Жаби 
0 1+ RCs 4l Хх, (х) 
Ro 
Соғ 1 RoC1s 
i т сз + ТУСЕ,С „= Губ) 
К + 
Cos 
ГА 
Cs (Кобо + 1 ) (RCs + і) 
Rit Cor Е. 1 = R Cys Xs) 
3 Ск 
І 1 (Кобо + 1)С, 
R — R be Ld i He 
= пы всьо, 16) 


将 这 种 带 有 不 同 的 Z; 和 Zo 的 放大 器 按 一 定 的 规则 编排 起 来 ， 就 能 实现 线性 微分 
方程 组 和 代数 方程 组 的 模拟 模型 ， 赋予 各 放大 器 以 初始 电压 以 后 ， 又 能 求解 常 系数 线性 
微分 方程 的 初 值 问题 ， 当 需要 模拟 变 系数 线性 系统 时 , 只 须 用 可 变 的 \ 按 给 定 的 规律 随时 
间 变 化 ) 阻 抗 2,00), 2,00) 代替 固定 的 Z; 和 2, 即 可 。 为 实现 简便 ,通常 将 可 变 阻 值 
的 电位 计 置 于 2, 中 ,然后 给 它 以 预定 的 变化 程序 . 

乘法 运算 可 以 用 两 个 非 线性 函数 变换 器 来 实现 ， 例 如 : 


у = х, · m= [а 十 х) — (ху — x2)?] 


ЭЗ ЖЕНЕ ЕЕ РАНЕЕ П.Н 2.9-3. 
另 一 种 应 用 较 广 的 乘法 器 是 用 开关 电路 实现 的 ,图 2.9-4 是 它 的 示意 图 . 一 个 输入 量 
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2.9-3 

х, 送 至 脉冲 频率 调制 器 ,后 者 的 输出 是 频率 7 随 х, 线性 变化 的 脉冲 列 ,每 一 个 脉冲 的 高 
度 和 宽度 是 固定 的 。 用 这 个 脉冲 列 去 控制 开关 ， 只 有 当 脉 冲 到 达 时 开关 才 打 开 第 二 个 变 
Е 的 通路 。 脉 冲 过 后 通路 即 断 开 . 这 样 ,由 电压 хо 送 至 3 点 的 电流 正比 例 于 К} ха 


滤波 器 
ГА В, 
脉冲 线性 调频 — 


图 2.9-4 
mM й, 又 正比 例 于 л, Г. = Кона FÆR 
у = KKk2x1x2. 
运算 放大 器 反馈 好 路 上 用 阻 容 元 件 构 成 的 滤波 器 ， 使 输出 信号 的 交流 部 分 得 以 滤 除 。 因 
此 ,适当 地 选择 К, Ro C 就 可 以 实现 х, 和 х, 的 乘法 运算 .这 类 乘法 装置 的 精度 约 为 
1% 左右 . 
用 乘法 器 和 运算 放大 器 配合 又 可 以 作 除法 运算 , 图 2.9-5 是 一 种 可 能 的 方案 .从 图 


图 2.9-5 


中 可 知 ， 乘 法 器 后 面 是 积分 器 ， 只 有 му = хо Қ, У 才能 保持 平衡 ， 故 平衡 时 有 xiy 一 


xz 一 0， 即 一 对。 这 就 实现 了 除法 运算 . 


单 变 量 的 非 线性 函数 可 以 用 二 极 管 和 运算 放大 器 来 实现 。 例如 第 一 章 内 图 1.3-2 中 
所 列 各 种 典型 非 线性 函数 都 可 以 用 这 种 办 法 在 模拟 机 中 实现 ”至 于 多 变量 非 线性 函数 
可 以 用 单 变量 非 线性 函数 去 逼近 , 以 后 我 们 还 要 讨论 ， 
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控制 系统 的 设计 或 计算 机 作 实 时 控制 运算 时 常 需要 求解 沙 数 方程 式 ， 而 方程 式 的 求 
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解 又 常 能 转化 成 求 某 一 泛 函 的 极 值 ( 极 大 或 极 小 ) 问 题 。， 对 稍为 复杂 一 点 的 系统 ， 用 解析 
方法 求解 几乎 是 不 可 能 的 . 实践 证 明 , 用 计算 机 求 极 值 比较 好 的 方法 之 一 是 最 速 下 降 法 . 
由 于 它 原理 简单 ,计算 程序 不 复杂 , 收效 快 , 所 以 得 到 了 相当 广泛 的 应 用 .本 节 内 我 们 来 
讨论 这 个 方法 的 基本 思想 和 应 用 举例 ， 
设 а(х, xz，*… ,xa) 是 一 个 依赖 于 z 个 自 变 量 的 实 值 函 数 . 已 知 它 在 某 一 区 域 中 

有 一 个 (唯一 的 ) 极 小 值 ， 设 8 对 每 一 个 自 变量 有 连续 一 阶 偏 徽 商 . 定义 梯度 向 量 C” 维 》 
28, 28, Бас р х = {ху хз, +1, хь}. 
它 的 几何 意义 是 : 在 zx 点 附近 函数 g《x) 增长 最 快 的 方向 是 向 量 Vg 所 指示 的 方向 ， 相 
反 一 Vg 是 下 降 最 快 的 方向 。 换 言 之 ，Vg(x) 的 方向 与 g(x) 过 x 点 的 等 高 线 〈 等 值 
线 ) 的 外 法 向 量 的 方向 重合 , 而 一 Yg(x) 则 与 内 法 向 量 方向 重合 (图 2.10-1). 用 最 速 下 
降 法 求 极 值 的 步骤 如 下 . 在 极 值 附 近 任 取 一 初始 点 
xo 算出 此 点 上 的 梯度 向 量 Vgl), 按 它 的 负 方 向 前 
进一步 得 xi 一 х 一 stVg(xo)， 适当 选择 系数 步 长 so， 
使 SCxo) = g(x) = max [g(x)—g(xo—éevVg(xo))], 
这 样 一 步 一 步 走 下 去 ,就 会 到 达 极 值 点 х*, в(х*) = 
тіпе(х). 于是, 最速 下 降 法 可 归纳 为 下 列 程 序 : 

T (1) 任 选 起 始点 z = (а, tms жи}. 

те (2) Ж VgCxo). 

(3) ЖЕ в, 使 g(x0) — glx) = тах [ g(x) — gCxo — €VgCx))]. 


(4) Ф a = х,— svg(xo)。 再 返回 (2), 重 复 上 述 程序 . 
于 是 有 


УЕ 一 gradg(x) = | 


с 


sx) 一 : 


Жи = ж, — ®„\7р(х„), | (2.10-1) 
AH s。 由 下 列 条 件 决 定 : 
вСх,) 一 glx) = тах[ в (xX) — g(x, — evg(x,))]. 
这 样 求 出 的 s。 叫 做 最 佳 步 长 , 它 能 够 保证 最 快 的 收敛 速度 
如 果 g(x) 是 正定 二 次 型 ,了 3 是 n Xx n 阶 正定 矩阵 ， 
g(x) = (Вх, х) = 21 Вх: 
则 最 佳 步 长 可 以 求 出 容易 算出 | 
Vg(x,) == {2 > Б.Х; 2 х; 22х35 жы 2 nhs 
glx) — вх, — Ув (х,)) = (Bx,, х,) | 
— (B(x, — вУв(х,)), (х„— вУв(х,))) 
= 2=(ВУ8(х,), х„) — E(BVg(x,), Ув(х,)). 
显然 ,为 使 堪 端 获得 极 大 值 ,必须 令 


п 


(BYg(x,), х„) 
(BYVg(x,), VECE) 
上 式 利用 了 正定 矩阵 的 对 称 性 (Bx, у) = (ж, ВУ). 


(2.10-2) 
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上 面 的 程序 可 以 推广 到 函数 空间 中 去 . 设 g(x)，x6 万 ,是 定义 于 某 一 希 尔 伯 特 空间 
妃 上 的 实 值 泛 函 .如 有 果 极 限 


PO = lim а(х + Ah) — g(x) 


5 
存在 ， 则 2,0) ЖАРЫ g(x) 沿 4 方 向 的 微 商 ,其 中 4 为 互 中 任 一 个 固定 的 元 .如 果 
Въ (к) 是 4 的 线性 泛 函 (线性 函数 ), 则 必 存 在 一 个 ФЕН, E в, (+) = «р, №), 了 称 为 泛 
В g(x) 的 梯度 向量, 并 记 为 
Vg(x) = p, l) = <p, А) = «Ув (х), №). (2.10-3) 

为 了 用 最 速 下 降 法 求 泛 函 g(x) 在 希 尔 伯 特 空间 (例如 水 数 空间 〉 中 的 极 值 ， 可 将 式 
《2.10-3) 定 义 的 梯度 向 量 代 入 程序 式 (2.10-1) 中 作 递 推 运算 . 如 果 g(x) 是 定义 于 HH 上 
的 二 次 型 , 则 式 (2.10-17 中 的 第 二 式 可 由 式 (2.10-2) 代 替 , 其 中 内 积 (.，') 应 理解 为 希 尔 伯 
特 空间 的 内 积 . 

下 面 举 两 个 例 , 说 明 如 何 用 最 速 下 降 法 解 代 数 方程 组 和 积分 方程 

Я 1. 求 代数 方程 组 的 解 : 

их, + арх, + Нах, = bis 


алх 十 арх 十 -十 anf, = bzs 
ам: 十 ai ny ~ On (2.10-4) 
引进 符号 x = {r ооох} В = {bis bzs tta 6,), 
А =С(а„) 为 пхп 阶 方 阵 ,上 式 可 写成 
Ах = b, 
如 果 4 的 行列 式 不 为 零 则 有 唯一 解 。 否则 , 或 者 它 是 矛盾 方程 组 , 没有 任何 解 , 或 者 有 许 
多 解 . 我 们 定义 : 能 够 使 向 量 (4x 一 Б) 的 长 度 最 小 的 х* 叫做 式 42.10-42 的 最 优 解 . 
因而 ,求解 代数 方程 组 就 化 为 求 х* 使 
g(x) = (Ах — b, Ах — b) = [Ах — Ы] 
达到 极 小 值 。 根据 前 面 的 讨论 ,用 最 速 下 降 法 求 х* 的 递 推 程序 是 
Хы = х, 一 EnV gn) 


e, = 08), МвСж,)) 
” (4VgCxz)，4VgCxn)) 


Ув(х) == РЗ КЄЛ + в.;)х;—2аџ.;], АА: У, [Cbin 十 Bai) xj х 2,01}, 
1=1 ј=1 


Bim = 2 ана т. (2.10-5) 
用 这 个 程序 去 求 代数 方程 组 的 解 ,从 任何 ж 出 发 都 能 迅速 收敛 于 解 x". 
例 2. 再 讨论 如 何 用 这 个 程序 去 解 积分 方程 式 , 设 КО, 0) 是 定义 于 区 域 2 一 
[а 600) 上 的 连续 对 称 的 实 值 函 数 ， 用 右 表 示 由 一 切 定义 于 (a, b) 上 的 平方 可 积 
实 值 函数 的 全 体 构成 的 希 尔 伯 特 函数 空间 ， 在 妃 上 定义 线性 算 子 К: 
›@) = | КО, дак, (0 єн, 
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按 柯 西 不 等 式 , 有 
рот || KG д 


< | їка, s)|- Со lds 


< "i IKG, з) аз, ү Сд lar < МЫ]. 
ERP, КО, 9) 是 连续 函数 ,所 以 ,| IKC) ае 是 :的 连续 函数 ,因而 在 [4, b] 上 是 


有 界 的 。 记 max | IKC, ем, 便 得 到 上 述 估计 式 . 于 是 [у] < 6-м = 
МЫ, Уж єн 成 立 ， 这 就 是 说 上 面 定义 的 算 子 K 是 有 界 的 ， 
шло) єн 为 某 一 固定 的 函数 ,2 为 某 一 个 固定 的 实 常数 要求 算 出 下 列 积分 方程 
的 解 x*() : 
ED а | ко, Эко = 00). (2.10-6) 


如 果 А 不 是 玉 的 特征 值 , 即 XKx =х 只 有 平凡 解 一 0,， 则 存在 唯一 的 函数 х* (т) 关 0, 
满足 式 (2.10-6). 
现在 用 最 速 下 降 法 求 式 (2.10-6) 的 解 。 构 造 二 次 泛 函 
g(x) = | x’(s)ds — А ү | ко, s)x (t) x(s)dtds 


一 2 | х()А() 45 = Cx, ху — А<Кх, ху — 2х, Ву. (2.10-7) 
可 以 证 明 , 式 C2.10-7) 存 在 唯一 解 х (е) 使 g(x) 达到 极 小 值 , 并 且 
min g(x) = —《x*, АУ = -| х*()АС)аз, 


首先 , 任 取 一 函数 zx(z) 当 作 “ 初 值 ”, 然 后 寻求 参数 s〈 步 长 ) 和 函数 (方向 ) 200), 用 
х, (2) = xol) — ez (E) 使 glx) — gC) 达 极 大 值 ( 下 降 最 大 )。 容 易 算 出 
g(x0) — g(x1) = 2elxo — АКх,— h, я» — EXKs, z — Ке), 

显然 ,为 使 g(xo) 一 82) 获 极 大 值 必须 取 

z = ху — АКху— h, 

<z, z> 
z <z, z —АКя» 
于 是 , 解 上 述 积分 方程 的 最 速 下 降 法 的 计算 程序 就 是 
Xati б) = х„(т) 一 Enza CE) 3 


Za Ct) = xp, Ct) — АКх„(т) — h Ce), 


e, = (2.10-8) 
[zns Zn — АКЕ,» 


实际 计算 表明 这 个 程序 收敛 很 快 . 
РЖ 020 g(x) 的 极 小 值 , 共 斩 梯 度 法 更 为 有 效 ， 


В 


设 
g(x) = А (х, Ах) + (а, х) + с, (2.109) 
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其 中 x= Cr xz +++, х„) € Ras а = (а, а з, an) E Raps с АЖ, А п 阶 正定 方 
Ве. У ЕЕ БЕТЕ ЖС {Н ЗЕ ВЕ А] 88. ADM РЯ АЈ ЕЕ Е. ГЛ 
方法 的 几何 意义 和 计算 程序 ， 
设 两 个 非 零 向 量 х, yE К„, WR 
(х, Ау) = 0, (2.10-10) 


称 癌 量 х,у 关于 和 矩阵 4 正 交 ， 
БЯ (x) 在 某 一 区 域 中 有 一 个 (唯一 ) 极 小 值 点 x*。 设 已 得 到 第 ”次 近似 值 
x’ TRARNE Vgl), RIRIN 
Р, = —Vge(x,) + В.Р, P = —VgC x), (2.10-11) 
满足 条 件 
(Pas АР) = 0, (2.10-12) 
其 中 pb。 为 某 一 待定 常数 ， 把 式 (2.10-117 代 入 式 (2.10-127 可 得 


в = (У р(х,), АР,_1) 
加 


从 х, 出 上 发, 按 下 式 计算 第 ”十 1 次 的 近似 值 : 
х„ы = х, + =,Р,, (2.10-14) 
选择 步 长 ss。， 使 вх) — (хон) = тах [g(xo) 一 (х, 十 EP,)]， 这 样 一 步 一 步 计 算 


下 去 . Бо А. РИН РОВ: 


(2.10-—13) 


(1) „9877 Po Р, -.-.Р,. 是 线性 不 相关 的 ， 因为 着 有 У cP; = 0, 


п-1 
就 有 Б с:СР;, AP) = с;СР;, AP) 一 0， 所 以 ci 二 0。 因 此 Po Pi Р 是 线性 
i=0 


不 相关 的 
(2) Ж у(х) 关 0， 则 
(Pro VgCxr+)) = 0, (2.10-15) 
ВН: Е, (Pr Velærn)) 0, 不 失 一 般 性 , 设 (Pro Vglærn)) > 0, Æ ex 附近 一 定 可 
以 找到 一 个 充分 接近 于 sx 的 实数 fr < ex， 并 使 得 glær 十 ErP) — glær + eP) = 
Сув (хк), (Er — ДРЮ = (ёк — е0) СУв(хк), Р,) < 0， 这 与 ex 是 最 佳 值 相 矛盾 , 因 
此 式 (2.10-15) 成 立 ， 


(3) Су р(х), Р;_,) = 0, 1 < 1 = к. (2.10-16) 
重复 利用 xx = Xg 十 ErP ВЯ 
к= 1 
х= х + У) Р, 0<1<А-1, (2.10-17) 
i=j 
ЇЇ 
Ур(х®) = Ax*++a= 10, (2.10-18) 
У2(х,) = Ах, + а, {2.10-19) 


由 式 (2.10-19) 减 去 式 (2.10-18) 得 
Vg(xi) = 4(xk — х*). (2.10-20) 
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再 将 式 C2.10-17) 代 入 式 C2.10-20) 得 


到 
Vgl) = Ах, + У) АвР; — Ах* = Vg(x;) 


i=j 


太一 1 
+ >) 4е;Р,, 0<ј <А — 1, (2.10-21) 


к-1 
对 《2.10-21) 式 两 边 和 Р, RAR, (ур (х), Pi) = (Vgl), Р) + > е:САР,;, 


Р, 1), 0о<у<К—1, НЕ (2) (у(х), Р.) =0, 由 向 量 关 于 4 直 交 的 定义 ,上 
式 第 二 项 为 零 , 因 此 式 (2.10-16) 成 立 ， 
(4) (Vg(xk)，YVg(《X4-1)) =0. МХ 
(Ухо, Уз) 
= (Ухо, — Уже) + ВР) 
= 一 (VgCxk)， VSgCxzk-iD)D) о ВСУ (м), Р,-,), 
BHAC) GABRE (Vglær), Vgelxr)) = 0. 
根据 上 述 性 质 (37;, 令 k=n 可 推出 Vg(x,) = 0, В х, 是 二 次 泛 函 g(x) 的 极 小 
值 点 .这 说 明 对 于 二 次 泛 函 应 用 共 辆 梯度 法 至 多 欠 代 二 步 即 可 得 到 极 小 值 点 。 
计算 下 列 内 积 ,同时 注意 式 (2.10-21)， 
(Р.›Ув(х,)) = (Р,, Уг(х,-1) + EnaA Prai) 
= (Р,, Vglx,)) 
= (Урба, ) + В, Р, лз Vg (xa)) 
— (у(х, трба, 00 + В.Р, а, УС, 0). 
从 而 
_ (Pas Vga(x)) СУ + В.Р, Ve(x,)) 
" ОР Уз(х,—)) (—Yg(x,_1) + I Vg(x,_1)) 
__ СУ), Ve(x,)) 
(Ув), Ув)” 
这 就 得 到 了 一 个 完整 的 迭代 程序 .由 公式 (2.10-22) 确 定 的 程序 比 式 (2.10-13) 简便 , 它 只 
用 到 函数 g(x) 的 梯度 ,但 对 于 非 二 次 函数 , 式 (2.10-22) 是 近似 公式 ， 
上 面 讨论 了 两 个 常用 的 方法 ,这 两 个 方法 计算 程序 简单 ,容易 实现 , 且 计 算 可 靠 性 好 ， 


(2.10-22) 
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在 前 一 章 里 我 们 已 经 看 到 ,在 用 拉 氏 变换 法 处 理 问 题 的 时 候 , 常 系数 线性 系统 (2.2-1) 
的 运动 状态 和 多 项 式 РС) 有 着 本 质 的 关联 。D(*) 是 由 方程 (2.2-6) 规 定 的 ,而 且 它 的 系 
数 也 就 是 微分 方程 的 系数 。 不 仅 如 此 ,就 是 在 一 般 的 情形 里 , 如 果 y(2) 的 初始 值 和 各 个 
初始 导数 值 都 等 于 零 , 那么 , 系统 的 运动 状态 也 是 由 两 个 多 项 式 的 比值 NCs)/DCs》 所 完 
全 确定 的 . 我 们 是 用 ЕС) 表示 这 个 比值 的 。 如 果 驱 动 函 数 的 拉 氏 变换 是 X(s) 而 特 解 
的 拉 氏 变换 是 YC) 的 话 , 方 程 (2.3-4) 就 给 出 

У,С5) = F (s)X Cs). (3.0-1) 

可 以 把 这 个 方程 看 作 是 一 个 算 子 方程 : XO 受到 算 子 F) 的 作用 之 后 就 变 成 YC), 
或 者 说 ，F(s) 把 ХС) 转变 为 Ү.С). НИВИ ЕС) 称 为 系统 的 传递 函数 . 
х(ї) 和 它 的 拉 氏 变换 ХС) 都 称 为 系统 的 输入 ，y;(z) 和 它 的 拉 氏 变换 YC) 都 称 为 系 
统 的 输出 . 为 了 特别 表明 y;(z) 只 是 系统 的 特 解 而 不 是 由 于 初始 条 件 而 产生 的 补充 函数 ， 
我 们 把 жиб) 称 为 由 于 输入 而 产生 的 输出 ,把 у.б) 称 为 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 ， 

拉 氏 变换 的 优点 就 在 于 把 解 微分 方程 的 问题 简化 为 代数 的 运算 .从 УС) 变 回 у(1) 
的 这 个 步骤 实际 上 是 很 少 需要 的 .理由 是 这 样 的 : 既然 系统 的 运动 状态 У) 可 以 由 
УС) 完全 确定 ,那么 , 也 就 可 能 把 对 уб) 所 提出 的 技术 要 求 “翻译 ”成 对 YC) 所 提出 的 
某 些 要 求 ,或 者 说 ,如 果 已 经 给 定 了 输入 的 特性 , 那么 , 对 уб) 所 提出 的 要 求 ,也 就 可 以 
变 为 对 传递 函数 下 (*) 所 提出 的 某 些 要 求 。 例如: 如 果 要 求 系统 式 (2.2-1) 是 稳定 系统 的 
话 ,我 们 并 不 需要 先 把 式 C2.2-8) 中 的 М№(5)/Р(5) = Y.C) 变 回 方程 (2.3-2), 然后 再 要 求 
уг (2) 随 着 时 间 的 增 大 而 趋 于 消失 ,实际 上 ,我 们 只 要 要 求 传递 函数 1/DCs) 的 极点 都 位 于 
s 平面 的 左 半 部 也 就 足够 了 . 这 种 作法 显然 可 以 减少 许多 计算 手续 . 

根据 传递 函数 来 研究 或 者 设计 一 个 线性 系统 是 伺服 系统 工程 中 的 最 简单 的 基本 方 
法 .在 这 一 章 里 ,我 们 将 要 用 一 系列 的 实例 来 说 明 这 个 方法 . 


3.1 一 阶 系 统 


作为 第 一 个 例子 ,我 们 来 研究 一 个 悬臂 弹簧 (图 3.1~-1)， 弹 簧 的 一 个 端点 连接 在 一 个 
阻尼 器 上 ， 另 外 一 端点 可 以 在 一 根 直 杆 上 作 
滑动 运动 ， 阻 尼 器 上 的 那 一 个 端点 的 位 置 用 
y(z) 来 表示 ,滑动 端点 的 位 置 用 x (z) 来 表 
л. 由 于 有 阻尼 器 的 缘故 ，y(2 就 不 会 和 
x(z) 相等 ，y(z) 的 运动 落后 于 x (:) .如 果 
我 们 让 请 动 端点 按照 规定 好 了 的 规律 x (о) 
运动 ,这 里 的 问题 就 是 要 研究 у (2) 的 情况 . 
х0) 就 是 系统 的 输入 (控制 量 )，y (2) ЖЖ 


二 滑动 端点 
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统 的 输出 ( 受 控 量 ). 

设 系统 的 弹 签 常数 是 *， 阻 尼 器 的 阻尼 系数 (也 就 是 阻力 与 速度 的 比值 ) 是 <. 如果 
再 假定 运动 的 加 速度 相当 小 ， 以 至 于 惯性 力 可 以 忽略 掉 ""， 由 力 的 平衡 条 件 就 可 以 得 到 
系统 的 运动 方程 : 


cB pka 
dt 


с 与 & 的 比值 с/к 的 量 纲 是 时 间 。 这 个 数量 是 系统 的 一 个 特性 时 间 ( 或 特征 时 间 ), 我 们 
把 这 个 比值 


т. = т (3.1-1) 
称 为 系统 的 时 | 间 常 数 . 
运动 方程 可 以 改写 为 
Ti Zeyer (3.1-2) 
y0) = yo. (3.1-3) 


Я =“ 乘 方程 (3.1-2) 的 两 端 ,然后 再 从 上 一 0 到 :一 оо 积分 .我 们 就 得 到 作 过 拉 氏 变 
换 的 方程 

(ть 十 РУС) = Х(5) + Tiyo. 
于 是 

COTTE OE лы, (3.1-4) 


Ts 十 1 тет" 
因此 ,由 于 输入 而 产生 的 输出 就 是 
1 


У,(ғ) = Х(+), (3.1-5) 
Ts + 1 
而 由 于 初始 条 件 产生 的 输出 就 是 
— _ 71% 3 
Y.Cs) wkl (3.1-6) 
系统 的 传递 函数 FO) 就 是 
== 1 一 
Е (ғ) а" (3.1-7) 


方程 (3.1-5) 可 以 用 图 形 表示 出 来 ， 就 像 图 3.1-2 所 画 的 那样 。 这 样 一 个 简单 的 形象 化 的 
表示 法 很 能 帮助 我 们 想象 或 分 析 系 统 的 情况 .通常 把 这 样 的 表示 法 称 为 方块 图 . 


х(1) 
10) 


хс) ЕС) = 5 ir Ө; 
«0 ы уб) 


图 3.1-2 图 3.1-3 
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下 面 我 们 研究 几 种 特殊 输入 情况 下 的 输出 УС. 
首先 ,考虑 输入 x(z) ЕЕ 10) 的 情形 (参看 图 3.1-3) 


ЕЙ = 10) = 1<0, 
1, 2220. 


这 时 
Х() = | 100) е7": = | eidt 一 工 ， 
0 0 


5 


而 且 
1 1 1 


ү) 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
slris + 1) s s + (1/1) 
因此 ,根据 我 们 的 “字典 ”( 表 2.1-1), 电 了 于 输入 而 产 
sa 生 的 输出 就 是 
yi(t) = Те. (3.1-8) 
根据 方程 (3.1-6) 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 就 是 
i Ve) = ye, (3.1-9) 
(а) 4 3.1-4 表示 了 输出 的 特征 。 由 初始 条 件 产生 
的 输出 у Со) 是 一 个 单纯 的 衰减 函数 ,这 个 衰减 函 
ОЛ >» 数 的 时 间 常 数 就 是 т, 《图 3.1-45). 由 输入 产生 的 
输出 у) 按照 指数 律 趋 近 于 水 平 浙 近 线 , 时 间 常 
数 也 是 т. ЗЕ, Ч г = и 的 时 候 , 输出 ye) 
的 数值 就 达到 了 最 后 渐 近 值 的 63 多. 
(b) 我 们 把 输入 O 与 输出 y;(z) 的 差 数 ce(z) = 
图 3.1-4 xz) 一 yi(z) ЖАНРЕ, 在 现在 所 考虑 的 情形 


m 
t 


с 


里 


eG) =х(а) 一 入 (一 er (3.1-10) 
所 以 , 当 :一 co 时 ,偏差 信号 趋 于 零 . 
现在 , 邯 虚 另外 一 种 输入 的 情形 .假定 输入 是 正弦 式 的 ,或 者 ,更 具体 为 
X(t) = х„е'®, 
ХН х„ 是 振幅 ,2 是 频率 。 这 时 
XCs) жс (3.1-11) 


一 100 


由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 Ү.С) 和 前 一 种 情形 一 样 , 也 是 方程 (3.1-6) 或 方程 (3.1-9). 
由 于 输入 而 产生 的 输出 就 是 


1 х 


22 S 1 1 
(8 0) (rs +1) PaA s + (i/t) Е, 
因此 ,根据 我 们 的 “字典 人 《 表 2.1-1), 输 出 y;(z) 就 是 


бу а абы чь 
1 + гот, І + тот, 


这 个 表示 式 中 的 第 一 项 是 一 个 单纯 的 衰减 函数 ， 第 二 项 表示 稳 态 输出 [УС]. 因而 就 
有 


ү;(ғ) = х,, 


Xm eiat 
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FIORESE 1 = рр 
х (г) 1 + iwr, тац, 
这 个 关系 和 我 们 在 方程 (2.3-72) 中 所 表达 的 普遍 结果 是 完全 一 致 的 ， 由 于 
1 1 ап 
де Е (3.1-12) 
1 + тот, / 1 + wr 
稳 态 输出 就 可 以 表示 为 


7 jasi =} 
Cio tan wr) 


[y (2) Js 一 = Ч 
A/ = с?ті 
因此 , 稳 态 输出 的 振幅 就 被 减少 到 输入 的 振幅 的 1/V ТТ oz 倍 , 而 且 输 出 的 相 角 比 输 
入 的 相 角 落后 的 数量 是 taor. ЗА ЛАК o ДНА, от «1, [ПП пав чот, = 
ФОТ 这 时 


[у (0) хе, то «1, (3.1 一 13) 

这 也 就 是 说 : 振幅 没有 改变 ,但 是 有 一 个 时 滞 ( 时 间 上 的 落后 ), 这 个 时 滞 也 就 等 于 传递 函 
数 的 时 间 常 数 т. ЖЕ Л ВОСК o НИЕ, тиз > 1, 因而 taons 一 上 一 = 
2 м + с?т? 
5 这 时 就 有 

[у (т) ее. о riw 1, (3.1-14) 

от! 

在 这 种 情形 中 , 振幅 被 减少 到 1 от, 倍 , 而 相 角 落后 的 数量 是 л/2. 我 们 把 以 上 所 讨论 
的 两 种 极端 的 输出 情形 表示 在 网 3.1-5 中 . 


хб) 


То « 1 то » 1 
低频 情况 高 频 情 况 
(a) (b) 
图 3.1-5 


3.2 传递 函数 的 表示 法 
传递 次数 РС) 是 复 变 数 * 的 函数 .因为 在 普通 的 情形 下 ， 它 是 两 个 * 的 多 项 式 的 
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比值 ， 所 以 函数 (5) 除了 一 个 常数 因数 之 外 可 以 由 它 的 零点 和 极点 所 确定 .如 果 对 于 基 
一 个 特别 的 * НЕС) 的 值 是 已 知 的 话 ,也 就 可 以 把 常数 因数 确定 下 来 ,这 时 函数 F(s) 就 
完全 确定 了 .这 里 ,最 方便 的 就 是 考虑 :在 原点 的 值 :==0, 因为 下 (0) 有 具体 的 物理 意义 : 
[ЕС0)| = К (3.2-1) 
是 系统 的 放大 系数 ， 也 就 是 系统 在 常数 输入 的 情况 下 输出 的 稳 态 值 与 输入 的 比值 ， 又 因 
为 对 于 大 多 数 的 实际 情形 ， 忆 (0) 常常 是 正 数 ,因而 Е (0) =K. MA, EA FC) 就 
可 以 由 零点 、 极 点 和 放大 系数 唯一 地 确定 .这 也 就 是 传递 函数 的 一 种 可 能 的 表示 方法 。 
举例 来 说 ， 我 们 可 以 这 样 来 表示 方程 《3.1-7) 所 给 的 传递 函数 : 它 的 放大 系数 是 1; 在 
一 1/r 有 一 个 单 极点 ;没有 零点 . 
根据 复 变数 函数 论 的 结果 ,如 果 在 :平面 的 虚 轴 上 ，F(s) 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 都 
已 经 完全 给 定 的 话 ， 那 么 ， 用 解析 开拓 的 方法 外 就 可 以 把 :平面 上 其 他 部 分 的 ЕС) 值 
也 确定 下 来 。 因此 ,我 们 也 可 以 用 复 函 数 F(iw) (о 是 实数 ， 一 oo 二 w < со) 来 代表 
函数 F(s)。 这 就 是 传递 函数 的 另外 一 种 表示 方法 .对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ，F (s) = 
М№Сғ)/0() 的 分 子 多 项 式 МС) 和 分 母 多 项 式 DC) 的 系数 都 是 实数 ,所 以 ,如 果 我 们 用 
Е ЖЕНЫ НУЖНО ТЕ А 


Е(—іо) = Е (о). (3.2-2) 
因此 ,对 于 实际 的 物理 系统 ,只 要 知道 о >0 的 FGo) 值 , 就 可 以 知道 о <0 的 Е (70) 
值 ; 从 而 也 就 可 以 定 出 对 于 任意 $ ВО Е (о) 的 值 . 从 方程 (2.3-7) 我 们 已 经 知道 函数 (iw) 
是 频率 的 稳 态 输出 与 正弦 输入 之 比 , FCiw)( 一 00 << +оо) 就 是 系统 的 频率 特性 . 
例如 ,方程 (3.1-12) 就 是 简单 的 一 阶 系统 (3.1-2) 的 频率 特性 ， 
IA (Bode) 创造 了 一 种 表示 频率 特性 的 方法 ,这 种 方法 就 称 为 伯 德 图 假定 复数 
Е (10) 的 绝对 值 是 M， 相 角 是 0 (М 和 9 当然 都 是 吧 的 函数 ), 也 就 是 说 
Е (т) = Me”, (3.2-3) 
把 log о 取 作 自 变 数 ,然后 再 把 因 变 数 log M 和 6 对 log о 的 函数 关系 画 在 两 张 图 上 ,这 
样 得 出 的 图 就 是 伯 德 图 . Сор М 对 log о 的 函数 关系 通常 称 为 系统 的 对 数 幅 频 特性 。 而 
6 对 1log o 的 函数 关系 称 为 系统 的 对 数 相 频 特性 )， 至 于 为 什么 在 这 里 M 取 了 对 数 尺度 而 
6 并 不 取 对 数 尺度 ,这 个 道理 可 以 在 以 后 的 讨论 中 看 出 来 . 以 方程 (3.1-12) 所 表示 的 简单 
系统 为 例 ， 


1 1 
i i 
Ө == — гапот, 一 — tanu, (3.2-4) 
其 中 и = от 是 无 量 纲 频率 2 这 个 系统 的 伯 德 图 就 是 图 3.2-1, 频率 特性 在 低频 率 和 
高 频率 时 的 情况 已 经 用 方程 (3.1-13) ЯП С3.1-14) 表示 出 来 了 . Ч и-> оо 时, logM 对 
log и 的 图 线 的 斜率 是 一 1, 对 于 很 小 的 x 值 来 说 , 斜率 差不多 是 0. МИ, 一 个 一 阶 系统 
的 М-и 图 可 以 用 两 条 直线 来 近似 地 代替 。 这 两 条 直线 就 是 图 3.2-1 中 的 虚 折 线 。 这 条 
虚 折 线 称 为 渐 近 对 数 幅 频 特 性 或 者 梯形 对 数 幅 频 特 性 2 
在 声学 和 电学 的 文献 里 ,为 了 把 振幅 的 度量 单位 化 为 分 贝 《decibel， 简 写 为 Ф), wA 
ИҢ 20 log М 作为 М-и 图 中 的 因 变数 .频率 增加 一 倍 就 称 为 一 个 倍 频 程 《octave， 简 写 
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log и 


1 + лот, 


图 3.2-1 


Ж ос), 因此 ,图 3.2-1 中 的 斜率 用 分 贝 和 倍 频 程 作 单位 ,就 是 一 20log 2 = 一 6.02 分 贝 / 
倍 频 程 db/oct)， 或 者 用 名 频 程 表示 ， 就 是 20log 10 = 20 分 贝 / 旬 频 程 。 在 实际 计算 工 
Eh, 用 后 面 这 一 单位 做 斜率 比较 方便 .在 图 3.2-1 中 我 们 还 看 到 这 样 一 个 事实 ; 近似 于 
20108 M 的 虚线 在 4 一 1 点 ,也 就 是 о = Ик 处 通过 0 值 ， 因 此 ,我 们 就 可 以 用 实验 方 
法 测量 一 个 一 阶 系 统 的 频率 特性 ， 把 测量 的 结果 按照 上 述 的 方式 画 成 伯 德 图 ， 只 要 记 下 
伯 德 图 上 20105 М 的 近似 直线 穿 过 横 轴 时 的 角 频 率 o 就 可 以 简单 地 估计 出 系统 的 时 间 
常数 ， тү А 1/w.. 

另外 一 个 表示 频率 特性 的 方法 
ETIEN (Nyquist) 所 创始 的 , 称 
为 乃 氏 图 .这 种 方法 是 把 复数 Flio) "ТИ 1 


或 1/F (то) 直接 画 到 平面 或 1/F xz 一 0 
平面 上 去 ， 曲 线 的 参数 就 是 角 频 率 A 


о. K% 1/Е 有 时 候 称 为 反 幅 相 特 


Е. РХ БМР Е (го) 就 称 为 катчы 
幅 相 特 性 ， 对 于 一 个 简单 的 一 阶 系 图 3.2-2 


统 来 说 ，F (iw) = 1/(1 + ши) 的 图 线 是 一 个 半圆 ,在 о =0 时 , 图 线 从 1 点 出 发 ; 在 
or = и = 1 时 ,图 线 通 过 1/0 +i) = (1/2)(1 一 让 点 ; 当 в оо 时 ,图 线 趋向 于 原 
м, 并 且 以 原点 为 终点 。 在 这 种 情形 里 ，1/F МАНЕ 图 线 还 要 简单 得 多 : 1/F 一 1 + 
iot. 所以， 在 1/F 平面 上 ， 这 条 图 线 就 是 从 1 点 出 发 的 一 条 与 虚 轴 平 行 的 直线 ， 图 
3.2-2 就 是 一 阶 系统 的 两 种 力 氏 图 . 


3.3 一 阶 系统 的 一 些 例 子 


在 一 个 复合 系统 里 ， 常 常 有 很 多 元 件 可 以 用 一 阶 的 传递 函数 来 近似 地 表示 .在 这 一 
节 里 ， 我 们 将 要 简略 地 讨论 这 类 元 件 的 几 个 例子 .。 并且 把 它们 特有 的 频率 特性 用 伯 德 图 
或 力 氏 图 表示 出 来 . 

(1) 积分 元 件 : 一 个 电动 机 的 转速 4Ф/ 与 输入 电压 wv 成 比例 ,如 果 不 考虑 过 渡 过 
程 ,用 微分 方程 来 表示 不 是 
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db р. а 
E Kv, Q331) 
其 中 天 是 与 所 采用 的 度量 单位 有 关 的 常数 .电动 机 的 转子 的 角 位 置 由 与 下 列 积分 成 比例 ， 

| vdt, 
Р | pejet ФО) р 

Е s $01) 这 个 关系 可 以 用 方块 图 3.3-1 表 示 出 来 ,假设 Уб) 
| 和 ФС) 分 别 是 z 和 由 的 拉 氏 变换 。 这 个 系统 的 
人 传递 函数 ЕС) = K/s 是 函数 1/(rs +1) м 


т. > оо 时 的 极限 情形 , CERA 5 = 0 有 一 个 极点 。 为 了 把 这 里 的 玉 还 看 作 系统 的 放 
大 系数 ,我 们 就 必须 把 以 前 规定 的 放大 系数 的 定义 修改 一 下 ,以 前 的 那 一 个 定义 适用 于 原 
点 不 是 传递 函数 的 零点 或 极点 的 情形 。 对 于 一 个 积分 系统 ， 即 对 传递 函数 Е(;) 在 原点 
5 一 0 有 一 个 单 极点 的 系统 来 说 ,放大 系数 天 就 应 该 定义 为 

К = lim PGJ (3.3-2) 


系统 式 (3.3-1) 的 频率 特性 是 


Е (ію) = Е = (=) emid, 
10) w 


因此 ,按照 方程 (3.2-3) 


ме. п. (3.3-3) 
© 2 


图 3.3-2 就 是 伯 氏 图 ,这 里 斜率 仍然 是 一 20 分 贝 / 旬 频 程 。 图 3.3-3 ЕЛЕЕ, 
(2) 微分 元 件 : 一 个 进 转 测速 计 \ 测 速 陀螺 ?的 输出 电压 vz 和 进 动 轴 的 角速度 4ф/а: 
成 比例 , 即 
| ' 


20 ю2М 


0 log w 0 log a 
FOBY= = МӘ 


10 
图 3.3-2 


Fiw) = K 
iw 


图 3.3-3 
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式 中 玉 是 比例 常数 ， 这 个 情形 和 前 面 讨论 的 电动 机 的 情形 恰好 相反 。 传递 函数 РО) = 
Ks 在 原点 有 一 个 零点 。 因 此 ,对 于 一 个 微分 系统 , 即 对 传递 函数 РС) 在 原点 ， 一 0 有 
一 个 单 零点 的 系统 来 说 ,放大 系数 玉 的 定义 应 该 改 为 
Е (ғ) 


图 3.3-4 是 这 个 系统 的 方块 图 ,图 3.3-5 是 伯 德 图 (图 中 设 К==1), 图 3.3-6 ЕЛ. № 
易 检 验 , 伯 德 图 内 斜 线 的 斜率 是 20 分 贝 / 旬 频 程 . 


ФС ИЄ 
ч F(s) = Ks x 
ФС) (р) 


К = lm 


5>0 | 


(3.3-4) 


图 3.3-4 
0 
= 
2 7 ka 
о 2 
N 
log w 
Е(10) = Kiw = Ме! log w 
图 3.3-5 


(з) 简单 的 相 角 落后 电路 : 考虑 图 3.3-7 HEA ERE CHRR, v 和 в, 分 
别 是 输入 电压 和 输出 电压 . 假设 ji 一 1 是 流入 电阻 R 和 电容 С 的 电流 ,如 果 在 :一 0 
的 时 候 , 电 容 C 上 没有 电荷 ， 那 么 


£ 
ЇЕ + | а, 


1 
С 
1 
C 


5 | 14: = о), 


ЕС) = Kiw 
图 3.3-6 图 3.3-7 


72 


第 三 章 ” 输 入 ,输出 和 传递 函数 


ЖИ e 乘 这 两 个 方程 ， 然 后 再 从 上: 一 0 到 г = оо 积分 ,就 得 到 这 两 个 方程 的 拉 氏 变 


换 ， 


因此 


( + +) JG) = Vi(s), 


EA JCs) Е VCs). 


LE LET вру 1 
VCs) | 


1+ RCs’ 


(3.3-5) 


从 方程 (3.3-5) 可 以 看 出 , 这 个 电阻 电容 电路 的 传递 函数 和 有 阻尼 器 的 悬臂 弹簧 的 传递 函 
数 式 (3.1-7) 是 相同 的 ,这 个 电路 系统 的 时 间 常 数 就 是 т, = КС. 这 个 系统 的 伯 德 图 和 乃 
大 图 就 是 图 3.2-1 和 图 3.2-2. 这 个 电路 常常 用 来 产生 系统 的 相 角 落后 . 

可 以 在 这 里 附带 提 一 下 : 虽然 上 述 的 悬臂 弹簧 系统 和 这 一 个 电路 系统 的 动态 特性 是 
相同 的 ， 但 是 我 们 知道 : 在 实际 工程 中 改变 和 调整 
那个 系统 的 参数 c 和 往往 是 比较 困难 的 ， 而 且 с 
和 的 可 能 的 变动 范围 也 很 有 限 ， 可 是 在 这 个 电路 
里 改变 和 调整 KR 和 CC 的 数值 就 比较 容易 。 而 且 R 和 
с 的 变动 范围 也 可 以 很 大 ， 从 这 个 具体 例子 就 可 以 
看 出 用 电 的 方法 进行 调节 或 控制 常常 比 用 机 械 方法 


Rip 


=} 

图 3.3-8 
(4) 相 角 超前 电路 : 图 3.3-8 表示 一 个 较 复杂 的 电路 。 这 个 电路 的 方程 是 
15 h ths 


以 及 
相应 的 拉 氏 变换 后 的 方程 就 是 
以 及 
因此 
VCs) 
VCs) 
放大 系数 就 是 


方便 得 多 . 


; 1 
Rij = T k i (#) dz, 


и: = Ri ЕН Р], 


v: = К]. 
=, FJa 

1 
RJ = с; 


И, = К.Л, 十 RJ, 


V, == К.Л. 
G) = — К, + RiRsCs 

| (В, + К,) + В,Е,С; ° 
К 一 Е: ==, 


К, +В, 


(3.3-6) 
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K 当然 小 于 1。 如果 我 们 引进 符号 о, 


wi 一 Rit Ra (3.3-7) 
R,R,C 
那么 ,传递 函数 就 可 以 改写 成 
gap 609. 3.3-8 
Е (з) Га абау“ ( ) 
因此 ,传递 函数 在 —го 有 一 个 零点 ,在 -0o 有 一 个 极点 ， 
频率 特性 就 是 
F (йо) = PALE #0 (3.3-9) 
оу + tw 
如 果 我 们 引进 无 量 纲 频率 
аа Е 
и ы = (3.3-10) 
那么 
[1 + б/т) а аА уй -11) 
M = Аў к делти t ү t CV № (3.3-11) 
于 是 有 


1 + (42/7) 
(1/5) + и? 
1 + (1/2) 
A/A)? 
ко- 

因此 ,就 像 图 3.3-9 所 表示 的 那样 , 伯 德 图 的 图 线 对 于 w = 1 (也 就 是 logu = 0) 有 着 对 
ЖАШ. 6 的 极 大 值 Өт 是 在 и 一 1 点 ,并 且 等 于 

Omax = tan™! l — taa г = = — атк r. | (3.3-12) 


r 


log M (u) = lag F + log 


= logy r 一 log 


因此 ， 这 个 电路 在 一 个 频带 (频率 范围 ) 上 给 出 相当 大 的 相 角 超前 。 对 于 非常 大 的 % 值 ， 
一 1; 对 于 非常 小 的 % 值 ，M = ғ. 在 零点 附近 曲线 的 斜率 接近 20 分 贝 / 旬 频 程 ， 而 


a logA/ r 
сч 
0 log и 0 log и. 
у ло tio y= b 
Fiw) 而 + ѓо э ~ r ойу 


图 3.3-9 
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E {ТИКИ 2728, 
(5) 频带 的 相 角 迟 后 电路 : 图 3.3-10 所 表示 的 电阻 电容 电路 的 传递 函数 是 


图 3.3-10 
VC) _ = 1 + А.С: 
Р.С) P 1 + (В, + R)Cs` 
所 以 ,这 个 系统 的 放大 系数 是 1。 如 果 我 们 引进 这 样 定义 的 两 个 参数 o ЯП”: 


1 2, Ri 
т. й == 2 
RIC К + В, 


(3.3-13) 


оу = 


那么 ,传递 函数 就 可 以 改写 成 
lt Cs /wm1) 时 
ЕС) Тау (3.3-14) 
把 这 个 方程 和 相 角 超前 电路 的 方程 (3.3-8) 加 以 比较 , 我 们 就 可 以 看 到 这 两 个 电路 的 
传递 函数 (除了 一 个 常数 的 因数 之 外 ) 是 互 为 倒数 的 。 其 实 ， 目 前 这 个 电路 的 频率 特性 也 
可 以 写成 : 


| 1 + (о/о) і + iV ru 
Е (їо) = Е = m 
1 + Ко/ т) 1 +i ru 
其 中 «是 无 量 纲 频率 
2219 - 
е А Г. (3.3-15) 
因此 эз [рз 
4 Р (1/) + е = раці PF = i ® 
M =a еса =r Cf ra= r T (3.3-16) 


图 3.3-11 就 是 这 个 系统 的 伯 德 图 。 从 图 中 我 们 可 以 看 出 ,在 и = 1 附近 的 一 个 频率 上 有 
| 


20105 М 


logy r- 
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“ у a a 
它 的 大 小 也 还 是 方程 (3.3-12) 所 给 的 gs。 曲线 在 零点 附近 斜率 为 一 20 分 贝 / 旬 频 程 ， 
在 u 很 大 或 很 小 时 斜率 为 零 . 

C6》 简 化 的 飞机 的 横 深 运动 :假设 飞机 对 于 纵 轴 的 转动 惯量 是 Г, Ф EAHA, Lp 
是 关于 滚动 的 空气 动力 阻尼 系数 , 8 是 副 翼 的 倾斜 度 ，k6 是 由 于 副 桥 偏转 而 引起 的 力 偶 
矩 ， 滚 动 角 几 的 微分 方程 就 是 


r yia ль ва, 
а? dt 
设 р = 4ф/41 是 滚动 速度 ;以 上 的 微分 方程 就 变 成 


ЖР рр 
аг 


如 果 + 一 0 时 的 滚动 速度 是 0, ВД, БЕЛЕКЕ КЕЕ 
CIs + ӘР) = ҚАС), 
因此 ,传递 函数 ЕС) 就 是 


PG) _ 2- k _ К 1 = 
ACs) m Is+ L, L, 1+ (/ ря 


正如 方程 (3.3-17) 所 示 , ХАН ВИ ЈЕ ДЕ ПО ЖЕЗ йй Е 8 (8) А А 
相 角 落后 电路 的 运动 状态 是 相似 的 . ТЕЗХЕН, БН т, 是 I/L,， 如 果 阻 尼 系 数 L, 
非常 小 ,时 间 常 数 т, 就 接近 于 со, 系统 的 运动 状态 就 和 简单 的 积分 元 件 的 情况 一 样 了 . 
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我 们 再 回 到 具有 阻尼 器 的 旺 辟 弹 得 的 情形 (图 3.1-1). 不 过 ,现在 我 们 在 阻尼 器 这 一 
端 加 上 一 个 质量 mw。 这 个 质量 引起 一 个 惯性 力 md’y/4#。 因 而 运动 方程 就 变 为 


2 
аре е реи 
а? 


dt 
假定 初始 条 件 是 
y(0) 一 yo， 
引进 下 列 两 个 参数 以 后 ,就 可 以 把 微分 方程 改写 为 更 方便 的 形式 : 
wo = k 
g= н 3 (3.4-2) 


w 就 是 当 阻 尼 器 不 存在 时 的 质量 弹簧 系统 的 自然 频率 .“ 就 是 实际 的 阻尼 和 临界 阻尼 的 
比值 . 这 一 无 量 纲 的 参数 的 物理 意义 在 以 下 的 讨论 中 可 以 说 明 得 更 加 清楚 . 这样 一 来 ， 
运动 方程 就 变 成 


ау 
+ 2бо 十 оу = ох, 4- 
28 C 000 一 一 о 23 оф (3 3) 
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方程 (3.4-3) 连 同 它 的 初始 条 件 (3.4-1) 用 拉 氏 变换 的 方式 就 可 以 表示 为 下 列 的 方程 : 
(2 + 2б 十 ҮС») == ХС) + у? + G+ 26%. 
由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 就 是 


(1) 
Ү.С) == Yos + Суб + 20у) (3.4-4) 
52 + 2005 十 wg 


而 传递 函数 就 是 
“ушы _ _  А__ __. 
PO ey eo ia edi 
因此 ,系统 的 放大 系数 扩 = 1, 而 且 传递 函数 没有 零点 。 但 是 它 有 两 个 单 极点 Ms. 在 


> 时 ， я Hs 就 是 


(3.4-5) 


ttV 021, 
00 
PSL (3.4-6) 
2 = рМ 021, 
© 


当 阻 尼 器 的 阻尼 系数 с 比 临 界 阻尼 2V mk MOBE, С 的 数值 就 会 比 1 小 ， 在 那 种 情况 
下 ,极点 я 与 是 复 共 圈 的 ,它们 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 分 别 是 4 和 »: 
айа == t+ АЎ 1—— СА уь == е! 21, (3.4-7) 
52/0 = 一 和 — a 1 — 22 = (4 — ір) [оу = ет, 
因为 s/o 和 s/o 的 绝对 值 都 是 1, 所 以 可 以 写成 ete 的 形式 。 如 果 阻 尼 系 数 < 是 正 
的 ,4 就 是 一 个 负数 . 
由 方程 (3.4-4) 很 容易 就 可 以 确定 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 у 0). РЕ 2 1 
情形 ,传递 函数 的 极点 是 由 方程 (3.4-7) 所 确定 的 ,我 们 就 有 


a) ЖЕ 
y(t) = ИЛ oz 十 уе”! соз >? 十 =} уе” sin vt. (3.4-8) 
v v 


既然 1 是 一 个 负数 ,输出 y.(z) 就 是 衰减 的 ,不 过 它 是 一 个 衰减 的 正弦 式 的 函数 , 也 就 是 
说 它 是 一 个 衰减 的 振荡 .但 是 ,对 于 如 > 1 的 情形 来 说 ,输出 УФ 就 是 一 个 单纯 的 衰 
减 ,因此 ,如 果 阻 尼 系 数 с 大 于 临界 阻尼 2V mk КЕ у. 就 没有 振荡 ,这 就 是 临 
界 阻尼 的 物理 意义 . 

现在 , 我 们 假定 输入 (о) 是 图 3.1-3 ЗЕНОН 10%). 。 这 时 ХС) = 
1/5, ЖЕ 62 <1 的 情形 ， 


Ууу w? | 
С) (© = А) + 22] 


因此 ,由 于 输入 而 产生 的 输出 y;(z) 就 是 


ya) =1— | cos vt 十 (2) и | а. (3.4-9) 
对 于 6222 1 的 情形 ,输出 y;(z) 就 不 是 振荡 的 ,并 且 由 下 式 表示 : 


у: (#) 1 Е эы ое ш. А 
2/2 ik м 2—1 т 


其 中 的 жя 和 ”是 由 方程 43.4-6) 所 给 定 的 . 在 图 3.4-1 中 , 对 于 若干 不 同 的 阻尼 比值 “， 


(3.4-10) 
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夯 出 了 输出 эб) 的 运动 状态 。 可 以 
看 出 来 ,如 果 希 望 输出 yi(z) 最 快 地 ZOJ 
接近 于 稳 态 值 , 5 的 值 就 不 应 该 太 大 . 
可 是 ， 从 另外 一 方面 来 说 ， 如 果 $ 太 
小 ,就 会 发 生 持续 较 久 的 振荡 ,而 且 超 
过 稳 态 值 的 超 调 量 也 会 变 得 相当 大 . 
因此 ， 在 实际 工程 问题 中 就 要 有 一 个 
折衷 的 办 法 ,在 普通 的 工程 实践 里 ,总 
是 把 “的 值 取 在 0.4 和 1 之 间 . 

如 果 输 入 是 一 个 正弦 式 的 振荡 ， 


— = 0 ре пазат 

和 方程 (3.1-1 1) 所 表示 的 一 样 ， 振幅 2 4 0 8 10 шм 
是 Хэ 角 频 率 是 © › 那么 ， 图 3.4-1 
Y; в == Хт Fs) = 2% ой . 
$ s — iw =з s— iw $ + 260055 + o 


AILE 2? < 1 的 情形 里 ,输出 y; (0) 
就 是 
у С) = х„Е Go) 
Хт. оң Кш 
2iv А+ ilr — о) 
ГА со? 


О» l= ЁО = Ш 


(РУ 
e > 


(3.4-11) 
这 里 的 1 和 > 是 由 方程 《3.4-77) 所 给 
ЖЕНУ. 既然 对 于 正 的 阻尼 , 2 是 负数 ， 
所 以 , 稳 态 的 输出 也 还 是 方程 (3.4-11) 
的 第 一 项 .这 个 事实 和 我 们 的 普遍 性 
的 结果 一 一 方程 (2.3-7) 是 相符 合 的 . 
根据 方程 (3.4-5), 这 个 二 阶 系统 
的 频率 特性 就 是 
F(iw) = M e” 


22 1 
п — (w/wo)’] ЗЕ 2 站 Co/oo) 
[А] ШР!!! 
1 


М = - => 
МИ — Com) [2il]? 
уа 250/00) _ Е 

tan Тал, Сала” (3.412) 


这 个 系统 的 伯 德 图 就 是 图 3.4-2。 М 
的 极 大 值 发 生 在 о/о, = 1 附近 ,这 时 


78 第 三 章 输入、 输出 和 传递 函数 


= ә = — я/2. о/о © kt, O> a 而 М = Порше, 也 可 以 说 


log М =— 2108 (w/wo). 用 声学 工程 师 的 术语 来 说 也 就 是 : 对 于 高 频率 ,斜率 为 一 4022/ 十 
图 3.4-3 就 是 这 个 二 阶 系统 的 力 氏 图 ， 


3.4-3 


其 他 的 物理 系统 往往 也 可 以 近似 地 看 作 是 二 阶 系统 ,液压 伺服 马达 就 是 一 个 例子 . 
第 3.3 节 里 讨论 过 的 过 转 测速 计 的 更 近似 于 实际 运动 状态 的 传递 函数 就 是 
= Ку 
кесу иел БЇ” 
应 该 把 这 个 更 精确 的 传递 函数 和 那个 在 图 3.3-4 中 所 表示 的 传递 函数 比较 一 下 。 加 速度 
计 的 传递 函数 就 是 


> Ks? 

ы = Со)? + 26/0) + 1" 
如 果 把 一 个 电动 机 当 作 一 个 积分 元 件 看 待 的 话 ( 这 也 就 是 说 , 把 电压 v 看 作 输 入 , 把 电动 
机 转子 的 转角 由 看 作 输 出 量 , 而 不 是 把 转子 的 速度 db/zz 看 作 输 出 ), 更 精确 的 传递 函数 


就 是 
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ее Жад 

s(Tws + 1)” 
也 应 该 把 这 个 传递 函数 和 以 前 在 图 3.3-1 中 所 表示 的 那个 粗略 的 近似 的 传递 函数 比较 一 
F. 以 上 这 些 传递 函数 的 分 母 都 是 一 个 二 次 多 项 式 . 这 个 多 项 式 的 各 个 常数 系数 的 意义 
和 前 面 讨论 过 的 例子 里 的 系数 的 意义 是 类 似 的 . 


Е (ғ) 


35 ”确定 频率 特性 的 方法 


在 以 前 各 节 的 讨论 里 ， 我 们 所 考虑 的 问题 的 性 质 都 是 这 样 的 ， 假定 已 经 知道 一 个 系 
统 的 详细 的 构造 ,根据 这 些 知 识 和 基本 的 物理 定律 算出 系统 的 传递 函数 F(s) 和 频率 特性 
Е (іо). 不 难看 出 ,这 种 确定 频率 特性 的 方法 是 一 种 理论 的 方法 , 它 的 结果 的 精确 度 完全 
依赖 于 我 们 对 于 系统 的 了 解 的 精确 程度 .可 是 ,在 工程 实践 中 ,我 们 往往 对 于 系统 的 详细 
构造 知道 得 很 不 充分 ; 也 有 时候, 虽然 对 系统 的 详细 构造 知道 得 很 清楚 ,但 是 系统 过 于 复 
杂 , 以 至 于 使 频率 特性 的 理论 计算 作 起 来 也 过 分 繁重 .在 这 样 一 些 情况 中 ,我 们 常常 用 实 
验方 法 来 确定 系统 的 频率 特性 。 我 们 最 容易 想到 的 方法 就 是 利用 方程 (2.3-7) 所 表示 的 
这 样 一 个 事实 : 在 频率 是 思 的 正弦 式 的 输入 下 ， 稳 态 输出 和 输入 的 比值 就 是 频率 特性 
Е (10). 输出 的 振幅 和 输入 的 振幅 的 比值 就 是 M. 输出 和 输入 的 相 角 差 就 是 6. 因此 ,如 
果 用 实验 方法 来 确定 频率 特性 就 必须 在 所 需 用 的 频率 范围 之 内 ， 对 于 若干 特殊 的 频率 值 
2 测量 振幅 比值 和 相 角 差 . 事实 上 ， 确实 也 曾经 把 这 个 方法 用 到 某 些 系统 上 去 过 ,例如 ， 
比较 简单 的 油泵 系统 2 和 相当 复杂 的 整个 飞机 的 纵向 运动 的 系统 9， 这 个 方法 的 缺点 是 : 
对 于 一 个 比较 宽 的 频率 范围 就 常常 需要 对 很 多 不 同 的 频率 % 的 值 作 很 多 的 测量 。 并 且 有 
时 候 也 很 难 测量 输出 和 输入 的 相 角 差 . 

另外 一 个 更 有 效 的 方法 就 是 : 同时 激发 起 所 有 的 频率 ， 而 不 是 对 各 个 频率 进行 个 别 
的 激发 ， 为 了 达到 这 个 目的 ， 最 好 的 办 法 就 是 用 一 个 单位 冲 量 作 输 入 ， 这 时 ， 根 据 方程 
(2.3-9), 对 于 稳定 系统 来 说 ， 


1 十 os | 
hl) 一 一 | Е (то)е'”'!до = 
2л ,一 


二 [ReF (то) созо: — ImF (iw)sinwt]ldw, (3.5-1) 
其 中 Ке 和 Im 分 别 表示 实数 部 分 和 虚数 部 分 的 符号 . 这 个 方程 的 第 二 个 等 式 之 能 成 立 
是 由 于 有 关系 式 (3.2-27) 的 缘故 。 方程 63.5-1? 表 明 , 输 入 的 单位 冲 量 均等 地 激 起 了 所 有 的 
频率 (这 也 就 是 说 ,各 个 频率 的 振幅 都 是 同一 数量 级 的 )。 当 系统 对 单位 冲 量 的 反应 А (е) 
已 经 知道 的 时 候 ( 我 们 只 要 作 一 次 实验 就 可 以 测 出 4(z)), 我 们 就 可 以 用 下 列 公式 计算 频 
率 特 性 : 


Е (10) 一 | р (2) ет аг, (3.5-2) 
Јо 


对 于 任何 一 个 固定 的 @ 值 ,我 们 都 可 以 用 数值 积分 的 方法 算出 这 个 积分 . 

然而 ,实际 上 ,一 个 理想 的 冲 量 是 很 难 真 正 作 出 来 的 。 比较 实际 可 行 的 输入 是 矩形 的 
脉冲 和 三 角形 的 脉冲 ， 就 像 图 3.5-1 所 表示 的 那样 。 这 样 一 些 脉冲 当然 不 能 均等 地 激 起 
针 有 的 频率 ， 但 是 ,如 果 我 们 把 脉冲 的 长 度 取得 相当 小 的 话 , 也 就 可 以 认为 , 已 经 相当 
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理想 地 达到 了 均匀 地 激 起 所 有 频率 的 目的 ， 西 门 斯 (Seamans) 和 他 的 同事 们 就 曾经 用 这 种 
冲 量 激发 的 方法 去 确定 一 架 飞 机 的 频率 特性 中 ,他们 还 提出 一 种 根据 测量 到 的 输出 у Со) 
计算 F (iw)》 的 近似 方法 . 克 尔 夫 曼 《Curfman》 和 格 第 内 尔 CGardiner)™ 把 这 种 处 理 实 
验 数据 的 方法 又 推广 到 输入 是 任意 形式 的 情形 中 去 . 


х(1) x(t) 


矩形 脉冲 三 角形 脉冲 
图 3.5-1 


36 ”由 多 个 环节 组 成 的 系统 


在 第 3.1 节 、3.3 节 和 3.4 节 所 讨论 过 的 那些 系统 实际 上 只 不 过 是 某 些 更 复杂 的 系统 
的 个 别 环节 而 已 。 实 际 工程 中 ,稳定 装置 和 控制 装置 所 需要 的 却 常常 是 这 种 复杂 的 系统 
以 飞机 的 横 深 运 动 为 例 。 遂 常 是 用 电流 作 控 制 副 经 转动 的 信号 。 这 个 电流 信号 就 是 一 个 
包含 放大 器 和 计算 装置 的 输入 ,在 这 个 组 合 里 当然 会 包含 有 某 种 电路 ,也 还 可 能 包含 一 些 
晶体 管 。 这 个 由 放大 器 和 计算 装置 所 组 成 的 组 合 的 运动 状态 是 由 它 的 传递 函数 Fi(s) 所 
ВЕН. 再 把 这 个 组 合 的 输出 取 作 转 动 副 愤 的 液压 伺服 马达 的 输入 ,该 压 伺服 马达 的 运 
动 状态 是 由 传递 函数 F) 所 描述 的 。 最 后 ,把 伺服 马达 的 输出 ,也 就 是 副 经 的 转动 , 取 
作 那 个 代表 飞机 的 横 深 动力 特性 的 系统 的 输入 ; 假设 飞机 的 动力 特性 用 传递 函数 Е.С) 
来 表示 ; 那么 , 横 深 动力 特性 系统 的 输出 就 是 飞机 的 横 深 运 动 了 .这 里 ,从 滚动 的 控制 信 
号 到 滚动 运动 ,在 系统 的 各 个 组 合 之 间 有 着 一 系列 的 联系 .如 果 用 x (2) 表示 控制 深 动 的 
信号 ,用 ФО) 表示 飞机 的 横 深 角 的 话 ,那么 ,相当 的 拉 氏 变换 的 关系 就 是 

Di(s) 一 Е;СУ)Е›;СӘЕ GX). 

因此 ,整个 的 横 滚 控制 系统 的 传递 函数 就 是 乘积 FGF GFC). 从 这 个 例子 也 还 能 很 
清楚 地 看 到 这 样 一 个 事实 : 一 般 说 来 传递 函数 是 有 量 纲 的 ,因为 它 是 两 个 不 同 量 纲 的 物 
理 量 的 比值 。 在 现在 的 这 个 例子 里 ,作为 输入 的 深 动 信号 是 一 个 电流 ,可 是 作为 输出 的 横 
深 角 却 是 一 个 角度 ,电流 的 量 纲 和 角度 的 量 纲 当然 是 不 同 的 . 

一 般 说 来 ,如 果 一 个 系统 是 由 п 个 个 别 的 组 合 串 联 组 成 的 (图 3.6-1). 并且 假设 这 些 
组 合 的 传递 函数 分 别 是 Е.С), Е.С), 5, FCs 5, 了,《s)， 而 放大 系数 分 别 是 К, 


ХС) YC) 


图 3.6-1 
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Kas +++, KK， 那么 ,整个 系统 的 传递 函数 FO) 就 是 
Е (5) = ЕС)Е,(5)-:-Е,(8)---Е,С5). С3.6-1) 
整个 系统 的 放大 系数 KK 就 是 
К = К.К, К, К, (3.6-2) 
从 方程 (3.6-1) 很 明显 地 看 出 , 在 一 个 系统 里 传递 函数 FCs) 的 零点 和 极点 也 就 是 各 个 个 
别 部 件 的 零点 和 极点 的 全 体 《 当 然 也 可 能 有 某 一 个 组 合 的 零点 和 另外 一 个 组 合 的 极点 互 
相抵 消 的 情形 ). 因此, 如果 再 用 方程 (3.6-2) 算 出 整个 系统 的 放大 系数 K, 传递 函数 F(s) 
就 完全 被 确定 了 . 
系统 的 频率 特性 是 Fo) = Ме, 如果 第 7 个 部 件 的 频率 特性 是 Me ууй, ЖБ 
么 ,根据 方程 (3.6-1) 就 有 
Ме = (Ме) Me'0):: -CM ‚ей 8) - - -CM cron) 
= (М.М. M,e Mp) e ITOE TOH +O) 


所 以 
log М = log М, + ю М, 十 … :十 logM, 十 … + log М, 
9 =0, +0, + --- +0, + --- + 0,. (3.6-3) 
由 方程 (3.6-3) 就 可 以 理解 在 伯 德 图 中 为 什么 要 采用 对 数 尺度 的 理由 . 采用 了 对 数 尺度 以 
后 ,就 可 以 使 寻求 系统 特性 的 工作 大 大 地 简化 ,因为 只 要 把 各 个 组 成 部 件 的 伯 德 图 线 的 坐 
标 简单 地 又 加 起 来 就 行 了 . 
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在 这 一 节 里 ， 我 们 要 介绍 控制 技术 中 的 一 个 重要 概念 : 反馈 的 概念 。 我 们 将 楼 借助 
于 最 简单 的 系统 一 一 常 系数 线性 系统 的 讨论 来 引进 这 个 概念 。 同 时 ,我 们 还 要 说 明 , 为 什 
么 采用 反馈 方法 就 能 够 使 系统 大 大 地 增加 控制 的 准确 度 ， 并 且 显 著 地 提高 对 于 控制 信号 
的 反应 速度 . 

让 我 们 以 控制 涡轮 发 电机 的 转速 问题 为 例 来 说 明 这 一 概念 的 重要 性 在 这 里 ， 最 重 
要 的 亦 求 就 是 使 转速 非常 接近 于 额定 的 固定 数值 ， 而 不 要 发 生 较 大 的 偏差 。 对 于 这 个 问 
题 来 说 ,最 初等 的 处 理 方式 就 是 所 谓 开 路 控制 的 方法 , 采用 这 种 控制 方法 的 时 候 , 我 们 就 
必须 随时 设法 使 汽 涡轮 机 所 产生 的 转 矩 、 发 电机 本 身 所 需要 的 转 矩 和 负载 转 矩 处 于 平衡 
状态 ,具体 地 说 ,我 们 可 以 这 样 作 : 随时 用 仪表 测量 负载 的 数值 ， 并 且 随 时 根据 测量 的 结 
果 调 节 汽 涡轮 机 的 阀门 。 但 是 , 可 以 想像 到 , 这 种 平衡 的 方法 不 可 能 是 完全 精确 的 , 总 会 
存在 一 个 偏差 转 矩 x* (2z) .这 个 偏差 转 矩 的 存在 就 要 使 发 电机 的 转动 产生 加 速度 .如 果 
我 们 用 уб) 表示 实际 转速 和 额定 转速 之 间 的 偏差 ， 用 工 表示 发 电机 的 转动 部 分 的 转动 
惯量 ,用 < 表示 摩擦 损失 的 阻尼 系数 。 那么 ,微分 方程 
就 是 хә С | YC) 

I = + cy =x (e). (3.7-1) J 

图 3.7-1 就 是 这 个 开路 控制 系统 的 方块 图 。 我 们 图 3.7-1 

看 到 ,这 个 系统 与 本 章 研究 过 的 一 阶 系统 是 相似 的 。 这 个 系统 的 时 间 常 数 是 1/c, 偏差 转 
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速 的 稳 态 值 和 偏差 转 矩 的 比值 是 1/с. 因为 涡轮 发 电机 的 转子 的 重量 很 大 ,所 以 了 是 一 个 
很 大 的 数值 ;但 是 ,因为 摩擦 损失 相当 小 , 所 以 “ 也 就 是 一 个 很 小 的 数值 ; 由 此 可 见 ,时 间 
常数 1/c 就 是 一 个 非常 大 的 数值 ,这 也 就 意味 着 ,任意 一 个 转速 的 偏差 都 要 保持 很 久 的 时 
间 , 而 且 很 难 使 它 迅速 地 消失 掉 . 不 仅 如 此 ,由 于 系统 的 放大 系数 1/¢ 很 大 ,所 以 ,如 果 和 希 
望 偏差 转速 相当 小 ,就 必须 要 求 偏差 转 矩 极端 地 微小 ， 不 言 而 喻 ,这 样 一 个 目的 在 于 维持 
发 电机 转速 不 变 的 开路 控制 系统 ,在 实际 工程 中 是 十 分 无 用 的 . 

现在 ,我 们 再 来 看 一 看 , 把 开路 系统 改 为 具有 反馈 作用 的 所 谓 闭路 控制 系统 以 后 , Ж 
统 的 运转 性 能 发 生 怎样 的 变化 。 进行 闭 路 控制 的 时 候 ， 我 们 使 对 系统 起 控制 作用 的 力 算 
与 被 控制 的 变数 发 生 关系 .这 也 就 是 说 ， 蒸 汽 阀 门 的 调节 不 仅 要 依据 负载 的 情况 ， 而 且 
也 还 要 和 偏差 速度 У 有 关系 .假定 控制 转 怎 的 第 二 个 组 成 部 分 与 ? REA, ШИ СЕ 
КСК > 0)， 当 转速 过 高 ,也 就 是 у> 0 的 时 候 , 就 把 阀门 关闭 起 来 , 同时 , 使 发 电机 加 
速 的 转 矩 减少 ку. 如 果 转 速 过 低 , 也 就 是 у 二 0 的 时 候 , 使 发 电机 加 速 的 力矩 就 会 增 
加 Ку. ДЕ У 的 微分 方程 就 变 为 


1.4 + ey mx— ky, 
dt 


也 就 是 

1 x + ер кй. (3.7-2) 
方程 (3.7-2) 与 (3.7-17) 唯 一 的 不 同 之 点 就 是 把 с 换 成 了 和 数 с 十 .现在 ,时 间 常 数 就 变 
№ 1/(с 十 人 ,而 偏差 转速 的 稳 态 值 与 不 变 的 偏差 转 矩 的 比值 就 变 成 1/(c 十 К). 因此 ， 
与 开路 控制 系统 相 比较 ,只 要 我 们 使 & 比 с 大 得 很 多 的 话 , 就 可 以 使 时 间 和 常数 和 偏差 转速 
大 大 地 减 小 .因为 с Rh ВЫ, ЗЕЕ Ас 也 是 很 容易 的 。 从 这 个 例子 可 以 看 到 ， 
其 余 的 条 件 都 不 必 加 以 改变 ， 只 要 把 开路 控制 系统 加 上 一 个 反馈 线路 使 它 变 为 闭路 控制 
系统 的 话 , 系 统 的 反应 速度 和 控制 的 精确 度 就 可 以 提高 很 多 ,因而 也 就 可 以 大 大 地 改进 控 
制 系统 的 性 能 . 

图 3.7-2 就 是 上 述 闭路 控制 系统 的 方块 图 。 图 中 代表 汽 轮 发 电机 的 原 有 的 传递 函数 
FC) 和 图 3.7-1 里 的 FCs) 还 是 相同 的 . 
在 图 3.7-2 里 ,我 们 还 引进 了 控制 工程 中 
的 一 个 规定 :在 表示 混合 器 (也 有 时 称 为 比 
较 元 件 ) 的 符号 “@” 旁 边 必 须 用 加 号 或 者 
减 号 注 明 混合 器 对 于 相当 的 输入 信号 的 作 
用 .例如 图 3.7-2 中 的 混合 器 的 输入 信号 
Е ХО) Яп КҮС»), 根据 图 上 标明 的 作用 符 
号 ,混合 器 的 输出 信号 就 是 X(s) 一 KY(s). 

图 3.7-2 如 果 在 两 条 线路 的 接合 点 上 只 画 了 一 个 圆 
点 ,就 表示 对 那里 的 信号 只 有 “测量 ”作用 , 并 没有 相 加 或 相 减 的 作用 (在 这 一 点 上 表示 控 
制 系统 的 构造 的 方块 图 和 普通 的 电路 图 是 不 相同 的 )， 因 此 , 图 3.7-2 表示 偏差 转速 ?在 
系统 的 输出 部 分 上 被 测量 了 , Пп Н Я ЖЕН НВ EHR RE Ау. МЕ 3.7-2 可 以 看 
出 ,闭路 控制 系统 中 包含 了 一 个 反馈 线路 ГЕС) 所 在 的 线路 ]， 因 此 ,把 整个 控制 系统 称 
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为 反馈 控制 系统 是 很 恰当 的 ， 

虽然 在 上 面 所 分 析 的 这 个 简单 的 例子 里 ,我 们 是 用 把 方程 (3.7-1) 和 (C3.7-2) 加 以 比较 
的 方法 来 说 明 反 馈 控制 系统 的 优点 , 可是, 对 于 更 复杂 的 系统 ,只 用 到 传递 函数 的 概念 的 
分 析 方 法 也 是 很 方便 的 ,在 下 面 ,我 们 就 来 说 明 这 种 分 析 方 法 . 

我 们 来 考虑 一 个 一 般 的 反馈 控制 系统 , 这 个 系统 的 构造 和 图 3.7-2 所 表示 的 系统 相 
同 , 但 是 FC) 和 Р.С) 这 两 个 传递 函数 是 任意 的 .Fi(s) 称 为 前 向 线路 的 传递 函数 ， 
FC) 称 为 反馈 线路 的 传递 函数 ,在 一 般 的 情况 下 ,输出 УС) 与 输入 ХО) 之 间 的 关系 

YC) = FOLXC) — РАДУ 

如 果 我 们 把 YC(s》 从 这 个 方程 解 出 来 ,就 得 


У тз orn | 
он а 


XE, FC) 就 是 系统 的 传递 函数 ,也 就 是 整个 系统 的 输出 与 输入 的 比值 . 
为 了 以 后 讨论 的 方便 ,把 Ri) 和 ЕС 的 放大 系数 К, 和 К, 也 明显 地 表示 出 来 ， 
我 们 把 Е.С) 和 FCs) 写成 


FCs) = KG(s), 
FCs) = К,С,(). (3.7-4) 
因为 放大 系数 玉 的 量 纲 和 传递 函数 Е Со) 的 量 纲 相 同 , 所 以 ,这 里 的 СС) 显然 是 无 量 
的 函数 .因为 G(s) 的 零点 和 极点 也 就 是 FO 的 零点 和 极点 ,所 以 ,所 有 关于 ЕС) 的 
“构造 ”的 知识 都 包含 在 СС) 里 面 了 .由 于 这 样 的 作法 ， 在 以 后 的 讨论 中 我 们 常常 把 传 
递 函 数 对 系统 所 起 的 作用 看 作 是 两 个 分 别 的 作用 的 结果 : 一 个 是 放大 系数 玉 的 大 小 所 起 
的 作用 ,另外 一 个 是 零点 和 极点 的 位 置 所 起 的 作用 ,也 就 是 G(s) 所 起 的 作用 .把 作用 进行 
这 种 划分 的 理由 ， 还 因为 有 以 下 的 事实 : 如 果 在 一 个 系统 ЕС) 中 包含 有 由 放大 器 和 计 
ЛАНА ЯНИ, А, СС) 只 与 计算 器 有 关 ，, 而 与 放大 器 无 关 ;系统 的 放大 系数 可 
认为 只 决定 于 放大 器 ， 此外， 在 系统 的 设计 里 ， 这 两 种 不 同 的 控制 作用 常常 是 互 不 相关 
у. Н, СС) 和 kK 可 以 分 别 地 加 以 改变 ,同时 也 可 以 给 以 分 别 的 考虑 . 
利用 方程 (3.7-4),《3.7-3) 就 可 以 写成 
Ушу _ F) = 天 GCC) Ес 1 
ХС») 1 + KiGiCs)K:G:(s) 11/К.С,6)] + КС)" 
假定 由 方程 (3.1-10) 所 定义 的 偏差 信号 e(z) 的 拉 氏 变换 是 EC), И 


НСО, Зы О. 1 Иже GTO 


1 

YG) YG) yr 
对 于 图 3.7-3 所 表示 的 那 种 简单 的 反馈 控制 系 
统 来 说 ,反馈 线路 的 传递 函数 FC) 就 是 1, 这 
也 就 是 说 ,在 进行 反馈 控制 作用 的 时 候 ,仅仅 对 
输出 作 了 测量 ， 并 且 直 接 把 测量 的 结果 用 作 反 
倘 信 号 ， 并 没有 把 测量 结果 加 以 任何 的 改变 
在 这 种 简单 的 情况 下 ,方程 (3.7-5) 和 (3.7-6) 就 
简化 为 图 3.7-3 


(3.7-5) 


ҮС) 


A F(s) = KGs) 
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= а 
MW) маса MUOR са 
和 
A (3.7-8) 
YC) КСС) 


在 较为 复杂 的 系统 中 , 反馈 线路 常常 不 是 一 个 ,而 有 很 多 个 ， 如 图 3.7-4 所 示 。 这 里 
共有 三 个 反馈 线路 Р.С), FG) MFG). ИЖ ҮС) 是 主 受 控 量 ,所 以 YC) 的 反馈 线 
路 Е) 常 称 之 为 主 反馈 ， 而 F) ЯП ЕСО 线路 则 常 称 为 局 部 反馈 或 内 反馈 。 至 于 
FC), 因为 它 位 于 前 向 线路 内 ,因此 它 不 是 反馈 线路 . 

应 用 上 述 基 本 公式 ， 可 以 简捷 地 写 出 这 个 系统 的 传递 函数 . 先 从 最 后 一 部 分 Е.С) 
M FC) ЖФ. ШТ ЕС) 是 F) 的 反馈 , 故 根据 〈3.7-3) 式 它 们 的 等 价 传递 函数 
是 

ндуу = 一 (3.7-9) 


1 + FFG) 
用 НХ 代替 ЕСО Е.С) 后 ,显然 :图 3.7-4 可 变换 成 网 3.7-5， 此 时 Е.С) ЯШ FC) 
Ү (з) 


图 3.7-5 
的 等 价 传递 函数 是 
ГӨ) 
1+ FEC) 
按 并 联 线路 相 加 ,串联 线路 相 乘 的 原理 , 图 3.7-5 又 可 变换 为 图 3.7-6. Та, 图 3.7-4 的 


(3.7-10) 


Н.С) 一 
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系统 传递 函数 就 可 写成 
F(s) == HiCs)H,(s)F (s) а 
1 + HiCs)HCOF Cs) + HC OH E СЕ es) 
将 式 (3.7-9) 和 (3.7-10) 代 入 式 (3.7-11) 并 化 简 后 ,得 到 系统 传递 函数 的 最 后 形式 : 


Е (ғ) __ Е.С5)Е,С5)Е С) (3.7-1 17) 
1 十 Е,СӘЕ (+) + F,(s)F ss) F Е. (5)Е2(5)Е ($) 
+ ЕКУЕ С)Е :Cs)F Cs) + Е.С )Е,С)Е,С)ЕС) 


这 个 传递 函数 是 比较 复杂 的 ,但 由 反馈 变换 规律 得 之 并 不 难 . 


(3.7-11) 
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以 前 各 节 的 讨论 中 假定 输入 和 输出 量 都 是 真实 地 代表 所 研究 诸 量 的 物理 实质 ， 它 们 
做 为 信息 互相 传递 的 时 候 未 加 以 任何 变换 ， 而 以 其 自然 的 时 间 函 数 形式 去 相互 作用 . 但 
在 实际 问题 中 ， 常 将 输入 量 或 输出 量 转变 为 其 它 形式 的 信号 以 利于 信息 传输 或 技术 上 的 
实现 . 最 常见 的 信号 变换 方式 是 所 谓 载波 调制 , 即将 真实 缓 变 信 号 x (:) 变 为 高 频 正 弦 
波 信号 的 包 络 线 , 随 高 频 信号 的 传递 ,真实 信号 x (z) 也 就 随 之 被 送 走 ， 这 种 方法 广泛 用 
ждав ШАЯН. 载 玻 调制 的 办 法 很 多 ,可 以 是 调频 , 调 相等 等 ,上 面 所 指 的 
仅 为 其 中 的 一 种 , 即 幅度 调制 

在 工业 中 ,也 有 一 些 控制 系统 采用 了 交流 信号 的 传输 方法 ,而 且 有 的 执行 机 构 能 够 直 
接 使 用 这 些 被 调制 了 的 高 频 信 号 ,而 无 需 预 先 将 高 频 信 号 内 所 包含 的 原来 信号 检 出 ( 反 调 
EID. 例如 交流 电机 《二 相 伺 服 马 达 ) 就 是 这 类 执行 机 构 的 一 种 ， 下 面 我 们 将 以 交流 系统 
为 例 来 讨论 载波 信号 作为 输入 和 输出 的 系统 的 处 理 方法 中. 

现在 我 们 来 考虑 图 3.8-1 所 画 的 伺服 系统 。 这 个 系统 的 设计 目的 就 是 要 求 电 动机 的 
转角 中 随 着 输入 信号 变化 .系统 的 输出 角度 由 是 用 一 个 电位 计 来 测量 的 . 电位 计 - 上 的 电 
压 就 是 反馈 信和 号。 在 这 个 系统 内 的 电动 机 ， 放 大 器 以 及 电位 计 上 的 电流 和 电压 都 是 已 调 
幅 的 正弦 波 , 也 就 是 说 ,它们 都 是 频率 不 变 而 振幅 随时 间 变 化 的 正弦 函数 .假定 它们 的 频 


振荡 器 


图 3.8-1 
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率 是 wm。 基 本 的 交流 电流 由 振荡 器 供给 ， 这 就 是 交流 伺服 系统 的 一 个 例子 . 在 一 定 的 条 
件 下 《下 面 我 们 就 要 讨论 到 这 些 条 件 )， 以 前 的 理论 中 有 很 大 一 部 分 也 可 以 应 用 到 这 种 系 
统 上 来 . 

我 们 先 来 考虑 常 系数 线性 系统 在 已 调幅 的 正弦 式 的 输入 信号 作用 下 的 一 般 的 稳 态 理 
№. 这 里 所 说 的 “ 稳 态 "是 对 于 调幅 信号 是 单纯 的 正弦 式 时 间 函 数 的 情况 而 言 的 ， 假 设 示 
调幅 的 载波 是 cos wot。 在 这 里 我 们 虽然 把 载波 的 相 角 取 作 零 ,但 是 并 不 影响 讨论 的 普遍 
Е. 既然 已 经 把 载波 写成 实数 形式 ， 为 了 方便 起 见 显 然 应 该 把 调幅 信号 写成 复数 形式 
e*。 这 时 已 调幅 的 载 疲 就 是 


x Ct) = e™ cost = = [eite 十 сотор, | (3.8-1) 
如 果 系 统 的 传递 函数 是 F(s)， 按 照 方 程 (2.3-7) 系统 的 稳 态 输出 Гу Со) ]s 就 应 该 是 
Ly Ce) ] = > [Е Со + те + Е (тю — ime] ей, (3.8-2) 


对 于 实际 的 系统 ， 函 数 РС) 通常 是 * 的 两 个 实 系 数 多 项 式 的 比值 所以， 正如 方程 
《3.2-2) 上 所 表示 的 那样 


F(—iw) = Е (iw), (3.8-3) 
х, у = Бана НН. Alk, 27 С3.8-2) ЈА А A5 R 
> [Е*С1о) ей + Е *С— iw) |е‘, (3.8—4) 
其 中 
Е*(:0) = Е(іо + iw). (3.8-5) 
现在 我 们 假设 系统 具有 以 下 的 性 质 : 
Fliw + iw) = ЕС — ію), (3.8-6) 


这 时 ,表示 式 (3.8-4) 就 可 以 写成 下 列 形状 : 
Е* (іо) еі соз сот, 

这 个 结果 表明 : 如 果 另 外 有 一 个 对 于 频率 是 @ 的 输入 ,频率 特性 是 FCG) 的 系统 , 当 条 
件 式 (3.8-6) 被 满足 时 ,原来 系统 对 于 已 调幅 的 载波 式 (3.8-1) 的 振幅 的 频率 特性 F*(iw) 
与 那个 系统 的 频率 特性 是 完全 相同 的 .利用 线性 系统 的 可 全 加 性 ， 可 以 把 以 上 的 讨论 结 
果 推 广 到 更 一 般 的 输入 函数 上 去 ， 因 为 很 多 种 输入 函数 都 可 以 用 传 里 叶 级 数 或 傅 里 叶 积 
分 表示 出 来 ， 如 果 在 输入 调幅 信号 <C) 的 传 里 时 谱 的 最 重要 的 部 分 上 ， 方程 (3.8-6) 至 
少 都 能 近似 地 成 立 , 那 么 ,已 调幅 的 输出 信号 的 振幅 对 于 输入 信号 而 言 的 频率 特性 差不多 
就 是 F*(iw)， 反 馈 系 统 的 性 能 可 以 完全 由 频率 特性 所 决定 ,既然 现在 频率 特性 的 近似 值 
是 F*(iw)， 所 以 ,利用 频率 特性 研究 系统 性 能 的 方法 完全 可 以 应 用 到 交流 系统 上 来 ， 唯 
一 的 区 别 只 是 在 进行 分 析 时 把 FGo) 用 F*(iw) = FGzo + iw) 来 代替 . 

如 果 我 们 不 考虑 某 些 过 于 简单 的 情形 (例如 ,单纯 的 电阻 ), 那么 ,根据 方程 (3.8-37 就 


有 

Fliw + io = F(= io — io. 
这 个 关系 和 条 件 式 (3.8-6) 是 不 同 的 , 所 以 ,不 可 能 对 于 所 有 的 实 % 值 都 能 精确 地 满足 笨 
件 式 C3.8-6) 或 者 ,稍微 改变 一 下 我 们 的 看 法 , 可 以 这 样 说 ,如 果 两 个 物理 系统 的 频率 特性 
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分 别 是 F*Go) M F(iw)， 那 么 ， 关 系 式 (3.8-5) 不 可 能 对 于 所 有 实 @ 值 都 严格 地 被 满 
е. 但 是 ,对 于 特定 的 输入 信号 而 言 ,在 它 的 什 里 叶 谱 的 主要 部 分 上 ,完全 可 能 有 ,而 确实 
也 往往 有 一 个 足够 大 的 @ 的 范围 ,在 这 个 范围 之 内 , 条 件 式 (3.8-5) 可 以 近似 地 被 满足 .在 
以 下 的 讨论 中 我 们 就 会 看 到 这 种 情况 . 
我 们 考虑 一 个 频率 是 w 时 由 电感 工 与 电容 C 串联 起 来 的 阻抗 Z， 
1 
Сю’ 


= 110 — 1 
i (1 Г. Со? j: 
如 果 我 们 使 工 和 < 的 大 小 满足 下 列 条 件 
о 一 — 5 (3.8-7) 


2 = 110 + 


2 
2 = iLw (1 = 2 = iL(w’ — wo) (1 + 2), 
w w 


如 果 o 一 o=o 相当 小 ,或 者 说 о + o 与 о„ 相当 接近 , 则 
Z 22 121,(ю' — в) = i2 Lo, 
这 个 关系 表明 : 当 频 率 是 o 一 ww t о 时 ,满足 方程 (3.8-7) 的 电感 工 与 电容 C 的 串联 组 
合 的 阻抗 差不多 就 等 于 电感 2L 在 频率 是 时 的 阻抗 ， 
类 似 地 ,如果 满足 条 件 式 (3.8-7), 电感 工 与 电容 C 的 并 联 组 合 的 阻抗 Z 也 就 满足 下 
列 关 系 : 


= i2C (w 一 oo) 一 12Co， 

因此 ,在 频率 是 w = о + о 时 , 工 与 C 的 并 联 组 合 的 阻抗 差不多 就 等 于 电容 2C 在 频率 
是 % 时 的 阻抗 . 

一 个 单纯 电阻 的 阻抗 当然 是 与 频率 没有 关系 的 ,所 以 它 在 频率 是 o 十 о» 时 的 阻抗 和 
它 在 频率 是 @ 时 的 阻抗 是 相等 的 。 因 此， 如 果 已 经 有 了 一 个 由 电感 ， 电 容 和 电阻 组 成 的 
物理 系统 ， 这 个 系统 的 传递 肖 数 是 FG). 我 们 把 这 个 系统 里 的 每 一 个 电感 工 部 用 电感 
Li 一直 L 与 电容 С, = 2/1 的 串联 组 合 来 代替 ; 把 系统 中 的 每 一 个 电容 C 都 用 电容 
С,=%С 和 电感 Д, = 2/Со; 的 并 联 组 合 来 代替 ;所 有 电阻 都 不 予 变动 ;这 样 一 来 ,我 们 
就 得 到 一 个 新 的 系统 ,这 个 系统 的 传递 函数 就 是 F(s)， 只 要 % 值 足够 小 , 方程 (3.8-6) 的 
关系 就 可 以 近似 地 满足 。 以 上 所 讲 的 由 F*(s) 变 到 ЕС) 的 作法 就 称 为 把 传递 函 效 提 
高 一 个 频率 o. 

WR о 是 振荡 问 所 供给 的 电流 的 频率 ,很 显然 ;系统 中 各 个 电流 和 各 个 电压 都 是 载 
波 соз wot НБ ИН. 因此 ,根据 以 上 的 结果 立刻 就 得 出 下 列 的 方法 : 如 果 我 们 想 为 一 
个 交流 系统 设计 一 个 放大 器 ,我 们 只 要 先 为 一 个 直流 系统 设计 一 个 合适 的 放大 器 ,然后 再 
按照 上 述 的 方法 把 系统 提高 一 个 频率 в, 就 可 以 了 。 
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正如 我 们 所 提 到 的 那样 ,以 上 的 讨论 中 用 到 不 少 各 种 各 样 的 近似 方法 ,所 以 得 到 的 结 


果 也 不 是 绝对 精确 的 。 如果 想 对 交流 伺服 系统 作 一 个 详尽 严密 的 讨论 ， 就 必须 把 这 些 近 
似 方法 所 引起 的 误差 加 以 分 析 , 然 后 根据 实际 问题 所 要 求 的 精度 ,确定 这 些 方法 的 可 用 程 
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第 四 章 ”控制 系统 分 析 


假定 一 个 控制 系统 的 结构 为 已 知 , 求 出 系统 的 运动 方程 之 后 ,对 这 个 系统 的 动态 性 能 
进行 研究 并 给 出 评价 , 这 就 是 分 析 问 题 。 至 于 如 何 设计 这 个 系统 , 使 它 具 有 指定 的 性 能 ， 
满足 某 些 特定 的 要 求 ， 这 就 属于 综合 问题 的 范畴 了 .研究 控制 理论 的 最 终 目 的 是 学 会 设 
RA. 但 是 ， 分 析 是 综合 的 基础 . 对 于 一 个 系统 的 运动 规律 ， 只 有 了 解 了 它 的 特性 之 
后 , 才 有 可 能 进而 改造 它 , 使 它 满足 我 们 的 需要 .通过 对 大 量 系统 的 分 析 , 我 们 又 可 以 总 
结 出 一 些 典 型 性 的 共同 规律 ,后 者 又 指导 我 们 如 何 去 设 计 具体 系统 . 总 之 ,我 们 要 从 分 析 
理论 开始 . 

对 控制 系统 的 第 一 个 要 求 是 稳定 性 。 从 物理 意义 上 说 ， 就 是 要 求 控制 系统 能 稳妥 地 
保持 预定 的 工作 状态 ,在 各 种 不 利 因素 的 影响 下 不 至 于 摇摆 不 定 , 不 听 指 挥 .分 析 系 统 的 
稳定 性 是 一 个 老 问题 . 早 在 十 九 世纪 末期 ,在 力学 中 就 广泛 研究 了 运动 的 稳定 性 问题 , 研 
究 过 这 一 问题 的 有 法 国 数学 家 潘 卡 来 和 俄国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 ， 他 们 所 提出 的 理论 和 方 
法 直到 今天 仍 不 失 其 意义 而 为 大 家 所 广泛 使 用 中 于 。 在 自动 控制 理论 中 也 沿用 了 他 们 的 
理论 ， 但 在 计算 方法 上 有 所 发 展 。 本 章 内 我 们 首先 介绍 稳定 性 的 古典 定义 和 几 种 系统 稳 
定性 的 判 据 准 则 ， 然 后 再 研究 其 它 几 种 动态 性 能 . 


4.1 稳定 性 定义 及 李 雅 普 诺 夫 直 接 方 法 


现代 力学 和 控制 理论 中 ,至 今 沿用 李 雅 普 诺 夫 早 在 1892 年 提出 的 稳定 性 定义 路 。 下 
面 我 们 可 看 到 ,这 个 定义 的 优点 是 它 反 映 了 客观 存在 着 的 大 量 实际 问题 的 特点 ,并 且 把 一 
个 定性 问题 转变 为 一 个 定量 分 析 问 题 去 研究 . 
设 受 控 对 象 的 运动 方程 组 是 
ах 


Еч = ҺО х›› Жи 2) 

d 

T жа fsCx1, Xas Хз,*°*, Хи» t), 

dxan __ 

a es Хэу 775 Kns 1). (41-1) 


而 (г) = Сх, (0), х (е) 55 х„@)) 是 它 的 某 一 特定 的 运动 ， 即 后 者 是 方程 组 (4.1-17 
的 特 解 ,初始 条 件 是 xG) = ж. 方程 组 右 端 的 诸 函 数 р 是 有 界 , 连 续 可 徽 和 各 自 变 量 
的 单 值 函 数 . 对 一 个 特定 运动 的 稳定 性 定义 可 叙述 如 下 : 若 给 定 一 个 任意 正 数 e>0, 总 
存在 一 个 大 于 零 的 数 5, 当 初始 条 件 хо 在 t= o 时 刻 的 变化 бж 之 长 度 5xoll 小 于 5 
时 , 方程 组 《4.1-1) 的 相应 的 解 的 变化 在 t> t 的 任何 时 刻 上 5x Со) 1 ЛУР s， 则 称 方 
程 组 (4.1-1) 的 这 一 特定 运动 是 稳定 的 。 现 用 图 4.1-1 来 说 明 这 一 定义 . 设 系 统 的 初始 状 
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图 4.1-1 


态 为 zx， 那么 式 (4.1-1) 有 唯一 解 x(z) , 图 中 粗 线 表示 这 个 特定 的 运动 。 现 将 运动 的 初 
始 条 件 ж 加 以 改变 , 其 变化 为 дж, 即 新 的 初始 条 件 为 xo 十 5xo。 这 一 新 的 初始 条 件 对 
应 一 个 新 的 运动 za), =(ь) = ж + sxo。 如 果 对 任意 给 定 半径 为 s 的 “球体 ”, 在 任何 
时 刻 z 以 x( 为 球 心 , 沿 此 特定 运动 迁移 ,可 以 在 z 和 附近 指出 一 个 以 5 为 半径 的 球 ,在 
» 时 刻 自 球 内 的 任何 点 出 发 的 运动 轨 线 ,以 后 对 任何 时 刻 上 > и, AERE = 球 的 范围 ， 
此 时 称 运动 x(z) 为 稳定 。 反 之, 则 称 此 运动 x (z) 为 不 稳定 。 其 次 , 若 存在 一 个 5 R, 
5 7> 0， 以 其 内 任意 点 为 出 发 点 的 运动 均 随 时 间 的 增 大 而 无 限 趋 于 х(), ХЕ] хб) 
为 渐 近 稳定 . 对 这 一 定义 ,我 们 应 注意 下 面 几 点 : 首先 ,这 一 定义 包括 了 >t 的 一 切 时 
刻 的 系统 的 行为 ，: 一 co 也 包括 在 内 ;其 次 , 定义 中 只 谈 特 定 运动 的 稳定 性 ， 而 不 提 系 统 
的 稳定 性 , 这 是 因为 一 般 系 统 中 常 可 能 同时 存在 两 类 运动 ,一 类 是 稳定 的 , 另 一 类 却 是 不 
稳定 的 . 这 时 所 谓 系 统 的 稳定 性 即 没 有 意义 了 .只 有 线性 系统 是 例外 ， 在 这 里 各 种 不 同 
的 运动 具有 共性 ,要 么 全 体 稳 定 , 要 么 全 体 不 稳定 . 所以, 只 有 对 线性 系统 可 以 一 般 地 提 . 
系统 是 否 稳 定 ， 这 一 点 对 于 初学 者 十 分 重要 ,要 避免 混淆 .当然 ,也 有 一 类 特殊 的 非 线性 
系统 , 它 的 一 切 运动 都 稳定 , 称 为 系统 全 局 稳定 或 绝对 稳定 

当 已 知 系统 的 运动 方程 式 后 ， 如 何 用 分 析 方 法 去 判断 某 一 运动 的 稳定 性 呢 9 李 雅 普 
诺 夫 稳 定性 理论 对 这 一 问题 提出 了 两 个 判定 原则 :一 次 近似 判 握 方 法 和 直接 方法 . 为 了 
介绍 这 两 个 方法 , 须 对 原 方程 组 做 一 些 变换 . 

< x(z) 是 对 应 于 初始 条 件 хо 的 运动 ， 而 200) 是 对 应 于 初始 条 件 хо + ôx 的 
运动 . 现 取 5x( = ж) 一 x(z)， 它 应 该 满足 下 列 向 量 方 程式 : 


AXUL L REC), 0 — Ка), 0) 


= f(x) + öxl), г) — flx lt), г) 

= g(x (z), 1), EXC) = 8x. (41-2) 
当 6xo 一 0 时 ,显然 x(x) = 0. 因此 , 常 称 x( 或 5x(z) = 0 的 运动 为 未 受 扰 运动 ， 
而 2(2) 或 xG) =0 的 运动 称 为 受 扰 运动 . 由 此 可 知 ,研究 方程 组 (4.1-1) 中 ж (г) 的 
运动 的 稳定 性 与 研究 方程 式 《4.1-2) 的 解 sx (z) =0 的 稳定 性 等 价 . 所 以 , 通常 以 研究 
式 (4.1-2) 的 零 解 稳定 性 代替 前 者 . 

由 于 假定 Heei tto Xas 0) 是 连续 可 微 函数 ， 所 以 当 вх) 的 各 个 分 量 为 足够 小 

时 , 式 44.1-22 右 端 可 以 展 成 
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Hx _. дуд 4-а, 0), (4.1-3) 
t 


其 中 A) = (а (0)) Я nX n ИУ, НЕ к() 包括 二 次 和 一 切 大 于 二 次 的 项 的 总 
和 ,方程 式 
Y= ACY (41-4) 


称 为 对 方程 式 (4.1-2) 和 (4.1-3) 的 一 次 近似 。 李 雅 普 诺 夫 第 一 近似 方法 是 首先 研究 线性 
方程 (4.1-4) 的 稳定 性 ,然后 再 根据 式 (4.1-4) 的 稳定 性 推 知 式 (4.1-2) 的 零 解 稳 定性 . 关于 
这 一 问题 我 们 将 在 下 节 内 详细 讨论 . 
为 了 了 解 李 雅 普 诺 夫 直接 方法 , 先 引 进 几 个 概念 . 
在 零点 附近 连续 可 微 的 = 元 函数 VO +++, ys) 称 为 正定 函数 , 是 指 存在 一 个 以 原 
点 为 中 心 的 4 球 |У| <А, ВЕКЕ 
>0, у>0, 


ЖУ „уып 
若 在 此 球 内 当 y гео У > 0， 则 称 (у) 为 非 负 ， 若 前 式 内 之 符号 “大 于 ” 改 为 “小 


于 ” 则 称 VO ARE. AERA У < 0 时 称 它 为 非 正 . 
现在 我 们 研究 自治 系统 


ФУ — Қу), Ко 一 0 (41-5) 


的 零 解 稳定 性 。 直 接 方法 的 判别 准则 是 : 
(1) 着 对 方程 式 (4.1-5), 能 找到 一 个 正定 连续 可 微 函数 VCy), 使 得 方程 式 (4.1-5》 
所 决定 的 了 的 全 导数 
а= 2192 iiag Срб) = (най, Ж) 
是 非 正 , 则 方程 (4.1-5) 的 零 解 稳定 . 
(2) 着 上 面 找 出 的 正定 函数 的 全 导数 为 负 定 , 则 方程 (4.1-5) 的 零 解 浙 近 稳 定 ， 
(3) 如 果 对 方程 式 (4.1-5) 能 找到 一 个 函数 VO) ,其 相应 的 全 导数 为 正定 ,而 在 以 原 
点 为 中 心 的 任意 小 球 内 函数 了 总 能 取 到 正 值 , 则 方程 式 的 零 解 是 不 稳定 的 . 


i rO 


图 4.1-2 
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上 面 三 条 准则 的 证 明 方 法 类 似 ,这 里 只 对 第 一 个 判别 准则 做 一 几何 说 明 (图 4.1-2). 
№ VO) 在 4 球 内 Cyl < 为 正定 ,而 非 正 。 此 时 对 任意 小 的 > 0， 令 


т = тіп ГСУ). 


e<l yll <% 
因为 V(y) 在 原点 为 零 , 所 以 在 以 8 为 半径 的 球 内 必定 能 找到 一 个 ?小 球 , ( 即 => б), 
在 这 个 5 小 球 内 0 < ГСУ) < т. AYO 的 初始 条 件 yo 位 于 5 RA MA VO) < т, 


亦 即 yd <=. EX, 在 4 球 内 人 <0， 以 任何 位 于 4 球 内 的 点 为 初始 条 件 时 


VCO (2) ) 之 值 不 随时 间 增 大 而 增 大 。 W VOO) 永远 小 于 m， 也 就 是 说 уб) 对 任 
何 2 总 位 于 e 球 内 .后 者 正 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定义 所 要 求 的 条 件 . 

上 面 讨论 了 自治 系统 的 稳定 性 判 握 。 对 非 自 治 系 统 , 即 方程 式 右 端 含 变数 上 的 系统 ， 
上 上述 法 则 仍 可 适用 . 但 是 对 非 自治 系统 ,欲求 到 这 样 不 含 : 的 了 函数 一 般 是 比较 困难 的 ， 
而 必须 将 了 函数 的 选取 范围 放宽 . 为 此 ,对 函数 了 的 定义 作 某 些 补充 . 

п 十 1 {ШЕН ДЫ Уб; х), ЖУР >t, 和 æl <A 的 球 内 ,并 设 对 
任何 >w УС; 0) =0. WA А> 0 和 存在 ,并 有 不 依赖 + 的 正定 函数 (х) 存 
ТЕ, ЕТЕ А RANAR И-И С У-и) JEE СЕ), 则 称 Убу; ж) 为 正定 函数 ( 负 定 函 
数 ). 


其 次 , 设 了 为 有 界 范 数 , 对 任何 一 个 e>0 A% 5 0 存在 ,使 对 任何 +2 ж, 在 6 
球 内 总 有 不 等 式 |Уб;х)| <e, WE ГС; x) 为 有 无 限 小 上 界 。 一 切 不 含 上 之 正定 函 
数 均 有 无 限 小 上 界 . 

对 非 自治 系统 有 下 列 关 于 稳定 性 的 判 据 准则 : 

(4) 如 果 对 于 方程 组 


= 2(1, у), gG, 0) = 0, (4.1-6) 


AEEA VG, у) 存在 ,后 者 具有 无 限 小 上 界 , 且 其 由 式 (4.1-6) 所 确定 的 全 导数 


aV т OV V 
= = У) (бу) 十 二 一 4.1-7 
i ду, 8 у) г C ) 


为 负 定 , 则 式 (4.1-6) 的 未 受 扰 运动 У =0 为 浙 近 稳定 ， 

(5) 如 果 对 于 式 (4.1-6) 有 这 样 的 函数 Vy) 存在 , 它 有 无 限 小 上 界 ， 纪 ”为 正定 
而 对 一 切 222, ИС; у) 在 任意 小 的 8 RARE. 此 时 式 (4.1-6) 的 未 受 扰 运 动 不 稳 定 . 

这 两 个 判 据 准 则 的 几何 意义 与 前 述 判 所 (1) 一 (3) 相似。 它们 的 严格 证 明 可 参看 文 
АО, 

值得 注意 的 是 ， 上 列 五 种 稳定 和 不 稳定 判 据 只 需 根据 运动 方程 式 右 端的 函数 形式 和 
函数 了 的 性 质 ， 而 无 需求 出 方程 式 的 全 解 ， 这 特别 对 一 些 不 可 能 用 分 析 方 法 求 出 解 的 非 
线性 方程 或 线性 变 系数 方程 有 重要 意义 。 但 是 , 由 于 上 列 各 条 是 充分 条 件 ， 为 了 判别 稳 
定性 必须 寻找 出 一 个 具有 相应 特性 的 函数 了 遗憾 的 是 , 普遍 可 用 的 构造 函数 的 方法 
却 不 存在 ,对 一 些 较为 复杂 的 非 线性 系统 ,要 求 出 了 函数 是 一 件 十 分 困难 的 任务 ， 只 有 对 
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某 些 线性 系统 和 简单 的 非 线性 系统 才 有 较为 通用 的 方法 可 循 . ПН 


方法 的 有 效 性 ,下 面 举 两 个 例子 . 
首先 研究 单 摆 的 平衡 位 置 的 稳定 性 .从 力学 中 我 们 知道 ， 它 的 准确 的 运动 方程 式 是 
ФФ 一 ку И q 一 
y sin 由。 (4.1-8) 
命 p 一 x， z 一 y， 上 式 可 改写 为 方程 组 ， 
dx 一 
Ji Y> 
Y ыы —— я 
dt l ыы 


取 Vle, у) = су + га — созх). PRCE 0 过 x <r 范围 内 为 正定 函数 , 对: 


的 全 导数 
ат _ _ e Е 
4 = ах) + у ; sinx == 0, 
故 为 非 正 ， 由 准则 《17 可 知 , 单 摆 的 平衡 位 置 是 稳定 的 ,而 不 是 渐 近 稳定 。 
再 研究 变 系数 系统 
ах 4х ЯС Е 
р с м в. (4.1-9) 


的 零 解 的 稳定 性 . 命 =), LATSAJEA 


t 


йў „.„ (С соз; 一 1)x — 2y. 
dt 


设 Иб, у) = 二 t C yD. 显然 ,为 正定 函数 ， 而 


к == ху + (х + у)Су + (соз; — 1)х — 2y) 
t 


= — (y? + (1 — соѕг)ху + (1 — соз2)х2) < 0, 
故 5 是非 正 函数 ， 故 系统 式 (4.1-9) 的 x 三 0 的 解 是 稳定 的 . 
最 后 ,再 讨论 一 个 不 稳定 运动 的 例子 。 设 某 一 受 扰 运 动 的 方程 式 为 


ЕЕ ро ОНИ 
4 С1 + 2)? Су" 

dy 1 г 

ы ы E иш 41-10 
di ET п. ‹ ) 


За 
+ 


RAŽ V(x, У» Э! == т + УЕ r, 


显然 有 (+2 z — ry + day? }х + уйк + ey + ау) 
dt pl 
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ау 2 22 г; 
__ = е 
dt 1+; Q +z? 


由 于 7 是 正定 函数 ,有 无 穷 小 上 界 ME 也 是 正定 的 ， 由 准则 (5) 可 知 ， 系 统 式 《4.1-10》 
的 未 受 扰 运动 х=0, у=о 为 不 稳定 . 


4.2 常 系数 线性 系统 的 稳定 性 及 第 一 近似 方法 


我 们 在 本 节 内 将 详细 讨论 线性 常 系数 系统 的 稳定 性 .研究 方程 式 


а" Г 4 
ер ааа + ... + а + шу = 0, а, % 0, (42-1) 
如 在 第 二 章 内 所 指出 的 , 它 可 以 化 为 一 个 方程 组 
ЧУ — ду. (42-17) 
dt й 
HPE A 的 元 素 由 式 《4.2-1) 的 系数 排列 组 成 : 
0 1 0 I.. 0 
0 0 1 не 0 
A= 
0 0 0 0 1 
lo a а; 22-1 
а, Aan а, а, 2 


ПИН у Е уу, у 全 等 等 ， 读 者 容易 检查 , 下列 三 个 特征 方程 式 完全 等 
И ) 第 一 章 传 递 函数 式 (2.2-8) 的 分 母 DO) 一 0. 

(2) 由 式 (4.2-1) 得 到 的 方程 

ah” + apah”! + + ай + а, = 0, 
(3) 由 式 (4.2-1) 之 矩阵 构成 的 行列 式 
| 4 一 2Е | = 0. 

首先 指出 线性 系统 的 一 个 重要 特性 , 任 一 线性 系统 , 若 其 零点 是 稳定 的 , 则 它 的 任何 
一 个 未 受 扰 运 动 都 是 稳定 的 。 反 之 亦 真 , 若 其 零点 不 稳定 , 则 任何 -一 个 未 受 扰 运动 都 是 不 
稳定 的 。 这 是 因为 对 任何 特定 的 运动 ,其 受 扰 运 动 的 方程 式 与 原 方程 式 无 异 。 因 此 ,我 们 
可 以 讲 系统 的 稳定 性 . 

根据 第 二 章 对 常 系数 方程 式 的 讨论 可 知 : 

(1) 如 果 特 征 方程 的 根 都 有 负 实 部 ,或 者 说 传递 函数 的 极点 均 在 左 半 平 面 , 则 系统 是 
渐 近 稳定 的 . 

(2) 如 果 特 征 方程 那 怕 有 一 个 特征 根 的 实 部 为 正 , 则 系统 不 稳定 . 

(з) 如 果 特 征 方程 的 所 有 根 的 实 部 不 大 于 零 ， 而 等 于 零 的 特征 根 所 对 应 的 约 当 块 为 
一 阶 的 ,( 或 实 部 等 于 零 的 特征 根 是 一 重 的 ) 则 系统 是 稳定 的 。 反 之 ,系统 是 不 稳定 的 . 

对 于 常 系数 线性 系统 的 稳定 性 研究 ， 应 用 李 雅 普 诺 夫 直接 方法 颇 为 方便 此 时 李 雅 
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普 诺 夫 函数 VO) 总 可 以 是 正定 的 二 次 型 . 对 常 系数 系统 有 下 列 事实 : 如 有 果 特 征 方程 的 
根 都 有 负 的 实 部 ,那么 必 存 在 一 个 正定 二 次 型 


Vly) = (Ну, у) = >! Ву; 
使 它 对 z 的 全 导数 等 于 


dV z 
Ky = —>)ж. (4.2-2) 
izi 


反之 , 若 方程 式 (4.2-1) 存 在 一 个 正定 二 次 型 ,使 式 (4.2-2) 成 立 , 那 么 特征 方程 的 所 有 根 均 
EAKR. 


令 


уу) 一 | (Geo ety)a = | ety, ууй 


== 5; | Nag Ct) ycypdt = x Aupyuyp， (4.2-3) 
а,Ё=1 


а,В=1 


式 中 у 为 相 空间 内 任意 固定 的 点 ，%eg (0) 是 矩阵 et 的 元 的 函数 .因为 所 有 的 4 
的 特征 根 均 有 负 实 部 ?, 故 积分 А Тов (id 收敛 . 现 令 式 (4.2-3) 之 向 量 y 按 方程 式 (4.2-1 7 
之 解 移动 ,于 是 

Very) = | ем, y)dr = | CTW Y, уд, 


dV _ dV Cey) 
dt dt 
这 就 证 明了 上 述 断 言 的 第 -一 部 分 . 
再 设 这 样 的 二 次 型 已 找到 , 它 是 VO) = (Ну, y). WA HÆRER EE, 故 其 所 
有 特征 根 均 为 正 实数 ， 令 M ,m 分 别 为 最 大 和 最 小 的 特征 根 。 从 代数 学 中 我 们 知道 有 不 
等 式 


| 一 一 GO 一 一 ly 


M [у > (Ну, у) > тур, 


ау 1 
—— = —(у, у) < — — ИО. 
t M 


而 


解 上 述 不 等 式 有 
ceMCed4y) < Убу), 


或 者 т т 
У(е&уу<е МУ(уу< Ме М |у, 
此 外 由 
(у, у) < 一 (Ну, у) 
可 得 


1 -2 
еу < È и(е у) < М ем |у, 
m m 


1) 若 和 是 4 的 特征 根 , 则 它 也 是 4 的 特征 根 , 于 是 24 是 AtA RER, ЕЯ. 
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或 者 
BN 


因此 ,所 有 系统 的 解 ,都 以 指数 速度 向 零 衰 减 ,这 就 证 明了 系统 的 一 切 特 征 根 均 有 负 实 部 . 
由 上 面 的 讨论 可 知 ， 用 二 次 型 做 为 李 雅 普 诺 夫 函数 去 判 据 线性 常 系数 的 稳定 性 是 有 
足够 根据 的 ， 问 题 是 如 何 求 出 矩阵 妃 ， 亦 即 如 何 求 出 函数 了 .为 此 ,再 来 研究 式 〈4.2-2) 
显然 ， 
ау 


> == (НАУ, у) + (НУ, Ау) == — (у, У), 


AWUR AEFIA 
НА + АН = —E, 
从 这 个 矩阵 方程 中 解 出 好 后 ,函数 VO) 随即 求 出 . 
利用 这 些 结果 可 以 讨论 非 线 性 系统 的 稳定 性 ， 这 就 是 李 雅 普 诺 夫 第 一 近似 方法 ， 这 
个 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 设 控制 系统 的 运动 为 下 列 非 线 性 方程 组 所 描绘 


= Кх), 0) = 0. (4.2-4) 
РА 
ТА ЕРА Сх) 的 每 个 分 量 为 二 次 可 微 。 从 高 等 数学 中 可 知 , 上 式 右 端 可 展 为 
= Ах + @(0,х), (4.2-5) 
£ 


其 中 


А = Eai g: = (Bix, х), 
їй 
В; == [2 PEN, 0 一 6 一 1. 
2 Өх„Өх» 
方程 (4.2-5) 的 线性 部 分 


я 
“У -= ду (4.2-6) 
di 


称 为 一 次 近似 方程 , 或 称 为 线性 化 方程 。 现 在 可 以 根据 式 (4.2-6) 的 稳定 性 判断 非 线性 系 
统 式 (4.2-4) 的 零点 稳定 性 . 

如 果 系 统 式 (4.2-6) 是 浙 近 稳定 的 , 则 式 (4.2-4) 的 零 解 也 是 浙 近 稳定 的 。 反 之 , Жо 
《4.2-6) 的 特征 根 中 那 怕 有 一 个 根 有 正 实 部 , 则 式 (4.2-4) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

这 个 断 语 的 第 一 部 分 的 证 明 很 简单 , 设 系统 式 (4.2-6) 渐 近 稳定 , 则 必 有 一 个 正定 二 
次 型 了 ， 使 


ІА 
м = — (y, y). 


V) = (Hy, у), Е 
现 用 此 二 次 型 作为 式 (4.2-5) 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ,对 它 求全 导数 后 有 : 


40) _ ча i Oy GFN a 
г (х, х) 十 Р? (> - Ла Ds т) Хв. 
右 端 第 二 项 所 含 的 每 一 被 加 量 起 码 是 关于 Xas & = 1,2..., n, 的 三 次 项 ,每 项 系数 都 是 
有 界 的 , 故 在 零点 的 足够 小 的 附近 有 不 等 式 
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dV 1 1 
— < — |А] + —([х = || 


成 立 ， 因 此 函数 ©” 是 负 定 的 . 根据 前 节 的 判 据 法 则 C1) 可 知 ,系统 式 (4.2-4) 的 零 解 是 浙 
近 稳 定 的 。 对 前 述 断 语 的 第 二 部 分 的 证 明 方法 与 第 一 部 分 类 似 . 
这 个 一 次 近似 方法 给 工程 中 常用 的 线性 化 方法 提供 了 理论 基础 ， 因 此 其 应 用 十 分 广 
泛 ， 在 以 后 讨论 非 线 性 系统 时 ,我 们 还 将 使 用 这 个 方法 . 现 举 例 说 明 此 方法 的 有 效 人 性 . 
设 有 一 系统 。 由 一 线性 部 分 РО) 一 Г 和 一 非 线性 部 分 и = Се) 组 成 . 现 试用 
一 次 近似 法 分 析 系 统 的 稳定 性 .显然 ,系统 的 运动 方程 式 为 (图 4.2-1) 
XC) = ЕСИ), 
u =К®), 
8 = р — к, (4.2-7) 
AF X, U 分 别 为 变量 x, и 的 象 函数 . 现 研究 系统 的 零点 稳定 性 , ОХ g= 0. 将 x* 和 
х 自 方 程式 内 消 掉 后 ,有 方程 式 
а" 十 a, ZE 
di” 4171 
设 函 数 f(g) 在 零点 附近 足够 光滑 , 使 其 可 展 为 Ка) = Ke + Ket +++, RAK 
(4.2-8) 后 有 


а, 


+: + ав == —К=). (4.2-8) 


а" 


жас К +++ + ав == СК, + КЕ + +++), 
p" 
或 者 
н + +++ + (а + Кое = Ке? + +, С4.2-9) 

т 

利用 一 次 近似 法 , 若 方 程式 
n eY - + Ca + KDE = 0 
4" 


的 特征 根 全 为 负 实 部 , 则 图 4.2-1 所 示 之 系统 的 零点 渐 近 稳定 . 反之 , 若 有 一 个 根 的 实 部 
为 正 , 则 其 零点 为 不 稳定 . 于 是 ,对 研究 零点 稳定 性 问题 ,图 4.2-1 所 示 之 系统 与 图 4.2-2 
所 示 之 系统 等 价 . 


4.2-1 图 4.2-2 


值得 注意 的 是 , 当 线 性 化 方程 的 特征 根除 一 部 分 有 负 实 部 外 , 尚 有 一 个 或 数 个 根 的 实 
部 为 零 时 ， 一 次 近似 方法 的 判别 准则 就 不 能 解决 稳定 性 问题 了 .这 时 称 为 临界 情况 ， 例 
如 , 试 研究 系统 
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с т И а зц (4.2-10) 
dt dt 
的 零 解 稳定 性 。 此 方程 式 的 线性 部 分 的 特征 方程 及 其 根 为 
pa» -| pe -2+1=9， = +1, 


这 是 临界 情况 ， 此 时 一 次 近似 方法 不 能 应 用 ， 为 了 解决 稳定 性 问题 ， 取 李 雅 普 诺 夫 函数 
4 


Cey). Ин, (4.2-10) 的 全 导数 为 
= х(—у + ах) + у(х + ау) = а(х + у). 


显然 , 7 为 正定 . 当 a>0 М, 2. 也 为 正定 , 故 系统 的 零 解 不 稳定 ; 当 “一 0 时 ， 


全 一 0， 故 系统 的 零 解 稳定 ,但 不 是 渐 近 稳定 ; йа < 0], 2” <о ХДЕ НИ 


近 稳 定 。 由 此 可 知 ,在 临界 情况 下 ,为 了 判别 某 一 运动 的 稳定 性 必须 考虑 高 次 项 的 作用 . 
既然 对 线性 系统 的 分 析 很 重要 ， 在 下 面 几 节 内 我 们 将 介绍 几 种 常用 的 线性 系统 稳定 
性 的 判别 方法 . 


і 
2 
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由 于 传递 函数 的 概念 在 工程 实践 中 应 用 极 广 ， 故 我 们 将 介绍 几 种 以 传递 函数 为 依据 
的 稳定 性 判别 准则 .正如 前 面 曾 提 到 过 的 那样 ,普通 的 传递 函数 都 常 是 两 个 * 的 多 项 式 的 
分 式 , 所 以 ,判别 一 个 这 样 的 系统 的 稳定 性 也 就 是 要 求 判别 一 个 分 母 多 项 式 的 零点 是 否 均 
位 于 左 半 复 平面 内 ,这 是 一 个 古典 问题 。 路 斯 〈Routh) 利用 所 谓 “ 路 斯 不 等 式 ”? 解 决 了 这 
个 问题 .路 斯 不 等 式 所 包括 的 只 是 被 芳 虑 的 多 项 式 的 系数 9。 但 是 ,这 个 方法 除 对 极为 
简单 的 系统 外 往往 应 用 起 来 不 太 方便 ,所 以 需要 努力 寻找 更 直观 的 方法 . 

由 于 传递 函数 是 比较 原始 比较 直接 的 资料 ,而 且 它 也 能 被 工程 师 所 “物理 地 >” 了解, 所 
以 工程 师 们 宁愿 采用 一 种 直接 从 系统 的 传递 函数 下 手 的 分 析 方 法 ， 而 不 愿意 把 传递 函数 
再 加 以 变化 . 

乃 硅 斯 特 发 明了 一 个 这 样 的 方法 中 1， 我 们 把 这 个 方法 称 为 乃 氏 法 。 力 氏 法 的 数学 基 
础 是 一 个 关于 解析 函数 C) 的 定理 ,这 里 的 :是 一 个 复 变 数 ， 这 个 定理 是 柯 西 发 现 的 . 

WR f(s) 在 一 条 闭路 线 C 的 内 部 有 *# 个 单 零 点 和 rw 个 单 极 点 (每 一 个 太 重 零点 或 
重 极 点 就 分 别 算 作 名 个 单 零点 或 《个 单 极 点 ) 的 话 , 那么 , 当 * 以 顺 时 针 方 向 治 着 C 转动 
一 圈 的 时 候 , 向 量 f(s) 也 就 以 顺 时 针 方 向 围绕 原点 转动 x» 一 т Ш. 

为 了 把 这 个 很 强 有 力 的 定理 应 用 到 我 们 的 问题 上 去 ， 我 们 所 选取 的 路 线 C 就 包含 了 
整个 的 右 半 和 平面。 因为 实数 部 分 是 正 数 的 零点 只 能 在 这 一 个 区 域 里 。 图 4.3-1 所 表示 的 
就 是 这 样 一 条 路 线 , 这 条 路 线 包 括 了 虚 轴 和 一 个 在 虚 轴 右边 的 半径 是 К 一 со 的 半圆 . 首 
先 ,我 们 来 研究 比较 简单 的 情形 ,也 就 是 简单 的 反馈 系统 的 情形 . 它 的 传递 函数 为 


D 路 斯 不 等 式 常 常 被 称 为 路 斯 - 胡 和 尔 维 茨 (Hurwitz) 不 等 式 。 这 个 稳定 性 的 判定 方法 的 详细 情况 在 关于 运动 稳 
定性 的 教 们 书 以 及 一 般 的 调节 理论 教 入 书 中 都 可 以 找到 . 
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о 1 : 
Е.() КСС) ш (4.3-1) 


由 方程 (4.3-1) 我 们 可 以 看 到 ，1/ Fs(s) 的 极点 就 是 CCO) 的 零点 .如 果 СС) 在 * 平面 的 
右 半 部 的 零点 的 个 数 是 wm， 那么 ，1/F.(s) ТЕС 的 内 部 就 有 zw 个 极点 ,因此 , 如 果 希 望 1/ 
F,(s) 在 :平面 的 右 半 部 没有 零点 , 那么 ， 当 s 沿 着 图 4.3-1 
里 的 ССК —> оо) 走 一 圈 的 时 候 , 就 必须 要 求 1/F.(s) 围绕 
原点 以 反 时 和 针 方 向 转 mw 圈 .但 是 , 根据 方程 (4.3-1) 很 容易 看 
出 来 ,这 也 就 相当 于 要 求 1/KG(s) 以 反 时 针 方 向 围绕 一 1 点 
转 w 图 .然而 ,又 因为 是 一 个 常数 ,所 以 上 面 这 个 判 据 也 相 
当 于 要 求 1/G(s) 以 反 时 针 方向 围绕 一 K 点 绕 w 圈 .不 言 而 
мү, сщ СС) 在 :平面 右 半 部 没有 零点 ,或 者 т = 0, 3А, 
力 氏 稳定 准则 要 求 向 量 1/G(s) 不 围绕 一 K 点 转动 . 

现在 ， 让 我 们 用 下 列 的 简单 的 传递 函数 来 说 明 这 个 方法 
的 应 用 : 


1 
и = s(1 十 TI5)(1 + т) i 

1/G(s) = s(1 + T15)(1 十 Tras). (4.3-2) 

首先 来 考虑 图 4.3-1 的 路 线 С 的 沿 虚 轴 的 部 分 ,在 这 一 部 分 上 

1 1 8 ; | 

ТЕТ == соу = і0(1 + irw) + inw). 
Æ o =0 щ, 1/С(10) = i0. 4 о > +оо, 1/6010) 一 一 ce. 因此, Æo M 0 增加 
到 十 co 的 过 程 中 ,向 量 1/GGo) 的 大 小 也 随 之 增加 ,并 且 相 角 从 х/2 增加 到 32/2. 4 
据 方 程 (3.2-2) 相 当 于 负 中 值 〈 一 c2 << 0) 的 1/GGo) 的 端点 所 描画 出 的 曲线 也 就 是 
相当 于 正 @ 值 的 1/G(iw)〉 曲线 对 于 实 轴 所 作 的 
“反射 >。 所 以 , 当 * ТЕШЕН БЛМ 一 :co 走 到 十 ;co 
的 时 候 ，1/G(iw). 在 图 4.3-2 上 就 描画 出 曲线 

аб0с. 

当 s， 走 过 图 4.3-1 上 所 表示 的 半圆 的 时 候 ， 
1/СС ус, РД, М s 从 tio 沿 着 半圆 以 顺 时 
针 方 向 转 到 一 ico 时 , 1/ G(s) 也 是 顺 时 针 转 动 的 ， 
不 过 1/G(s) 所 转 过 的 角度 3 倍 于 * 所 转 过 的 角 
度 . 在 图 4.3-2 里 ,这 一 部 分 曲线 是 以 从 < 9] а 的 
那 一 部 分 所 表示 的 。 根 据 这 个 图 形 来 看 ， 如 果 
К = К, 象 图 形 所 画 出 的 那样 ,那么 ,向 量 1/G(s) 
围绕 一 Ki 点 转动 的 总 圈 数 等 于 零 ( 因 为 顺 时 针 方 

сд 向 旋转 的 一 圈 半 са 和 反 时 针 方向 旋转 的 一 圈 半 
а50с 恰恰 互相 抵消 了 )。 既然 方程 (4.3-2〉 所 给 的 这 个 函数 СС) 根本 没有 零点 ， 而 
1/G(s) 对 一 Ki 的 转动 圈 数 也 是 0. 所 以 反馈 系统 是 稳定 的 .如果 ， 象 图 4.3-2 所 表示 
的 那样 , К = Кл, А, АЕ 1/G(s) 围绕 —К 点 就 转动 了 两 圈 〈 曲 线 的 арос 部 分 
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对 一 Kr 点 在 顺 时 针 方 向 转 了 半 圈 ，ca 部 分 以 顺 时 针 方向 转 了 一 圈 半 ), 由 于 转动 圈 数 2 
不 等 于 сб) 在 右 半 平面 的 零点 个 数 0, ВИД, ЕК 在 右 半 平 面 有 两 个 极点 , 因而 反馈 
系统 是 不 稳定 的 ， 从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 如 果 放 大 系数 的 值 相当 大 就 会 使 这 个 系统 
ЖЕ. 系统 的 稳定 放大 系数 值 与 不 稳定 放大 系数 值 的 分 界 点 是 6。 使 系统 稳定 的 放大 


系数 值 玉 必须 在 原点 和 这 个 点 之 间 : р К <0. 
对 于 一 般 的 反馈 系统 ,根据 传递 函数 的 一 般 表达 式 (3.7-5) 可 写成 
1 LGC. (4.3-3) 


Е.С) KiGi(s) 
关于 稳定 性 的 问题 也 就 是 方程 (4.3-3) 所 表示 的 函数 1/F,(s) 在 5 平面 的 右 半 部 有 没有 
零点 的 问题 。 对 这 个 函数 直接 应 用 柯 西 定理 是 很 不 方便 的 ,因为 如 果 这 样 作 的 话 , 我 们 就 
必须 把 向 量 1/K:GC) 和 向 量 K,G;Cs》 相 加 起 来 才 行 ， 现 在 ,我 们 假设 CCO M СХ» 
在 右 半 平面 的 零点 的 个 数 分 别 是 mm Mm, GC) 和 СК 在 右 半 平 面 的 极点 的 个 数 分 
别 是 т 和 ws。 并 且 假 定 所 有 这 些 零点 和 极点 都 互 不 相等 ,那么 ，1/ Fs) 在 右 半 平面 的 
极点 的 个 数 显然 就 是 mi 十 WERNE ЕКО 用 КСК 除 一 下 。， 这 个 演算 就 
使 表示 式 ПЕК) 增加 了 m 个 极点 和 л, 个 零点 ,但 是 ,还 有 这 样 一 种 可 能 性 : 在 作 除 
法 的 时 候 ， 因 为 有 些 1/F,(s) 的 极点 或 零点 和 C) 的 一 些 极点 或 零点 是 相同 的 ,所 以 
这 些 零点 和 极点 就 互相 抵消 掉 了 。 假设 这 样 抵消 掉 的 零点 或 极点 的 个 数 是 a, 那么 
1/ F.Cs)K;G2Cs) 在 右 半 平面 的 极点 的 个 数 就 是 mi 十 п, + т, 一 а, WERA 

1 1 

ЕКО +) К.К,С, (56$) =з „ой. 
根据 方程 (4.3-4)，1/ F.Cs)K,GsCs》 在 右 半 平面 的 极点 的 个 数 和 ИКК,С (965) ЧЕН 
半 平 面 的 极点 的 个 数 是 相等 的 ,所 以 也 就 等 于 mi 十 то. 既然 т + т + m— a= mt 
m, MA п 一 а = 0. 我 们 假设 反馈 系统 是 稳定 的 ， 因 此 ，1/ FCs) 在 右 半 平 面 没 有 
零点 ， 因 而 1/ F,(s)K2G2Cs) 在 右 半 平面 的 零点 的 个 数 就 是 п, о, ВИ 0. МЫ 
1/Fs(s)KiG2(s) 在 右 半 平 面 也 没有 零点 ， 为 了 清楚 起 见 , 我 们 把 各 个 函数 在 右 半 平面 的 
零点 和 极点 的 个 数列 在 下 列 的 表 4.3-1 中 。 因此， 当 + 走 过 图 4.3-1 所 表示 的 那 条 曲线 
C 的 时 候 ,向 量 1/F,Cs)K,G;Cs) 就 应 该 围绕 原点 以 顺 时 针 方 向 转动 一 Cmi 十 т). 根 


表 4.3— 
项 数 在 右 半 平 面 的 零点 个 数 在 右 半 平 面 的 极点 个 数 
G(s) mı nı 
G(s) 77, nı 
1/Е,(5) 0 т + т, 
1/Е,С5)К,С6,(5) п, 一 а и. + т, — а = т + т, 


据 方 程 (4.3-4)， 这 个 稳定 条 件 也 就 相当 于 要 求 向 量 1/KiK;Gi《s)G2《s) 围绕 一 1 点 以 反 
时 针 方向 转动 т, + т, Ш, 或 者 要 求 向 量 1/С:(5)6:(5) H (KKR) 点 以 反 时 针 方 
向 转动 m 十 m М. 这 就 是 一 般 的 反馈 系统 的 稳定 性 的 旋 氏 判别 法 . 

正如 图 4.3-2 所 表示 的 那个 例子 一 样 , 力 氏 法 中 所 用 的 曲线 的 最 重要 的 一 部 分 就 是 
相当 于 :二 iw 的 那 一 部 分 因此， 我 们 可 以 用 前 向 线路 和 反馈 线路 的 频率 特性 来 直接 
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解决 系统 的 稳定 性 的 问题 . 既然， 系统 的 各 组 件 的 频率 特性 的 数据 常常 可 以 用 实验 方法 
确定 ， 所 以 这 种 可 以 直接 利用 实验 资料 的 方法 是 很 有 利 的 .这 是 万 氏 法 的 优点 .万 氏 法 
的 缺点 在 于 它 不 能 够 确定 稳定 的 程度 ， 也 就 是 说 它 不 能 回答 这 样 一 个 问题 : 如 果 系 统 是 
稳定 的 ,那么 , 它 的 阻尼 到 底 有 多 么 大 呢 ? 为 了 解答 这 个 问题 , 我 们 可 以 把 已 有 的 准则 改 
变 成 这 样 : 要 求 1/F.(s) 在 一 条 位 于 左 半 平面 而 平行 于 虚 轴 的 直线 的 右 方 没有 零点 。 这 
条 直线 和 虚 轴 的 距离 一 2 就 表示 最 低 限 度 的 阻尼 .所 以 只 要 把 路 线 C 适当 地 改换 一 下 
( 沿 着 路 线 的 :以 及 C 内 所 包含 的 零点 个 数 当然 也 随 之 改变 了 ) 万 氏 准则 仍然 是 可 用 的 ， 
但 是 这 样 作 的 时 候 , 我 们 必须 知道 的 是 传递 函数 在 直线 $ = 一 4 十 iw 上 的 值 , 而 不 是 在 
к= о 上 的 值 了 ， 所 以 ,关于 频率 特性 的 资料 就 不 再 能 直接 应 用 了 ,这 样 一 来 , ЛЕ A 
失去 了 它 的 主要 优点 。 但 是 ,对 于 这 个 问题 , 艾 文 思 〈Evans)5 发 明了 一 个 不 同 的 处 理 方 
法 ,这 个 方法 比 亡 氏 法 有 其 独特 之 处 在 下 一 节 里 ,我 们 就 来 讨论 这 个 方法 . 
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我 们 先 来 考虑 简单 的 反馈 系统 的 情形 ， 这 时 ,基本 的 问题 就 是 求 出 下 列 方程 的 根 : 


0 (4.4-1) 


ы рф 

Е.С) KGs)’ 
其 中 的 G(s) 是 已 知 的 函数 . 艾 文 思 法 的 基本 作法 就 是 把 这 些 根 确定 为 放大 系数 天 的 函 
数 , 所 以 这 个 方法 也 称 为 根 轨迹 法 .如 果 我 们 用 艾 文思 法 处 理 问 题 , 那么 , 相应 于 对 根 所 
提出 的 任何 要 求 , 我 们 都 可 以 找到 合乎 要 求 的 放大 系数 天 的 数值 . 因此 ,用 这 个 方法 所 能 
作 到 的 事情 比 前 节 中 所 述 准则 要 多 得 多 ,并 且 对 于 反馈 系统 的 其 它 设计 准则 来 说 ,也 可 以 
用 艾 文 思 法 把 设计 问题 加 以 解决 . 

必须 假设 G(s) 是 由 它 的 零点 А, Р "55 рь 和 它 的 极点 qi 45 tto 4» 所 给 定 

的 .根据 由 方程 (3.2-1),《3,3-2),(3.3-4) 所 给 的 放大 系数 的 定义 ， 


к=з Є — р) кел Р:): д “Gs — Pm) — 
GCs) = А Я 4.4-2 
ч (5+ — D — q2)***(s — ga) у ) 


A = к бк Бык 
ААС е CS pn) 
对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ，G(s) 的 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 都 是 实数 ， 所 以 ,这 
些 如 或 者 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 的 共 斩 复 数 ,类 似 的 ,这 些 4 或 者 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 
的 共 斩 复数 。 因 此 , 4 必然 是 实数 .不 但 如 此 , 在 安排 普通 的 工程 系统 的 时 候 , 我 们 还 经 
党 使 4 是 一 个 正 数 . 因此 ,在 以 下 的 讨论 里 ,我 们 就 把 4 看 作 是 一 个 正 实数 ， 在 普通 情况 
下 G(s) 的 分 母 多 项 式 的 次 数 总 是 大 于 或 者 等 于 分 子 多 项 式 的 次 数 , 也 就 是 п >т, И 
在 ,我 们 把 方程 (4.4-2) 里 的 每 一 个 因子 都 写成 向 量 形式 : 


其 中 


ee 


S — Dm = P pe Phy (4.4-3) 
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s — q, = Оеп, (4.4-4) 
P, e'r 就 是 从 р, 点 到 s 点 的 向 量 。0,e 就 是 从 4, 点 到 * 点 的 向 量 . s 是 复 $ 平面 上 
的 代表 变数 的 点 。 利 用 方程 (4.4-37 和 (4.4-4)，CGC) 就 可 以 写成 
СР,е‘Ф:)СР, е‘) - я -(Рие т) 
G(s) = А = 4.4-5 
£ j COCO). ы СО „е'®») C ) 
既然 是 正 实数 ,我 们 又 可 以 把 方程 (4.4-5) 写 成 


ЕА GC) = Re”, (4.4-6) 
在 这 个 表示 式 里 А 
P,P,- -P 
ваты, (44-7 
COQ: Qn) ) 
而 
8 一 (pi 十 十 十 pn 一 (9 十 0 十 .十 90). (4.4-8) 


因为 这 些 P 和 8 都 是 方程 (4.4-3) 和 (4.4-4) 所 规定 的 向 量 的 长 度 , 所 以 , 它们 都 是 正 数 . 
НИ, REER. 这 样 一 来 , 求 传递 函数 的 倒数 的 根 的 基本 方程 (4.4-1) 就 变 为 


е8 
= —1, 
КК 
不 难看 出 ,如 果 和 希望 满足 这 个 方程 ,就 必须 有 
KR 一 1， (4.4-9) 
和 
9 = =л. (4.4-10) 


艾 文思 法 包含 两 个 步骤 : 首先 , 要 找 出 所 有 满足 适当 的 角度 条 件 式 44.4-102) 的 “来 ,这样 
我 们 就 得 出 所 谓 根 轨迹 的 曲线 .然后 ， 对 于 根 轨迹 上 的 每 一 点 我 们 都 可 以 算出 相当 的 R 
值 , 再 用 方程 C4.4-9) 我 们 就 得 出 相当 的 KK 值 。 关 于 描绘 根 轨迹 的 方法 , 艾 文 思 提 出 了 一 
些 有 用 的 法 则 .现在 我 们 把 这 些 法 则 说 明 一 下 : 

AUL WR К 一 0， 根据 方程 (4.4-1) 必 然 有 СС) >. 所 以 ;在 天 一 0 时 1/ 
FC) 的 根 都 是 G(s) 的 极点 ,或 者 说 , 根 轨迹 都 是 从 СС) 的 极点 开始 的 . 在 * 平面 上 
用 小 圆 点 表示 G(s) WRA. 

法 则 2， 如 果 К 一 0 ， 就 必然 有 G(s) 一 0. 所 以 , 根 轨迹 上 相当 于 К 一 co 的 点 ， 
可 能 是 G(s 的 零点 .在 :平面 上 我 们 用 小 圆圈 表示 СС) МЕ. WR л> т, W 
Сз) 的 零点 的 个 数 比 1/F,(s) 的 零点 的 个 数 少 .但 是 , 在 这 种 情形 中 , М s— co 时 ， 
G(s) 一 0， 所 以 ,，* = оо 就 补充 了 那些 缺少 的 根 。 此 外 ,对 于 非常 大 的 ;， 


GCs) = 二 
因此 ,方程 (4.4-1) 可 以 近似 地 表示 为 
s= = КА, 


БТА „АЛ: 5% АОН АН 
i (4.411) 
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法 则 3， 在 实 轴 上 的 根 轨 迹 是 实 轴 上 的 一 些 交替 的 线段 ,这 些 线段 的 端点 都 是 GCs) 
的 实 零 点 或 Сб) 的 实 极 点 ,而 且 这 些 交 替 的 线段 从 所 有 这 些 零 点 与 极点 中 最 右边 的 那 
一 个 点 (可 能 是 零点 ,也 可 能 是 极点 ) 开 始 . 

这 个 法 则 是 很 容易 验证 的 .我 们 在 实 轴 上 随便 取 一 个 点 +. 从 一 对 复 共 斩 的 零点 到 
这 个 点 的 向 量 的 角度 就 是 +p 与 一 p， 从 一 对 复 共 斩 极 点 到 这 个 点 的 辐 量 的 角度 就 是 
+0 与 一 9〈 因 为 复 共 斩 点 对 于 实 轴 是 对 称 的 )， 所 以 ,相当 于 复 共 斩 零 点 或 复 共 斩 极 点 
的 角度 的 总 和 等 于 零 . 如 果实 轴 上 的 一 个 极点 或 是 一 个 零点 在 + 点 的 左面 ,那么 ,从 这 个 
极点 或 零点 到 * 点 的 向 量 的 角度 就 是 0, 如 果 这 个 点 在 s 点 的 右面 ,那么 , 从 这 个 点 到 + 
点 的 向 量 的 角度 就 是 л. 因此, 如果 在 * 右面 的 零点 与 极点 的 总 数 是 一 个 奇数 , ВА, 角 
度 的 总 和 就 是 x (因为 2x 的 整 倍数 对 问题 毫 无 影响 ). 

法 则 4.。 如 果 发 生根 轨迹 从 实 轴 上 离开 的 情况 , 我 们 可 以 用 这 样 一 个 条 件 来 估计 根 
轨迹 在 实 轴 上 的 离开 点 的 位 置 : 如 果 根 轨迹 上 的 一 点 离开 实 轴 的 距离 是 一 个 非常 小 的 数 
Ao， 那 么 ,由 于 在 右面 的 G(s) 的 零点 与 极点 所 引起 的 角度 增加 一 定 恰好 被 在 左面 的 零 
点 与 极点 所 引起 的 角度 减少 所 抵消 . 

Я. 考虑 下 列 的 传递 函数 : 

сб) = (0.001)(2)(6) | 

(з + 0.001)С + 2)С + 6) 
м К = 0 时 ， 根 轨迹 从 实 轴 上 的 — 0.001, —2 和 一 6 出 发 。 在 实 轴 上 的 根 轨 迹 就 是 
一 0.001 与 一 2 之 间 的 线段 以 及 一 6 与 一 co 之 间 的 线段 .在 这 个 情形 里 , т 一 0:” 一 3, 
所 以 ,按照 方程 (4.4-11) 渐 近 线 的 相 角 就 是 十 x/3， 一 x/3, п. ЕВЕ ЕК А, 
点 С 点 当然 要 在 一 0.001 与 一 2 之 间 ) 处 离开 实 轴 。 应 用 法 则 4 就 有 
До До Ао 一 市 
А + 0.001 А + 2 А+ 6 


(4.412) 


(Мм + 2)0 + 6) + (а, + 0.001)СА, + 6) + (А, + 0.001)СА, + 2) = 0. 


因而 342 + 16.0024, + 12.008 = 0. 
Жу 2 
д 16.002 | 0222) — 12008 ды 
6 6 / 3 


法 则 5。 常常 可 以 利用 直角 的 某 些 性 质 来 估计 根 轨迹 从 左 半 平 面 过 渡 到 右 半 平面 时 
与 虚 轴 的 交点 . 

例 ， 让 我 们 还 是 来 考虑 由 方程 《4.4-127 所 表示 的 传递 函数 .除了 原点 “一 0 之 外 ， 
这 个 传递 函数 可 以 非常 近似 地 用 下 列 关 系 式 表示 : 


СС) = С0.001)С2)С6) | 
«(з 十 2)(s + 6) 


正如 图 4.4-1 所 表示 的 那样 ，09, 实 x/2， 因 此 ,方程 (4.4-10) 就 给 出 


Ө = —я = — 0, — 0, — 2, 


或 者 
0;+0; = = 
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但 是 ,从 图 上 可 以 看 到 有 下 列 关系 : 
Z =0 +8, Ž+a=0,;, 
4 4 
因此 
а = В. 
这 就 是 确定 过 渡 点 口 的 几何 条 件 . 
法 则 6。 根 轨迹 离开 一 个 极点 《或 趋 近 于 一 个 零点 ) 时 的 方向 也 可 以 计算 出 来 , 只 要 
把 平面 上 所 有 的 零点 与 极点 到 这 个 被 考虑 的 极点 (或 零点 ) 的 角度 加 以 计算 就 可 以 了 . 
Я. 图 4.4-2 所 表示 的 是 相应 于 某 一 个 传递 函数 СС) 的 根 轨迹 ，G(s) 在 实 轴 上 有 


(CD 


G= (0.001)(2)(6) 
> (Cs +0.001)Cs + 2)( + 6) 


图 4.4-1 图 4.4-2 


两 个 极点 和 两 个 零点 ,同时 , 还 有 一 对 复 共 斩 的 极点 。 在 根 轨 迹 上 取 与 极点 4, 非常 接近 
的 一 点 s. q 到 s 的 向 量 的 相 角 Ө, 就 是 根 轨 迹 离 开 gt 时 的 方向 。 从 各 个 极点 和 各 个 
零点 到 5 点 的 向 量 的 角度 仍然 可 以 看 作 是 Pio P2 91, Ө, 和 0;。 所 以 , 根据 方程 (4.4-10)， 
Ө. 就 由 下 列 方程 所 确定 : 
Cpi + p) — [(0, - 0, + 0,) + Ө] = я, 
根据 以 上 所 讲 的 六 条 法 则 就 能 得 出 根 轨 迹 的 主要 的 特性 . 对 于 中 间 的 情形 〈 天 既 不 
等 于 零 ,也 不 趋 近 于 oo 的 情形 ), 我 们 可 以 先 在 平面 上 适当 地 选取 一 些 点 ,然后 用 试 算 的 方 
法 对 这 些 点 加 以 检验 ， 根 据 检查 的 结果 把 属于 根 轨迹 的 点 保留 下 来 . 这样 就 可 以 逐步 地 
把 根 轨迹 完全 描绘 出 来 . 沿 着 根 轨迹 曲线 ， 我 们 可 以 算出 相应 于 每 一 点 的 放大 系数 玉 的 
值 . 如 果 已 经 把 符合 设计 要 求 的 1/F,(s) 的 零点 位 置 选择 好 了 , 那么 相当 的 KK 值 也 就 可 
以 完全 确定 ,这 样 一 来 ,反馈 系统 的 设计 问题 就 得 到 了 解决 . 当然, 一般 说 来 ,实际 的 设计 
过 程 当然 要 比 所 讲 的 要 复杂 一 些 . 
我 们 可 以 把 根 轨迹 与 流体 力学 中 的 某 些 现象 相 比拟 . 
将 方程 (4.4-1) 和 (4.4-2) 合 并 起 来 ,就 得 出 
Сг а Ч _ _„ 
Се ps — ранени ра 
如 果 , 先 取 这 个 方程 的 对 数 , 然 后 再 用 2r 除 一 下 ,我 们 就 有 


4.4 艾 文 思 方法 105 


W (з) = 过 


2, log Cs 一 q) 一 Е 2, log (5 — р») = Z log КА +1 (+). (4.4-13) 
方程 (4.4-13) 这 样 一 个 数学 表示 式 可 以 有 很 多 种 不 同 的 物理 解释 .一 个 很 明显 的 物理 解 
释 就 是 把 (5) 看 作 是 完全 不 可 压缩 的 流体 的 一 个 二 维 无 旋 运 动 的 复 势 函数 "23。 如果 
ФО, о) Е, ФО, о) 是 流 函 数 ,那么 就 有 
WCs) = ФСА, о) + :ФСА, о) (4.414) 
其 中 :二 4 十 iw 因此 ,表示 1/Е,С5) 的 根 轨 迹 的 方程 4.4-13) 可 以 这 样 解释 : 根 轨迹 
就 是 流 函 数 取 常 数值 1/2 的 那些 曲线 ;所 以 , 用 流体 力学 的 术语 来 说 , 根 轨迹 就 是 由 1/2 
流 线 的 各 个 分 校 所 组 成 的 。 沿 着 这 条 流 线 势 函 数 的 值 是 逐 点 改变 的 , 它 等 于 
二 log КА. 
方程 (4.4-13) 还 表示 这 样 一 个 事实 :这 个 流动 是 由 个 单位 强度 的 源 点 41,4;,*…*, aa 
和 mw 个 单位 强度 的 汇 点 Ра Prot o Pm 所 构成 的 .在 我 们 的 图 形 表示 法 里 是 用 小 圆 点 表示 
дд, 用 小 圆圈 表示 汇 点 。 有 了 这 样 一 个 解释 , 我 们 就 可 以 “理解 ”图 4.4-1 和 图 4.4-2 中 
根 轨迹 的 图 形 . 
流体 力学 比拟 还 有 另外 一 个 很 大 的 用 处 : 它 能 够 提示 我 们 怎样 把 系统 加 以 改变 ， 使 
系统 具有 更 好 的 性 能 ， 举 例 来 说 , 假设 有 一 个 系统 是 由 下 列传 递 函 数 所 代表 的 ， 
GCs) 一 т РЕ lal < 141, 
那么 ,即使 放大 系数 天 的 值 较 小 ,在 闭路 控制 的 情形 下 ,这 个 系统 仍然 可 能 是 不 稳定 的 ,其 
根 轨 迹 的 形状 和 图 4.4-1 中 的 根 轨迹 相 象 .这 时 , 流体 力学 比拟 立刻 就 提示 我 们 这 样 作 : 
只 要 在 qi 附近 增加 一 个 汇 点 po HEE 9; 附近 增加 一 个 源 点 q 就 可 以 把 0 点 附近 的 流 
线 向 左 方 推 过 一 些 距离 ， 因 而 也 就 把 过 渡 点 上 的 位 置 加 高 一 些 ， 使 临界 稳定 时 的 KK 值 较 
K. Ж, BAJARTE вА ОЙ 
GC) = 4 Ср) 4:4: | 
pe (s— q) sls — а) (8 ag 


图 4.4-3 所 表示 的 就 是 相应 的 根 轨 迹 ， 因 为 |p| 二 1g.|， 所 以 与 原来 的 传递 函数 串联 的 
附加 传递 函数 全 СС”. 一 定 是 相 角 
pe ф == 4:) 


U 


С 修改 后 的 
轨迹 JS 
超前 的 , 这 个 函数 与 第 3.3 节 中 方程 ЫК ЛИ 
(3.3-8) 所 表示 的 相 角 超前 电路 的 传递 
函数 是 同一 类 型 的 . 4. 2 ТИБ 
流体 力学 比拟 还 可 以 使 我 们 了 解 用 4: ai 


反馈 线路 使 一 个 反应 缓慢 的 机 构 增 大 反 
应 速度 的 可 能 性 .因为 如 果 希 望 反应 迅 
速 就 必须 要 求 根 的 数值 比较 大 ， 现 在 ， 
为 了 简单 起 见 ， 假 定 我 们 有 一 个 一 阶 的 
线性 机 械 系 统 ， 这 个 系统 的 特性 是 用 负 图 4.4.3 
实 轴 上 的 一 个 数值 很 小 的 д. 点 来 表示 的 。 如 果 我 们 把 这 个 系统 与 -- 个 相当 大 的 负 实数 
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42 表示 的 反应 很 快 的 电路 串 接 起 来 ,这 个 系统 的 反应 速度 并 不 能 够 改进 , 因为 ,我 们 仍然 
还 有 一 个 数值 很 小 的 根 9 。 但 是 ,如 果 我 们 把 反馈 线路 连接 起 来 , 从 流 线 的 形状 , 或 者 说 
是 根 轨 迹 , 可 以 看 出 , 当 放 大 系数 玉 的 值 从 К 一 0 开始 增加 时 , 根 也 就 从 а. 点 开始 向 左 
方 移动 . 因此 ,对 于 一 个 适当 地 选取 的 放大 系数 天 的 值 我 们 就 可 以 使 得 根 的 数值 比 9, 大 
一 些 , 因 而 也 就 可 以 使 系统 的 反应 速度 更 加 快 一 些 . 

以 上 讲 过 的 一 些 描绘 根 轨迹 的 办 法 ， 对 于 一 般 的 反馈 系统 也 还 可 以 应 用 .这 时 的 问 
题 就 是 要 描画 方程 (4.3-3) 所 给 的 1/F,(s) 的 根 轨迹 ,所 以 ,表示 根 轨迹 的 条 件 就 是 

1 
К.С.) 

因为 1/F.(s) 的 根 和 CO 的 零点 不 会 相同 ,所 以 我 们 可 以 用 G(s)/K, 把 上 面 的 方程 
除 一 下 ,因此 就 有 


= —К,С.($). 


же НИЕ, 4.4-15 
С.Сғ)6() i | 


如 果 我 们 设 

GCs) TA скс, 

K = KKk,. (4.4-16) 
然后 , 再 把 方程 (4.4-15) 和 (4.4-1) 比 较 一 下 ,就 可 以 看 到 , 求 一 般 的 反馈 系统 的 根 轨迹 的 
问题 就 化 为 前 面 讨 论 过 的 求 简单 的 反馈 系统 的 根 轨迹 的 问题 了 在 第 4.3 节 里 我 们 曾经 
比较 谨慎 地 分 析 了 把 力 氏 法 应 用 到 一 般 的 反馈 系统 上 去 的 问题 ,事实 上 ,对 于 那个 问题 也 
可 以 用 现在 的 由 方程 4.4-16) 所 表示 的 简化 方法 进行 分 析 . 因此， 如 果 只 就 稳定 性 来 考 
虑 系统 的 定性 的 运转 性 能 的 话 ,简单 的 反馈 系统 和 一 般 的 反馈 系统 并 没有 什么 区 别 , 只 不 
过 不 要 忘记 式 (4.4-16) 这 一 个 关系 就 是 了 . 只 有 在 需要 对 系统 的 运转 性 能 进行 定量 的 研 
究 时 ,我 们 才 必 须 对 方程 (3.7-3) 和 方程 (3.7-7) 所 才 示 的 这 两 个 系统 传递 函数 的 区 别 给 予 
应 有 的 注意 . 


45 АЕ" 


根 轨 迹 在 器 点 从 左 半 s， 平面 过 渡 到 右 半 + 平面 ,既然 忌 点 在 虚 轴 上 ,所 以 它 当 然 就 代 

表 一 个 纯 虚 数 根 iw*。 换 名 话说 ,方程 (4.4-1) 被 5 = io” 所 满足 ,也 就 是 
KGCio*) = Е(10*) = —1 = 1 еті", 

因此 , 当 频 率 特性 F(iw) 的 振幅 M 等 于 1, 同时 相 角 Ө 等 于 一 < 时 ,就 发 生 了 从 稳定 过 渡 
到 不 稳定 的 临界 情况 .这 个 临界 条 件 也 可 以 由 旋 氏 稳定 准则 推导 出 来 ,因为 在 1/F Go) 
图 上 的 一 1 点 就 是 临界 点 . 其 实 , 只 要 研究 一 个 典型 的 例子 (例如 图 4.3-2) 就 可 以 看 出 来 ， 
在 稳定 的 情形 里 , 1/F(iw) 曲线 总 是 把 一 1 点 包围 在 内 的 。 因 为 ,在 一 般 情况 下 1/FCiw) 
的 振幅 总 是 随 着 的 增加 而 增加 的 , 所 以 如 果 希 望 1/F(iw》 曲 线 把 一 1 点 包围 在 内 ,只 
要 要 求 当 1/F(iw) 的 相 角 9 等 于 一 x 的 时 候 ，1/F(w) 的 振幅 比 1 大 就 可 以 了 , 或 者 也 
可 以 这 样 说 : 当 6 等 于 一 x 时 ,MM 必须 小 于 1; 或者, 当 M = 1 的 时 候 , Ө 应 该 比 一 x 还 
要 大 .这 个 稳定 条 件 就 是 伯 德 法 的 根据 。 我 们 把 频率 特性 的 振幅 等 于 1 时 的 频率 称 为 放 
大 系数 临界 点 。 从 力 氏 曲线 可 以 推 知 ,如 果 系 统 的 开路 频率 特性 所 决定 的 相位 方程 
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argKG Cio) 一 一 工 
的 解 只 有 唯 -- 个 根 的 话 ， 利 用 伯 德 图 去 判定 稳定 性 的 规则 可 叙述 如 下 : 反馈 系统 稳定 的 
充 要 条 件 是 当 2010р |КСС1)| > 0 时 相位 角 Ө = argKGCio) > 一 rz。 例如 ,图 4.5-1 所 
示 的 开路 系统 用 一 1 反馈 后 是 稳定 的 . 

我 们 知道 ， 稳 定性 本 身 是 一 个 定性 的 概念 。 
在 实际 工作 中 ， 定 性 的 分 析 往 往 不 能 满足 工程 上 
的 要 求 。 因为 当 有 人 说 “ 某 一 系统 是 稳定 的 ”， 我 
们 只 知道 , 当 :> co 时 , 这 一 系统 的 输出 不 会 发 
散 ， 但 不 知道 衰减 时 间 如 何 ， 为 了 赋予 稳定 性 以 
定量 的 意义 ， 在 伯 德 图 内 引进 稳定 裕 度 量 ， 图 
4.5-1 内 之 Ө, 称 为 相 稳定 裕 度 ，M。 称 为 幅 稳 定 裕 
№. 经验 告诉 我 们 ,良好 的 线性 系统 ,一 般 9 大 于 
10°, М, 大 于 20 分 贝 . 

还 有 一 种 情况 ， 就 是 虽然 开路 系统 是 不 稳定 
的 ,例如 КСС) 在 右 半 平面 内 有 极点 , 但 加 上 简 
单 的 一 1 反馈 后 系统 却 是 稳定 的 。 采 用力 氏 图 推 
理 的 办 法 可 以 求 出 对 开路 不 稳定 的 反馈 系统 稳定 
性 的 判 据 准则 设 КСС) 在 右 半 平 面 内 有 mw 个 ， Е лы 
极点 ， 此 时 用 一 1 反馈 后 系统 稳定 的 充 要 条 件 是 在 2010р |KG| >20 的 一 切 地 方 相 频 特 
性 ӨСо) 

从 下 往 上 穿越 和 9 一 一 x 的 交点 比 从 上 往 下 穿越 和 Ө 一 —я 的 交点 多 7 个 .此 


时 相 稳 定 裕 度 和 幅 稳 定 裕 度 分 别 为 arg КСО) = 0 时 的 20108 |KG(iw)| 的 最 大 值 和 
20log |KG(iw)| 一 0 处 0Co) 的 最 小 值 . 

采用 伯 德 法 的 时 候 , 可 以 直接 利用 关于 频率 特性 的 资料 ,在 这 一 点 上 伯 德 法 与 力 氏 法 
是 相似 的 .。 伯 德 法 的 优点 是 简单 易 行 ， 但 是 它 与 艾 文思 的 根 轨迹 法 比较 起 来 也 还 有 一 个 
很 大 的 缺点 ， 因 为 根据 伯 德 法 是 不 能 知道 稳定 的 程度 的 .为 了 补救 这 个 缺点 ， 奥 斯 本 
COsborn)""! 给 了 一 个 半 经 验 的 公式 ,利用 这 个 公式 就 可 以 计算 相当 于 最 危险 的 根 ( 也 就 是 
离 碰 轴 最 近 的 根 ) 的 阻尼 系数 5。 他 的 公式 是 


20 log | KG(iw) 


其 中 4 是 在 放大 系数 临界 点 处 的 相 补 角 的 数值 ， 度 量 单位 是 “ 度 ”“o”),m 是 在 放 类 系数 
临界 点 处 201og М 曲线 对 于 名 而 言 的 斜率 。 量 度 5 时 所 用 的 时 间 单 位 和 量度 w 时 所 用 的 
时 间 单 位 是 相同 的 。 和 譬如 说 ,如 果 а = 30” 而 т = 3.4, 那么 6=1/3.4 = 0.3. 
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到 目前 为 止 ,我 们 所 讨论 过 的 系统 都 是 单 回路 ， 也 就 是 说 ,控制 系统 的 方块 图 里 只 有 
一 个 闭合 的 路 线 . 但 是 ,在 实际 的 工程 问题 中 往往 需要 更 复杂 的 系统 ;例如 ,图 4.6-1 所 表 
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C= 
a 


一 一 59) 一 一 一 一 
图 4.6-1 


示 的 方块 图 就 是 一 个 典型 的 控制 系统 , 这 个 系统 是 用 来 控制 飞机 对 于 一 个 轴 的 转动 的 外。 
图 中 的 内 回路 《也 就 是 6 所 在 的 回路 ) 称 为 控制 面 位 置 的 反馈 (所 谓 “ 控 制 面 * 就 是 飞机 表 
面 的 起 控制 作用 的 可 动 部 分 ,例如 舵 , 副 辟 等 部 分 ), 或 者 称 为 硬 式 反馈 .如果 没 有 把 内 回 
路 闭合 起 来 ,我 们 就 得 到 普通 的 反馈 控制 系统 ,而 且 

ҮС) Жл FCs) FCs) 

ХС) ЕЕ" Е, (5)Е, С) Е.С) мы 
如 果 把 内 回路 和 外 回路 《FaGs) 所 在 的 回路 ) 都 闭合 起 来 ,就 有 

AC) = Fi()LXCs) — ВАС) — Е.С) ҮС)] 
《这 里 的 Аб) 表示 控制 面 的 运动 ), 以 及 
ҮС) = ЕС)АС5). 


因此 ,就 得 到 
АС) Е Е.С) (4.5-2) 
X Cs) 1 + ВЕ, ($) + Е,С5)Е,Сғ) Е.С) 


和 

ҮС) _ FCs) FCs 

=. с т+в®б) Е 0 
这 个 控制 系统 的 稳定 性 与 反应 速度 是 由 函数 1 十 ВЕ, (5) + Е.С) ЕС) Е.С) 所 决定 的 . 
因为 在 这 个 系统 中 , 补偿 线路 , 放大 器 以 及 内 回路 的 放大 系数 8 都 是 很 容易 改变 的 ,所 以 
我 们 也 就 不 难 设计 出 一 个 特性 相当 理想 的 传递 函数 来 ， 而 且 并 不 需要 改变 飞机 的 结构 设 
计 以 及 它 的 机 械 装 置 . 

在 设计 一 个 良好 的 控制 系统 时 ， 和 常常 遇 到 这 样 一 个 困难 : 如 何 使 系统 不 但 能 进行 很 
准确 的 控制 《也 就 是 要 求 放大 系数 天 的 值 相当 大 ), 而 且 还 有 相当 快 的 反应 速度 和 合适 的 
阻尼 性 质 ， 这 个 问题 就 使 人 们 产生 了 把 开路 控制 方法 与 闭路 控制 方法 结合 起 来 的 想法 . 
这 种 系统 很 早 就 在 实际 工程 中 得 到 了 应 用 ”9. 我 们 来 考虑 图 4.6-2 所 表示 的 系统 ,在 这 个 
系统 中 开路 控制 部 分 和 闭路 控制 部 分 是 平行 安排 的 。 因 此 ,有 

FGX C) = ҮС) 


和 
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开路 控制 器 

Е. (ғ) 

| У, ($) 

ланца | 十 无 法 改变 | Y(s) 
串联 控制 器 ©) 的 部 伞 ” 5 

Fi) Е. (5) 
并 联 控制 器 

Е; (5) 


图 4.6-2 
УС) = ЕС УС + ЕК ХС 一 FDY. (4.6-4) 
把 输出 УС) 解 出 来 ,就 得 
ҮС) ЗЕЕ FCs) FCs) F FCs) FCs) м 
хб) 1+ Е.С) Е.С) Е.С) ы, 


因此 ,系统 的 稳定 性 和 反应 速度 的 特性 决定 于 1 十 С) В,С) F.Cs) 的 零点 ,而 与 ЕС) 
EX. MER РКО 是 不 能 改变 的 , 所 以 关于 稳定 性 的 设计 问题 就 是 要 寻求 适当 的 传递 函 
№ EO 和 FY 闭路 系统 的 放大 系数 К = |? ,实际 的 反 
应 速度 以 及 稳 态 误差 不 但 与 FG) РФ, БС) 有 关 ， 而 且 还 与 开路 控制 部 分 的 传递 函 
ЖРО 有 关 。 因 此 ,反馈 回路 的 设计 可 以 完全 决定 系统 的 稳定 性 和 反应 的 动力 特性 ; 至 
于 系统 的 稳定 状态 或 是 “同步 运转 ”的 情况 就 与 系统 的 开路 控制 部 分 有 很 密切 的 关系 了 . 
所 以 ,只 要 适当 地 设计 Е, РС) 和 FC) 就 可 以 使 系统 不 但 稳定 而 且 还 具有 相当 好 
的 控制 性 能 ， 

如 果 系统 中 有 许多 需要 同时 加 以 控制 的 变数 ,而 且 这 些 变数 之 间 也 有 关联 的 话 ( 例 如 
火力 发 电站 的 情形 )， 那 么 ;系统 的 方块 图 也 就 是 多 回路 的 ， 而 且 其 中 的 反馈 关系 也 比较 
复杂 。 这 种 复杂 系统 的 一 个 例子 是 飞机 的 自动 控制 系统 和 导航 系统 9， 对 于 这 样 一 个 系 
统 的 分 析 工 作 ， 虽 然 也 还 是 根据 这 一 章 对 于 简单 的 反馈 系统 所 提出 的 同样 的 一 些 原则 进 
行 的 ,但 是 由 于 系统 过 分 复杂 ,如 果 不 依 靠 计算 机 ,这 种 分 析 工 作 简直 是 无 法 先行 的 . 
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工程 问题 中 变 系数 系统 常常 遇 到 ,如 飞机 ,火箭 等 做 为 受 控 对 象 在 整个 飞行 过 程 中 其 
参数 不 断 变 化 ， 有 时 这 种 变化 十 分 剧烈 . 为 了 确定 这 种 系统 的 性 能 ， 首 先 要 判断 其 稳定 
性 ,遗憾 的 是 , 变 系数 系统 的 稳定 判 据 至 今 没有 一 个 既 严格 而 又 使 用 简便 的 准则 。 固然， 
用 李 雅 普 诺 夫 直 接 办 法 和 其 他 近似 方法 (例如 特征 数 方法 ), 一 般 说 来 ,理论 上 可 以 解决 稳 
定性 问题 ， 但 在 实际 工作 中 这 些 方法 均 嫌 过 于 复杂 . 这 是 因为 它们 都 依赖 于 系统 系数 及 
其 基本 解 的 一 些 深刻 的 分 析 特 征 ， 后 者 却 又 常常 得 之 不 易 。 因 此 它们 没有 在 实际 工作 中 
得 到 广泛 应 用 .为 一 方面 在 工程 实践 中 ,对 变 系 数 系统 的 分 析 又 是 回避 不 了 的 现实 问题 ， 
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人 们 不 得 不 求助 于 一 些 较为 粗略 的 估计 ,虽然 后 者 理论 上 不 够 严密 ,但 在 实用 中 却 行 之 有 
效 ， 本 节 的 目的 是 对 现 有 的 某 些 方法 作 一 些 讨 论 ， 指 出 其 优 缺 点 使 读者 在 使 用 这 些 方法 
时 有 所 依据 ,而 同时 又 保持 警惕 , 在 工作 中 审慎 行事 ,不 至 于 由 于 方法 本 身 的 缺陷 造成 技 
术 上 的 恶果 . 

对 于 一 类 结构 简单 的 系统 ， 有 时 可 以 找到 较为 严整 的 处 理 办 法 . 在 近代 计算 技术 条 
сое чонат 下 面 首先 推荐 这 样 一 个 方法 。 设 有 系统 


а„(ї) а, «Су саас +e + а (2) х == 0, (47-1) 
其 中 a;(z) 是 连续 有 界 变 系 数 ， 如 第 二 章 所 指出 的 那样 , 式 (4.7-1) 可 以 写成 一 阶 向 量 方 
程式 


Ах, 0 <; < оо, (4.7-2) 
t 


这 是 一 个 线性 系统 ,所 以 只 要 它 的 零 解 稳 定 , 郝 么 它 的 一 切 运动 都 是 稳定 的 。 因 此 , 我 们 
可 以 研究 这 个 系统 的 稳定 性 显然 ;, 式 (4.7-2) 的 解 可 以 写成 
жй} к= + | Аба уй (47-3) 


对 系统 式 (4.7-2) 我 们 有 下 列 稳定 性 判 据 准 则 : 
(тї) 若 式 (4.7-2) 的 基本 解 有 界 则 系统 稳定 . 反之 , 若 系统 稳定 , 则 其 基本 解 必 有 界 。 
设 Фа.) 是 式 C(4.7-2) 的 基本 解 矩 阵 , 目 Фи.) = Е 为 单位 矩阵 。 因此 有 
X(t) = PD, дж, х0) = х. 
对 它 显 然 有 不 等 式 
| Ol < У] |ФәЇхе]› i= 1, 2, л, 


由 于 р.) AR |р (0) | < М,» < < оо, 令 M 为 所 有 М, 中 的 最 大 者 ,于 是 
上 式 可 改写 为 


[x | SM $) || Мј, 21,2, +, 7. 
а=1 


将 上 式 平方 相 加 并 开 方 后 有 Е 
lx < МА в хә. 
НЕЕ К Эе ‚Р Ж Ж ЕМИЕ, HAE 6 0， 则 可 以 选 =, НЧ, 4 


М 
lel <8 =i NER | <=. 因此 х0) = 0 的 解 是 稳定 的 ， 


对 系统 


= (4 十 请 CD)x， (4.7-4) 
t 
有 判别 准则 
(2) 若 方程 式 
A = Ay (47-5) 


稳定 ,而 
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n 


ү У) [basli ldt < оо, (4.7-6) 


а, В=1 


则 系统 式 (4.7-4) 稳 定 . 
根据 判 据 法 则 C1) 可 知 ,这 里 只 需 检 查 式 (4.7-4) 的 解 为 有 界 就 够 了 。 因 为 

д у р Са + ВСт))х(т)ат, 
或 者 

X(t) = etx + | е0 В(т)х(т)ат, 
iK 

х0 < |,“ + | (5) oae ND Тасо) llar, 
la \а.В=1 `а,В=1 
因为 式 (4.7-5) 稳 定 , 故 llel 有 界 ,小 于 某 一 常数 C1s 而 D leatl 也 有 界 ， 
а,В=1 
设 也 小 于 с. FE 
Пасс, (`$) 16, Сс) ас. 
-fa а,б=1 


п 


显然 , 若 令 гб) = У) |6,00) 1, A 


а,В=1 
jx G) По (т) 和 v(t). 
С, + С, | осоо ат 


对 不 等 式 两 边 积 分 后 有 
In (1+ | Соот) < с, | оса, 
而 
{х (О с, (1+ | осо аСт) < cret 59, 

由 于 有 式 (4.7-6) 的 限制 条 件 ， 故 知 lOl 是 有 界 的 ， 按 判别 准则 (1) 知 ， 此 系统 式 
(4.7- 和 稳定 . 

用 类 似 方 法 可 以 证 明 : 

(з) 如 果 系统 式 (4.7-2) 稳 定 , 且 


т 


ү БЭ [bss CT Nar < оо, 下 5 аң(т)ат > 一 co， 


fo а,В=1 i=l 


则 系统 


a = (A (© + Вх (47-7) 


稳定 . 
这 一 组 判别 准则 之 所 以 值得 推荐 ,是 因为 它 只 需 判别 系统 的 基本 解 是 否 有 界 就 够 了 。 
为 此 只 需 给 出 > 种 不 同 的 初始 条 件 , 即 х = C, 0:， => 005 х 一 (0,1,0, ы: 0), "e g 
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х, 一 (0,，0,……，0,，1)， 求 出 相应 的 解 。 如 果 这 些 解 都 不 发 散 , 系统 必然 稳定 .这 里 并 
不 需要 对 系统 做 任何 繁杂 的 分 析 . 这 一 工作 在 数字 机 或 模拟 机 的 帮助 下 是 极 易 实 现 的 . 

在 变 系数 系统 的 设计 工作 中 ， 沿 用 最 广 的 是 所 谓 冻 结 系数 法 . 这 一 方法 的 实质 是 在 
系统 整个 工作 时 间 ГО, Т] 内 , 取 一 些 代 表 性 的 时 刻 , 例 如 ，0 Фа <<. <, < ТГ, 
在 每 一 时 刻 , 用 АС) RAA (4.7-2), 然后 当做 常 系 数 方程 式 去 研究 ， 若 对 每 一 个 n. 
下 列 方程 式 所 描绘 的 系统 


都 稳定 , 则 “认为 ”系统 (4,7-27) 稳 定 ， 也 就 是 说 , 若 矩 阵 4 (z) 对 每 一 固定 的 := 1;, 特征 
方程 式 


[ АС) — ЛЕ] =0 (4.7-8) 
的 根 都 有 负 实 部 , 则 认为 系统 (4.7-2) 稳定 。 应 该 指出 , 这 个 方法 在 实际 问题 中 常常 是 有 
效 的 ,很 少 出 现 结果 矛盾 的 不 愉快 现象 . 
虽然 如 此 ,这 一 方法 的 应 用 范围 不 是 没有 限制 的 . 容易 举 反例 证 明 , 有 的 线性 变 系数 
系统 如 果 用 冻结 系数 法 去 研究 ,对 每 一 时 刻 特 征 方程 式 的 根 均 具有 负 实 部 ,而 系统 的 零 解 
УЖЕ. А96 


2 
с ых 0, 1 宇 > 0. (4.7-9) 
7 2 
设 1 二 cr， 代 人 上 式 后 有 
2 A 
о a E, (4.7-10) 
дт? ат 
它 的 特征 方程 | 
2a2 十 (一 za 十 1 一 0 
的 根 是 
а Бу (b — аў ta 
А, Ф ПБН 
ca 
设 
et = ey 2 
а— > 0, (Ь— а)#—4а<0, 02620, М 4a Е а) => 0. 
sa a 


于 是 有 А. = p 土 iw. 方程 式 (4.7-10) 的 解 是 
х(т) = Cictr + Cie’, 
或 者 
x(t) = (Cicoswlnt + Ciisinwlntt Ccosw lnt — Су sin  шр). (4.7-11) 

当 z 为 固定 值 时 ,方程 式 44.7-9) 的 一 切 特征 根 都 具有 负 实 部 ,因为 当 :> 0 时 式 (4.7-9) 
的 系数 都 大 于 零 . 而 它 的 零 解 是 不 稳定 的 , 按 式 (4.7-11), 对 任何 非 零 的 初始 微小 扰动 , 系 
统 的 运动 х (г) 都 是 发 散 的 . 由 此 得 到 结论 , 冻结 系数 法 对 方程 式 (4.7-9) 是 不 适用 的 . 

从 另 一 方面 来 看 ， 由 此 例 也 得 不 出 完全 否定 冻结 系数 法 的 结论 。 冻 结 系数 法 对 很 多 
变 系数 系统 是 有 效 的 。 为 了 说 明 这 一 点 ,我们 继续 研究 方程 式 (4.7-27D: 


= А (2) х. 27-13 
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BEERE 4 (z) 的 每 一 个 元 素 аб) 均 为 时 间 的 连续 函数 ， 并 且 对 任何 时 间 л 22 0, 
220, 总 有 一 个 常数 с, 使 


>, Ja Са) 一 aa) < с. (4.7-12) 
同时 对 任何 = r7 НА 
Кейк(%) 一 一 >， (4.7-13) 


其 中 7 为 某 一 正常 数 ， 设 在 初时 刻 上 一 时 ,冻结 系数 后 的 方程 式 (4.7-2) 的 基本 解 矩 阵 
Ф, (+) = cdot = (Фи — 2). t i, 


满足 条 件 
Tipt- pla (47-14) 
式 中 4。 显然 与 常数 + 有关， 
在 上 述 假 定 条 件 下 , 若 1,c 和 2 满足 关系 式 
be < =, (4.7-15) 


则 冻结 系数 法 有 效 ， 换 言 之 , 若 式 (4.7-15) 满足 , 则 当 式 〈4.7-13) 成 立时 , 变 系数 系统 式 
(4.7-2) 是 稳定 的 . 
事实 上 ,将 式 (4.7-2) 改 写 为 
FE — ACn) + Са) фа, 
它 的 解 可 写成 | 
x(t) == еб 十 | e ANN А (т) Ro АСмъ))хСт)ат. 


根据 式 (4.7-12) 和 (4.7-142 有 
lx ON < os + | сезса, 
解 此 不 等 式 , 有 Р 
Со) < bhla] Tz o еса, 
再 利用 不 等 式 (4.7-157, 上 式 可 写 为 
lx ON ке, 

由 此 可 知 ,此 时 系统 的 任何 初始 扰动 都 随时 间 的 增 大 而 衰减 为 零 , 因 而 系统 是 稳定 的 . 

因为 条 件 式 C4.7-15) 很 敬 刻 , 而 且 检 查 某 一 实际 系统 是 否 满足 该 条 件 又 很 困难 ,所 以 
上 述 事 实 的 应 用 价值 不 大 . 但 是 , 它 却 说 明 , 确实 有 一 类 变 系数 系统 , 冻结 系数 法 对 它们 
是 严格 正确 且 行 之 有 效 . 上 述 两 个 例子 告诉 我 们 ,必定 存在 一 个 分 界线 ,使 变 系 数 线性 系 
统 分 为 两 类 ,对 于 其 中 的 一 类 , 冻结 系数 法 是 严格 而 正确 的 , 对 另 一 类 则 完全 不 能 应 用 . 
这 一 分 界线 在 何 处 ?如 何 去 简 捷 地 判别 对 某 些 具体 系统 应 用 冻结 系数 法 的 可 靠 性 和 正确 
性 ? 对 这 些 问题 ,现在 还 没有 看 到 答案 .对 这 个 问题 的 答复 是 一 个 迫切 的 任务 ,我 们 寄予 
期 望 。 彼 时 ,怀疑 将 完全 消失 . i 

前 面 我 们 一 直 讨 论 按 李 雅 普 诺 夫 定 义 的 系统 稳定 性 ， 即 研究 当 一 co 时 系统 的 渐 
近 性 能 .对 实际 工作 有 些 经 验 的 人 会 发 觉 ， 李 雅 普 诺 夫 的 定义 并 不 是 对 一 切 控 制 系统 都 
适合 . 例如 对 火箭 控制 系统 这 个 定义 就 不 尽 适宜 .因为 有 些 火箭 的 飞行 时 间 有 限 ， 这 时 
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t 趋 于 无 穷 大 的 定义 是 不 完全 符合 实际 情况 的 .为 了 适应 这 类 控制 系统 的 需要 ， 有 人 提 
出 新 的 稳定 性 定义 多， 这 里 介绍 一 下 这 个 新 定义 的 几何 意义 ， 

设 系统 的 运动 方程 式 依然 是 式 (4.7-2), [п б, 5 和 了 是 三 个 给 定 的 常数 , 其 中 7 是 控 
制 系统 工作 的 时 间 间 隔 ， 若 系统 的 初始 扰动 满足 限制 条 件 


| zol .< 8, (4.7-16) 
且 对 时 间 区 间 Гл, ь-+ Т] 内 的 任何 上 都 有 
[х()|| <& в, ат, (47-17) 


则 说 系统 式 (4.7-2) 对 给 定 的 一 对 数 ЯП е 在 工时 间 内 稳定 . 
按 新 定义 去 判别 系统 式 44.7-22 的 稳定 性 ,有 以 下 帮 个 主要 结果 5 
Җ (4.7-2) ЕН A = (ад), 11,2, 55, п, БЕ а (0) 是 :的 有 界 连 续 实 
(Ара с, =] 72) 
а Ct) = а (0) + Aalt), 1. А 1,2, уп, 
Ж 260) 表示 аб) 在 1 一 4 时 的 值 ， 现 考虑 特征 方程 式 
DCs) = |а(0)—8;„| =0, i, k = 1, 2, +++, п, (4.7-18) 
其 中 б =l, 当 i= k; ôm =0, 当 iX А. 
如 果 特 征 方程 (4.7-18) 所 有 的 根 , 均 有 人 负 实 部 且 没 有 重 根 ,那么 系统 (4.7-2) 在 有 限时 
间 [5 + Т] 内 是 稳定 的 . 
如 果 特 征 方程 (4.7-18) 的 根 中 ,即使 仅 有 一 个 有 正 实 部 的 根 ,那么 系统 式 C4.7-2) 是 不 
稳定 的 . 
如 果 式 (4.7-18) 没 有 正 实 根 或 实 部 为 正 的 复 根 , 仅 有 重负 实 根 siCi 一 1，2，.…，m) 
和 实 部 为 负 的 重复 根 G 一 1, 2,*………, 1)， 而 且 行 列 式 
1 


一 一 一 0, = 0 
2 
1 1 
Е AE a 
2 2 
| 1 
DCs) = 0 R —s ‚ г==1,‚2 ‚ т, 
一 上 
2 
0 Gh ed 
2 
кү: И 
2 
1 j 
ыш „шй, 
2 
D) = 1 ‚ ==1,2, T 
0 =. р 
2 


的 所 有 主子 式 皆 大 于 零 , 则 系统 在 有 限时 间 内 是 稳定 的 。 如果 即 使 有 一 个 主子 式 是 负 的 ， 
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那么 系统 在 有 限时 间 内 是 不 稳定 的 ， 
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静态 精度 是 控制 系统 的 重要 指标 之 一 。 对 调节 系统 的 主要 要 求 之 一 是 将 受 控 量 〈 被 
调 量 ) 准 确 地 保持 在 给 定 值 附近 ,例如 伺服 系统 在 过 渡 过 程 结束 以 后 应 该 准确 地 跟踪 输入 
量 而 变化 ， 所 谓 系统 的 静态 精度 就 是 当时 间 足 够 大 时 对 输入 量 的 跟踪 精度 .继续 研究 线 


= = Axt Bu (4.8-1) 
t 


式 中 х 一 (х\, Ж2> 5 Fa) 为 受 控 量 ， и = (а, из, ***> и,) 为 控制 量 ， А (ї) 和 В (#) 
Л ахо тах + 阶 矩 阵 , 其 元 素 均 可 能 为 变 参数 , 
设 8( = в) ов.) >) „„_, ү я 
为 系统 的 输入 作用 。 对 控制 系统 的 要 求 是 “全 шш С" и 
хо) 应 准确 地 眼 踪 g0). ИЖ 
elz) = (т) — x(t) (4.8-2)) 
称 为 受 控 系统 的 误差 疝 量 (图 4.8-1). 将 L 


式 (4.8-1) 和 (4.8-2) 中 的 x(z) 消去 后 有 бы. 
IE = фе BOut (ss ав). (4.8-3) 
在 线性 系统 内 控制 量 и (г) 常 可 取 为 误差 的 线性 函数 , 即 
аб) = —С()є(:), (4.8-4) 


AR CU) 为 + хп 阶 矩 阵 , 其 元 素 可 能 为 时 间 的 连续 函数 .利用 这 里 引进 的 定义 , 式 
《4.8-37) 可 以 改写 为 | 
е ре + (22 — ае), (4.85) 
其 中 
РО =A) + ВОС. 
这 样 受 控 系 统 式 (4.3-1) 就 变 成 一 个 自动 控制 系统 了 ， 而 式 (4.8-4) 就 称 之 为 控制 规 
Е С 4.8-1). 如 何 去 确 定 控 制 规 律 式 (4.8-4), 这 是 一 个 控制 装置 的 设计 间 题 , 本 节 我 
们 先 不 研究 它 。 这 里 只 假定 ， 按 某 一 原则 控制 规律 已 经 选 定 ， 我 们 的 任务 是 去 分 析 系 统 
I 《4.8-5) 能 否 保证 受 控 量 x 准确 地 跟踪 输入 量 g (z). 根据 前 节 所 述 , 对 控制 系统 的 第 
一 个 要 求 是 稳定 ,而 对 线性 系统 只 要 求 零点 稳定 就 够 了 .因此 可 以 设想 ,在 设计 控制 装置 
式 (4.8-4) 时 ,已 经 保证 了 式 (4.8-5) 的 ( 零 解 ) 稳 定性 . 
设 在 某 一 初始 时 刻 o 时 =) 不 为 零 向 量 ， 而 当时 间 足 够 大 时 ， 受 控 量 x(z) 与 
g (zt) нА, 此 时 eO 将 恒 为 零 , 自 然 , 其 导数 也 恒 为 零 .。 由 此 可 知 , 系统 式 (4.8-1) 在 
t 足够 大 时 能 精确 跟踪 输入 作用 g (z) 的 充分 条 件 是 输入 作用 g (е) 满足 方程 式 


О ра. (4.8-6) 
dt 


换言之 ,以 方程 式 (4.8-6) 的 任 一 特 解 作为 系统 式 (4.8-1) 的 输入 ,系统 的 静态 误差 均 为 零 . 
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我 们 称 此 类 输入 作用 为 受 控 系统 的 固有 输入 作用 类 . 值得 指出 的 是 ， 系 统 的 静态 误差 与 
控制 规律 式 (4.8-4) 完全 无 关 , 后 者 只 要 保证 系统 稳定 就 够 了 .可见 , 系 统 的 静态 精度 主 
要 地 决定 于 受 控 对 象 的 特性 ,而 一 般 地 不 决定 于 控制 装置 的 具体 形式 . 
同 理 可 推 知 线 性 高 阶 方程 式 所 描述 的 受 控 系统 
PN +++ абд» =а(дф (4.8-7) 
dt” йа"! 


的 固有 输入 作用 类 函数 为 下 列 方程 式 的 一 切 特 解 


РЕ n=] 
а, Ce) TE + an-ı (2) g £ P "=- Pag ==, (43-8) 
dt” dt” 1 


现 举 例 说 明 如 何 求 出 某 一 系统 的 固有 输入 作用 类 函数 . 设 受 控 系 统 为 常 系数 线性 系 
统 , 它 的 运动 方程 式 为 


т = 十 2. = а, (4.8-9) 
它 的 固有 输入 作用 关 用 方程 式 
Т а 十 =) (4.8-10) 
确定 .后 者 的 解 为 i 
E) == g + и + 67", (4.8-11) 


其 中 go, gio 8;， 为 任意 常数 . 
对 于 系统 式 (4.8-9) 来 说 ,一 切 式 (4.8-11) 的 输入 作用 均 不 引起 静态 误差 ， 
对 常 系数 线性 系统 ,一 般 的 可 以 认为 固有 输入 作用 类 函数 具有 下 列 形 式 : 
g) = gi tH git + ere + gg + вые" 十 + genk (4.8—12) 
上 式 内 时 间 # ВУ 202 РЧА Ра ЖК А 98 НО ВНЖ. ИИА А = 0 时 称 零 阶 
无 静 差 ,此 时 系统 对 一 切 常 值 输入 无 静 差 , & 一 1 时 称 系统 为 一 次 无 静 差 ,此 时 对 直线 变 
化 之 输入 作用 无 静 差 ,以 此 类 推 . 如 果 式 (4.8-12) 内 во =g = +: =, 一 0， 则 系统 为 
有 静 差 系统 ,后 者 对 任何 不 趋 于 零 的 输入 作用 ,误差 不 趋 于 零 . 
利用 传递 函数 的 形式 ,容易 辨别 系统 的 无 静 差 次 数 。 若 将 受 控 对 象 的 传递 函数 写成 
Wy = ХО) КМС) 
UCs) СС) 
RH СС) 为 * 的 =” 阶 多 项 式 ,而 且 * 一 0 不 是 它 的 根 。N(Cs) ИИА, т < 
ntk, 5=0 也 不 是 它 的 根 。 当 G(s) 无 重 根 时 , 受 控 系 统 式 (4.8-13) 的 固有 输入 作用 
类 具有 式 (4.8-12) 的 形式 . 因此 ,开路 传递 函数 中 极点 :一 0 的 次 数 减 1 就 是 受 控 系统 的 
无 静 差 次 数 。 若 《一 1, ӘНЕ, 
如 果 g(z) 不 属于 固有 输入 作用 类 ,那么 当 :一 co 时 系统 必 有 静态 误差 存在 。 现 在 
我 们 估算 一 下 静 差 的 值 。 设 自动 控制 系统 式 (4.8-5) 之 D 和 4 为 常量 矩阵. 下 面 我 们 只 研 
究 常 系数 情况 .一般 的 来 讲 , 当 еб) 为 任意 向 量 函 数 时 ,相应 的 e(z) 也 是 与 g(z) 有 
关 的 时 间 函 数 , 当 г 趋 于 无 穷 大 时 , 它 不 趋 于 常 向 量 , 系 统 的 这 种 误差 称 为 稳 态 误差 。 
ха 不 属于 固有 作用 类 ,而 满足 条 件 
dg (2) 
t 


> С4.8-13) 


Есте — Ag (t) = gos 
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此 处 аъ 为 常 向 量 。 再 设 当 гә co 时 ， = 一 0， 此 时 误差 方程 式 (4.8-5) 之 右 端 变 为 


De + е, = 0. (4.8—14) 
上 式 有 解 的 充分 条 件 是 行列 式 |Р] 关 0， 此 时 系统 的 静 差 可 直接 解 出 : 
є = — Dgs, (4.8-14”) 
或 者 ,将 上 式 展开 
ө == gi = 1,2, i a 


f= 


式 中 好 是 逆 矩 阵 DT 的 元 素 , 称 为 静 差 系数 。 和 矩阵 刀 按 关系 式 D 一 4 十 BC 与 控制 
规律 
и = —СЕ 
有 关 , 即 与 控制 装置 有 关 . 因此 ,正确 地 选择 控制 规律 可 以 减 小 系统 对 非 固有 输入 类 作用 
现 以 三 阶 系统 《4.8-9) 为 例 分 析 静 差 与 控制 规律 的 关系 。 令 б) 一 各 十 bt + 


1 р 4 4 4? 
工 562， 其 中 b bo bi 均 为 常 值 . 令 =) (0), 一 此 一些 =з 
2 dt dt dt 
а? Ж ` 

dee 

dt н 

де, 

== Б 

r 1:3 

дез _ Ср а Ы ъд р 

dt T T T T 


显然 , 若 系统 渐 近 稳定 , 当 гэ oo В, e= e= 0, 而 a 一生, 此 处 三 称 为 误差 е, #0 
静 差 系数 . 
最 后 ,我 们 再 看 一 个 普遍 情况 , 令 

424). 一 4gC = h) #0, 
此 时 e(z) 的 通 解 为 | | 

У ЧЕ? | еРи-®АСт\удт, (43-15) 
因为 系统 稳定 , 当 * 足够 大 时 , 右 端 之 第 一 项 趋 于 零 ,所 以 我 们 只 研究 第 二 项 ,用 分 部 积分 
АЗ, АС) 的 每 一 个 分 量 为 足够 光滑 时 有 

| РВ дат = (|, enar )h (у 一 (|, |, 024347 № (2) 


十 (| | |, идат) # (2) -... 


0 


代入 前 式 后 有 | 
E(t) = ООВ + CRG) + С,()Ь(ш) + --- (4.8-16) 
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Rh й h, 等 等 :而 С; 为 x хо ИЕ: 


t 
C (z) = e | e™?tdr = 一 D-I(E 一 e”), 
0 


—С\() = С | | стала) = р? — De” +H De?!, 

由 上 式 决定 的 矩阵 CO 称 为 系统 的 稳 态 误差 系数 矩阵 ， 当 系统 参数 给 定 后 ,这 些 矩 阵 
的 元 素 极 易 求 出 根据 这 些 元 素 的 值 即 可 估算 系统 跟踪 任何 信号 的 稳 态 误差 ， 而 不 需要 
解 出 系统 的 具体 运动 形式 . 4 В (р) = ОН, АС) 为 常 向 量 ,此 时 CCo) 为 常量 矩阵 ,其 
元 素 与 前 面 所 定义 的 静 差 系数 一 致 ， 因 此 , 静 差 系数 是 稳 态 误差 系数 的 一 种 特殊 情形 . 

通过 对 系统 (4.8-9) 的 分 析 我 们 得 到 一 个 启示 : 静 差 反 比例 于 系统 的 放大 系数 . 当 放 
大 系数 趋 于 无 穷 大 时 ,系统 的 静 差 将 趋 于 零 . 但 是 ,粗略 地 分 析 即 可 看 出 : 此 时 系统 的 稳 
定性 将 变 坏 ,这 个 矛盾 告诉 我 们 , 在 设计 系统 时 , 片面 的 追求 某 一 个 高 指标 会 使 其 它 的 性 
能 受到 影响 ， | 
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前 面 我 们 曾经 指出 ,在 有 些 实际 问题 中 , 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 定义 并 不 完全 适用 .为 
了 研究 这 类 问题 ,必须 从 实际 问题 出 发 ,建立 新 的 分 析 方 法 ,从 本 节 中 我 们 可 以 看 到 ,对 研 
究 短 程 火 箭 的 运动 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 定义 应 改 为 有 限时 间 的 稳定 性 更 切合 实际 些 ， 

下 面 研究 一 个 火箭 弹 在 火箭 推力 起 作用 的 过 程 中 的 运动 状态 ， 假 定 这 个 火箭 是 依靠 
尾翼 来 稳定 的 。 我们 特别 来 考虑 火 租 轴 线 与 投射 角 之 间 的 偏差 角 ， 这 个 偏差 角 是 由 于 发 
射 过 程 中 的 扰动 以 及 飞行 过 程 中 尾 经 所 受到 的 阻力 作用 和 火 第 所 受到 的 重力 作用 所 引起 
的 .关于 火箭 弹 的 动力 学 的 一 般 问 题 , 曾 经 在 第 二 次 世界 大 战 时 期 内 被 不 同 国 家 的 许多 学 
者 仔细 地 研究 过 . 罗 色 尔 (Rosser), ФД СК. Newton) 和 格 罗 司 (Gross) 曾经 把 美国 学 者 
的 工作 加 以 总 结 中 , 兰 金 (Rankin) 曾经 报告 了 英国 方面 的 工作 2, 卡 里 埃 尔 《Carriere) 的 
论文 代表 了 法 国学 者 对 于 这 个 问题 的 研究 工作 . 而 甘 特 马赫 СГантмахер) WAX СЛевин) 
则 在 文献 [28 ] 中 总 结 了 苏联 在 这 方面 的 研究 情况 。 本 节 内 我 们 不 打算 详细 地 讨论 如 何 计 
算 短 程 火箭 的 弹道 及 姿态 运动 的 细微 变化 规律 ,只 希望 用 一 个 被 简化 了 的 模型 ,指出 在 变 
系数 线性 系统 的 研究 中 的 几 个 有 重要 意义 的 特点 ， 并 指出 为 什么 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 概 
念 和 定义 对 这 个 具体 问题 是 不 适用 的 . 

对 于 一 个 用 尾翼 稳定 的 火箭 弹 来 说 ， 铅 直面 内 的 运动 与 水 平面 内 的 运动 之 间 的 相互 
影响 可 以 忽略 掉 ,也 就 是 说 ,在 铝 直 面 内 由 于 水 平面 内 的 运动 而 产生 的 空气 动力 是 可 以 忽 
略 的 .所 以 ,我 们 只 考虑 和 研究 铅 直 面 内 的 运动 情况 ,也 就 能 够 知道 火箭 弹 的 特性 了 ， 因 
为 这 是 短 射 程 的 火箭 弹 , 所 以 ,我 们 把 地 面 看 成 是 一 个 平面 。 设 ”是 火箭 弹 的 速度 的 绝对 
值 , Ө 是 速度 向 量 的 倾角 , 8 是 火箭 弹 的 轴线 的 倾角 (图 4.9-1)， 于 是 ,火箭 弹 的 冲 角 就 是 

а = 9 — Ө, (4.9-1) 
设 m 是 火箭 弹 的 质量 , 8 是 重力 加 速度 . 所 以 作用 在 火箭 弹 上 的 重力 就 是 铅 直 向 下 的 力 
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mg. ZADEN L, MI DME M . 工 和 DD 分别 垂直 于 和 平行 于 运动 的 方向 .这 
些 力 都 是 作用 在 火箭 的 重心 上 的 .火箭 的 推力 S ИЖ, 就 像 图 4.9-1 所 画 的 那样 ,5 与 
轴线 之 间 有 一 个 偏差 角度 6， 对 于 重心 
来 说 , 5 的 力矩 璧 是 5。 所 以 , 沿 弹道 方 


向 的 加 速度 的 方程 就 是 
т 2. = Scos (а — £) 
一 mgsing — Р, (4.9-2) 
垂直 于 弹道 方向 的 加 速度 的 方程 就 是 
И 二 sin (а 一 
а S яп Са — £) 
一 mgcosg + L. (4.9-3) аи 
Җа › ЯКА НОВ НИО е к, 那么 , 角 加 速度 就 是 
me Z, = 58 — М. (4.9-4) 
У: 


在 方程 《4.9-4) h, RNE ТАНЕ ЙН е 4ДЕ {н Г ен Р 
小 ， 

空气 动力 和 空气 动力 转 矩 都 与 冲 角 & 有 关 。 但 是 ,如 果 火 箭 的 尾 届 安装 得 不 正 , 即 使 
& 一 0， 也 还 会 有 升力 和 转 矩 。 所 谓 安装 得 不 正 , 也 就 是 说 尾翼 的 安装 引起 了 一 个 角度 误 
22 r, 以 臻 于 工 和 MM 在 a 二 + 时 消失 ,而 不 在 &==0 时 消失 ， 如果 2 是 空气 的 密度 , 4 ЖА 
箭 弹 弹 身 的 直径 ,我 们 就 可 以 用 下 列 公式 引进 升力 系数 Ki, 阻 力 系 数 Ko ЛП ЖЖ К: 


L = К,ри?а? sin Со — y), (4.9-5) 
D = Къри, (4.9-6) 
М = Kypovd’ sin Cæ — у). (4.9-7) 


对 于 短 射程 火箭 弹 来 说 ,弹道 的 顶点 并 不 高 ,所 以 ,我 们 可 以 把 密度 о 看 作 是 常数 ， 此 外 ， 
最 大 的 速度 值 也 不 是 很 大 ， 以 致 于 系数 К,, Ko 和 К, 都 还 可 以 看 作 是 与 飞行 的 马赫 
(Mach) 数 (火箭 弹 的 速度 与 音速 的 比值 ) 无 关 的 常数 ， 再 者 ,对 于 短 射程 火箭 来 说 ， 燃 料 
的 质量 只 占 火 箭 弹 的 总 质量 很 小 的 一 部 分 ,所 以 ,把 火箭 弹 的 质量 看 作 是 一 个 常数 也 不 会 
引起 严重 的 误差 ， 在 方程 组 (4.9-1) 一 (4.9-7) 内 ,，v，9， 和 a 代表 火箭 弹 的 运动 状态 ， 
Kıs Kus Kps ps d; m, 等 是 与 环境 条 件 和 火箭 弹 的 几何 形状 有 关 的 某 些 特定 常数 ; 6, 
ys 6 和 重力 加 速度 g 可 看 作为 决定 作用 于 火箭 弹 上 的 外 力 的 因素 .显然 ,方程 组 
《4.9-1) 一 (4.9-7) 是 非 线 性 的 ,它们 和 初始 条 件 一 起 唯一 地 确定 火箭 弹 的 弹道 . 
这 种 类 型 的 火箭 弹 的 燃烧 时 间 都 是 很 短 的 ( 璧 如 说 ,只 有 0.2 一 0.5 秒 ), 所 以 就 必须 使 
加 速度 S/m RAFIT. PRE MEH S 是 相当 大 的 , 和 它 比 起 来 ,重力 ,阻力 和 升力 都 小 
到 可 以 忽略 的 程度 ， 而 且 ,推力 方向 与 飞行 方向 之 间 的 偏差 角度 a 一 8 总 是 很 小 的 , 冲 角 
в 的 值 也 总 是 很 小 的 。 因 此 , 如 果 诸 量 ro б, 5 和 8 为 零 时 , 火箭 弹 的 理想 弹道 就 是 一 条 
ЖИЛ Ө, 的 直线 (图 4.9-1)， 沿 着 这 条 直线 的 运动 是 一 个 等 加 速度 S/A 的 运动 
dv 


= 5/т. (4.9-8) 
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如 果 z 是 沿 着 这 条 直线 量度 的 距离 ,那么 ,这 个 运动 也 可 以 用 下 列 方程 表示 : 
ва 29 „ы ag (4.9-9) 


果 发 射 火箭 弹 的 初始 速度 是 零 , = 就 是 到 发 射 点 的 确实 距离 ; 如 果 有 一 个 初始 速度 ,= 
就 是 到 发 射 点 前 面 的 某 一 点 的 距离 ,而 不 是 到 发 射 点 的 距离 。 从 方程 (4.9-9) 我 们 得 到 
d _ dzd 4 25 d 


一 一 一 == =al z 一 。 С4.9-10) 
аі dt dz dz m dz 


因为 在 燃烧 过 程 中 总 是 有 外 力作 用 的 、 因 此 真正 的 弹道 与 无 外 力作 用 时 的 典型 弹道 
是 有 差别 的 。 假 设 它们 之 间 的 偏差 比较 小 ,我 们 可 以 在 理想 弹道 附近 将 运动 方程 线性 化 。 
我 们 认为 真正 弹道 的 速度 特性 和 理想 弹道 的 速度 特性 一 样 , 因此 用 方程 (4.9-9) 来 代替 方 
程 (4.9-2), 并 且 把 方程 《4.9-3) 和 (4.9-4) 中 的 速度 v 和 时 间 导 数 用 方程 〈4.9-9) 和 
(4.9-10) 来 代替 ， 此 外 ,因为 «— В 很 小 ,sin (ба 一 fp) 也 就 可 以 用 a 一 8 来 代替 .cos6 
可 以 用 cosh, 来 代替 ,我 们 把 升力 工 也 忽略 掉 ， 因 为 它 比 推力 的 横向 分 量 以 及 火箭 的 重 
кыы ы ие 
d0 


2 т Ca— p) — 7 5 cos (4.9-11) 
ч 429 ‚ 49 _ 8 _ 8з? 
2z = = ве z(a — у), (4.9-12) 
这 里 的 o 的 定义 是 Pa 
P 一 412 Жыр? (4.9-13) 


很 明显 , о 的 量 纲 是 长 度 ， 我 们 可 以 把 o 取 作 火箭 的 扰动 运动 (对 于 典型 弹道 ) 的 特征 长 
度 , 并 且 也 可 以 看 作 是 扰动 的 弹道 的 “波长 ”方程 (4.9-1)，(4.9-11) 和 (4.9-13) 就 是 三 个 
未 知 函数 a, 9 和 3 的 线性 化 的 方程 . 方程 的 线性 化 是 在 这 样 一 个 假设 之 下 作 的 : 对 于 一 
个 理想 的 倾角 0, 来 说 ,弹道 与 直线 之 间 的 差别 很 小 . 

我 们 可 以 把 6 和 э 消去 而 得 出 © 的 单独 一 个 方程 。 作 法 是 这 样 的 ， 先 用 2W = 除 方 
程 (4.9-11), 再 把 结果 对 z 微分 。 这 样 就 得 到 


29 | 1 240 1 da 1 
=: 一 = — а — В — ЁС совб, 
М = = 2? Ыт. z dz 2 z dz Кы и ) 
现在 ,我 们 再 用 W > 除 方程 (4.9-12)。 然 后 ,从 结果 中 减 去 上 面 的 方程 , 最 后 ,再 利用 方 
程 (4.9-1) 的 关系 .就 得 出 
1 
V Zd? Ve dz + 0? =) р = 
4л / х 1 gm 
十 ПЫ = (в + Е 0.) 


这 个 方程 明白 地 表示 出 下 列 事实 : 用 来 研究 火箭 弹 的 微分 方程 不 是 常 系数 方程 ， 其 实 ， 
只 要 按照 下 列 公式 引进 一 个 无 量 纲 距离 &, 


Е = 212 (4.9-14) 


с 
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[о 就 是 方程 《4.9-137 所 规定 的 “波长 ”], 我 们 就 可 以 把 e 的 方程 化 为 贝 塞 尔 方程 的 标准 
形状 ,也 就 是 


2,2 2 
=? 


dë? Е ДЕ 4л}? Е 
— (ва а |1 _ 
(я еб јен (4.9-15) 
把 “确定 出 以 后 ,再 积分 下 列 方程 也 就 可 以 把 Ө 计算 出 来 
= L æ 一 = 8 COS ма 
ДЕ A ж ө |. (4.9-16) 


这 个 方程 是 由 方程 (4.9-11) 变 化 出 来 的 . 

这 些微 分 方程 中 的 自 变数 zx 或 # 并 不 是 时 间 变 数 而 是 距离 变数 . 但 是 ,正如 方程 
《4.9-9) 所 表示 的 那样 , z 是 时 间 # 的 单调 增 函 数 ,§ 当然 也 就 是 : 的 增 函 数 。 因 此 ,有希 
望 认为 把 自 变 数 从 z 改 为 5 并 不 会 改变 系统 方程 的 性 质 。 我们 再 仔细 地 研究 一 下 方程 式 
《4.9-15) 的 结构 . 这 是 对 冲 角 0 的 一 个 线性 非 齐 次 方程 式 , 其 右 端的 三 项 均 为 对 弹 体 的 干 
扰 作 用 . 式 (4.9-15) 与 (4.9-16) 联 合 起 来 , 构成 一 个 联 立 方程 组 , 它们 决定 火箭 在 发 动机 
工作 时 间 内 的 纵向 运动 . 火箭 的 飞行 状态 是 弹道 倾角 Ө 和 冲 角 a。 如 果 三 个 外 干扰 均等 
于 零 , 那 么 齐 次 方程 式 


аг? & dt 
2. = 2.0 (4.9-17) 


Й, «(Еу = JCE), 按 二 阶 贝 塞 尔 函数 的 规律 


СЕ) = Ji CE) = үө E, (Е) = J-C) = (2 
ВЕ Е AKMA. ПП ӨСЕ) 则 将 随 占 的 增 大 而 趋 于 某 稳 态 值 ө... 
利用 上 述 事实 ,又 可 对 非 齐 次 方程 式 (4.9-157 做 -一 变换 。 事 实 上 方程 式 (4.9-157 可 以 
改写 为 


с HE == ОС (4.9-18) 

其 中 ы 
= & ==\/ Еа, (4.9-19) 
О) = уу E + тат ) 7 — 1 (в + = соз Ө; | и (4.9-20) 


БИЙ „А ТИТ ЖАИ & 1, РЭС ВА ЈЕ sin Е ЯП cosg, 
火箭 弹 离 开发 射 点 时 的 条 件 , 或 者 初始 条 件 记 为 


р = 00; 
0 一 0， 
в = о, 


49/а: = (49/41). (4.9-21) 
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这 里 的 下 标 0” 表示 上 一 0 时 刻 的 值 ， 所 和 “的 初始 值 当 然 就 是 


2 
Бола ИЕШЕ а Е (4.9-22) 
с 25 oS 
和 — 
бо == М ёа, (4.9-23) 


根据 方 程 (4.9-16)，: =0 时 就 有 


V z ) _ %— В т а А 


ЧН 0 = 9 – а, 所 以 


A верн 
н (2) = КЕКЕ гу с(49/4:), 十 В + (2т/5) со Ө, (4.9-24) 
дё /0 2ли АЕ, у р 


ИЯ ЕВЕР АЕ А, ВИТЯ ВИЗ ЗТЁ®С4.9-18)Ю 5 R © 直接 写 出 来 : 
5 . 
(Е, Eo) = Es Eo) E |. sin Ст е 500002 
1 
年 
/ 


i з! + И cos (1 — 0060, (4.9-25) 


AMA О.о, 9 Об) 中 包含 有 的 半 次 方 宕 所 
以 方程 (4.9-25) 中 的 积分 确实 都 是 福来 内 尔 Fresnel) 积分 ， 把 方程 (4.9-20) 和 初始 条 件 
式 (4.9-23),C4.9-24) 代 入 方程 (1.9-15) 后 ,再 进行 计算 就 可 以 得 出 冲 角 аСЕ, Б) 的 表示 
R: 

ACE, E) = y + (8+ TE cos бп) СЕ, E) +- 


: = FCEE) 


一 7[ Е\СЕ, ЧЭ, F Е.(Е, so)] ЕЗ FCE, Eo) + с (2) к, Eo) (4.9-26) 
其 中 ЕЕ, DE 1 = 1, 2,3,4 都 可 表示 为 火箭 函数 的 组 合 : 


Е.С» &0) = УЕ = [rr Co) sin СЕ — Eo) + riCë) соз (Е — E) — riCE)], 
5 
ЕЕ, Eo) = FUO- rr CE) cos (Е 一 ġo) + 7165) sin СЕ — Е], 
В.Е, E) = Ecos (E = АЗ | 
FCE, E) = М Ersin (Е — E/N Е. (4.9-27) 
罗 色 和 尔 等 2 把 一 些 常用 的 福来 内 尔 积分 定义 为 火箭 函数 : 
rr(wm) = созо к: dx 一 sinw коз ах. (4.9-28) 
аа оре 
г} (0) = созо И 083 Jx + sinw sna dx, (4.9-29) 
= |, эл 
ға?(0) = rr’ (o) + гр), (4.9-30) 


ir(w) = |. 520 dx, (4.9-31) 
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1 (о) = |, КЕ а, (4.9-32) 
rilo) = ii! a (4.9-33) 


Во ЧИЕ Е АРЕВА Ж Ж, rr Со) 和 rilo), ralo) 都 是 w 的 单调 
ЖЕ АЖ. 7 Со) 是 吧 的 单调 递 升 函数 .因此 根据 式 〈4.9-277 可 以 看 出 ， 对 于 很 大 的 = 
ЕЕ, E) i 一 1, 2,3,4 都 趋 于 零 , 这 样 a(#, E) MEAT yY。 把 “计算 出 来 以 后 ,用 积 
分 方法 就 可 以 由 方程 (4.9-16) 求 出 9 来 : 


0—0, = (0, — 0) — È (p + 7E PE eos + |, = е1 А ды, (49-34) 


把 方程 (4.9-26) 代 人 和信 式 《4.9-3427 后 ,再 把 方程 (4.9-34) 写成 若干 项 ,每 一 项 都 代表 一 种 类 
型 的 扰动 . 这样， 


0 — 01 = (б, 0) + (8 24 2E соз, ) С, СЕ, DE С,(Е, E) 
— Б) А СВ БИ елок Бу а 2 а (2) GiCE, E). (49-35) 
其 中 
с 8) =-- | а E dy — Lin 25 
СКЕ, E) = 二 上 Talna д, 
CEs &) = 5 |. ES ay, 
СЕ, ы = 1 Pi Enn ay, (4.9-36) 


HIE (4.9-35) 右边 第 Бе a 
的 影响 ， 第 二 项 表示 推力 不 正和 重力 的 影响 ， 第 
三 项 表示 推力 的 转 矩 的 影响 。 第 四 项 表示 尾 辟 的 
安装 不 正 所 引起 的 影响 。 第 五 项 表示 初始 冲 角 的 
影响 ， 最 末 一 项 表示 火箭 弹 的 初始 角速度 的 影 
响 、 每 一 个 C 都 是 5 和 名 这 两 个 变数 的 函数 , 并 
且 也 是 由 一 些 福来 内 尔 积分 组 成 的 。 用 图 线 表示 
这 些 函 数 的 几 个 图 (图 4.9-2 一 4.9-5) 也 是 引 自 文 9 
献 [21]. 

把 图 4.9-2 到 图 4.9-5 这 几 个 图 观察 一 下 ,就 
可 以 看 出 这 样 一 个 事实 : 对 于 很 大 的 5 值 来 说 ， 
所 有 这 些 火箭 函数 G 几乎 都 是 常数 .所 以 ， 各 种 
扰动 都 不 能 阻尼 掉 。 方程 (4.9-35) 的 第 一 项 和 最 
后 两 项 表示 在 发 射 点 所 受 的 初始 扰动 的 影响 ， 然 
而 , М ЕЖЕ, 它们 还 保持 不 等 于 零 的 有 限 值 . 
方程 (4.9-35) 的 其 余 三 项 都 是 由 于 “输入 ”( 或 者 
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说 驱动 函数 ) 而 产生 的 “输出 ”， 对 于 很 大 的 吉 值 来 说 ， 它 们 的 值 也 不 是 去 . С, 函 数 的 性 
质 尤 其 恶劣 : 当 二 很 大 的 时 候 , 它 差 不 多 等 于 jn5， 所 以 也 就 要 无 限 地 增 大 。 


Šo = 0 


GCE, o) 


ШШ ОЕШ] Е — 0 
РЕЙ са. 
Ф A 
un & = 0.6 
+ mE | | 
и 5“ Чү 
| ; & = 1.2 
к | А 5 & = 1.5 
` W =f 
2 4 6 2 4 6 8 10 12 14 


wm 
Уут 


图 4.9-4 4.9-5 
我 们 试用 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 判 据 准 则 来 对 此 具体 问题 做 一 分 析 . 火箭 纵向 飞行 状 


态 “ 对 初始 状态 扰动 om (L) 和 ө, 都 是 稳定 的 ,因为 这 些 干扰 引起 的 “变化 都 随 二 的 


增 大 而 趋 于 零 . 但 是 有 了 外 扰 作 用 后 а) 并 不 趋 于 零 . 其 次 ， 当 有 外 扰 情 况 下 6 将 无 
限 增 大 .根据 齐 次 方程 式 (4.9-17) 可 知 , 当 一 切 外 扰 为 零 时 , 由 于 初始 条 件 式 (4.9-21) 不 
AF, 6 也 不 会 趋 于 零 . 由 此 只 能 得 出 结论 : 火箭 弹 按 稳 定性 的 定义 是 不 稳定 的 .。 

但 是 ,这 个 结论 并 不 能 使 设计 师 们 感到 震惊 . 因为 ,第 一 , 李 雅 普 诺 夫 的 定义 是 500 
时 系统 座 标的 变化 情况 ,而 这 里 的 短程 火箭 的 推力 作用 时 间 却 很 短 .“$ 趋 于 无 穷 大 ”这 一 
条 件 在 此 完全 无 意义 ;第 二 ,即便 在 有 限时 间 内 9(z) 和 a(z) 将 在 干扰 作用 下 随 射 程 距 
离 的 增 大 而 增 大 ,或 保持 不 为 零 的 常量 ,这 也 无 妨 于 火箭 能 够 较 准 确 地 命中 目标 。 这 样 一 
来 ， 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 定义 必须 加 以 修改 .这 里 宜 于 采用 的 是 有 限时 间 内 的 稳定 性 的 
概念 。 按 第 4.7 节 氢 述 的 定义 ,这 里 稳定 性 的 概念 可 以 这 样 担 : 设 给 定 火 箭 飞 行 时 间 Т, 
在 :一 7 时 飞行 状态 偏差 6 和 “应 满足 条 件 
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10| < б, |а| < о, (4.9-37) 
其 中 0., а. 均 为 预先 给 定 的 常数 。 如 果 对 任意 给 定 的 这 一 组 正 数 了 ，9.，a， 均 能 找 出 


一 组 不 为 零 的 正 数 7，5， B> Oos m (EZ) ， 使 在 0 << Т 间隔 内 ,或 在 :一 了 时 刻 


满足 条 件 式 (4.9-37), 那 么 此 火箭 的 运动 是 稳定 的 . 

这 样 一 种 提 法 是 有 重要 实际 意义 的 ， 如 果 上 述 条 件 不 满足 ， 就 无 法 使 火箭 飞行 达到 
要 求 的 精度 式 《4.9-37)， 反 之 ,如 果 火 第 运动 按 上 述 定义 是 稳定 的 ,那么 根据 给 定 的 7， 
0. а, 就 可 能 定 出 可 允许 的 干扰 x，6, 6 及 初始 条 件 误差 gm 和 人- 好) 的 公差 范围 。 
而 这 对 设计 师 来 说 是 具有 重要 意义 的 . 

410 “线性 系统 的 能 观测 性 
在 任何 闭路 系统 中 ， 为 了 形成 反馈 信号 必须 不 断 地 测量 系统 的 状态 。 在 实际 问题 中 
党 出 现 这 样 的 情况 ， 预 先 给 定 的 测量 方法 不 能 提供 足够 的 信息 去 确定 系统 的 状态 ， 这 时 
就 要 改变 测量 方案 ， 所 以 事先 应 该 检查 给 定 的 测量 方法 能 否 满足 要 求 。 1960 年 卡尔 曼 
(Kalman) 首先 从 理论 上 提出 了 这 一 问题 , 并 引进 了 关于 能 观测 性 的 概念 9， 事实 证 明 ， 
这 是 一 个 重要 的 概念 ， 下 面 以 雷达 测量 为 例 对 这 个 概念 加 以 说 明 . 

由 于 受 观测 工具 和 测量 手段 的 限制 ， 受 控 对 象 的 状态 变化 x) — (и, =, 
о СО 常 不 可 能 逐个 地 全 部 实时 地 测量 册 
来 .为 了 估计 各 个 状态 变量 的 瞬时 值 ， 必 须 通过 
能 够 直接 测量 到 的 数据 换算 出 来 ， 典 型 的 例子 是 
飞行 器 的 雷达 测量 ， 设 M 为 要 观测 的 目标 ,在 平 
面 座 标 系 中 作为 一 个 质点 的 运动 有 四 个 独立 的 状 
态 分 量 : х (0), y(t) Ma) = VG), уб) = 
у, (©) 410-1), 置 于 0 点 的 雷达 能 够 观测 到 
的 是 另外 的 四 个 量 : AE r, M e ЖЕНИ 
Ц ré. М 的 状态 和 观测 量 之 间 的 关系 是 

r = + 45% 图 4.10-1 


aJ 
& = tan 一 ， 
x 


я = = (хи, + yV,), 
I +y 

中 
х? + у? ы х? 十 у? 


如 果 观 测 工具 是 光学 仪器 , 则 它 不 能 精确 测量 出 x 和 5, ЯНЕ 7 和 的 精确 值 ， 
as x ТУ 的 瞬时 值 求 出 另 两 个 状态 变量 了 .和 
> НТ х 一 "coss， у 二 +sine， 如 果 测 得 + 和 & 在 :时 刻 以 前 的 数据 ，V, 和 

у, РИ 如 果 测 量 工具 只 能 测 得 一 个 量 *>， 情 况 就 完全 不 同 
了 ;, 仅 用 一 个 + (oa 的 那 怕 是 在 [0,2] 时 间 内 的 全 部 数据 也 不 可 能 得 到 任何 状态 座 标的 
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正确 估算 . 于 是 ,对 受 控 对 象 的 状态 能 不 能 测量 ,取决 于 受 控 对 象 本身 的 特点 和 测量 方程 
二 者 之 间 的 相互 关系 . 
下 面 我 们 只 讨论 线性 系统 的 能 观测 性 问题 (对 非 线 性 系统 这 个 问题 也 是 存在 的 )。 考 
查 变 系 数 线 性 系统 
ко. = А(г)х(г) + В()и(+), (410-1) 
t 


式 中 x(t) = {x (2), x(t), лш х„(#)} 是 状态 向 量 ， и (1) к= {u (2), КЫЫ и, (:)} 是 
Шш, 4G) = (а, Се) ) 和 BG) = СЬ (0)) ЗЕ пхп Мах! ЖЖ, 其 中 
а (г) 和 Р (т) 都 是 :的 连续 函数 . 假定 被 观测 的 量 yy 与 状态 х 之 间 是 线性 关系 

уб) =Н@Фха), (4.10-2) 
HCE) = (hi)) 是 1 Xn ИМЯ, [< п, А, (е) 也 是 zt 的 连续 函数 . 

一 个 有 益 的 概念 是 系统 的 能 观测 性 .如 果 对 任 一 时 刻 >, 系统 的 状态 x (2) 可 以 
根据 观测 到 的 у (е) 在 [a, 2] 时 间 内 的 数据 和 已 知 的 ш (е) 在 同一 时 间 内 的 数据 唯一 
地 确定 出 来 , 则 说 系统 式 (4.10-12 和 (4.10-2) 在 二 时 刻 是 完全 可 观测 的 . 

注意 到 式 (4.10-1) 可 能 是 一 个 闭路 系统 , 即 若 u(z) = С (0) х (0), ДБ 《4.10-1) Ж 
为 

ох ке (АС. + вена a, (410-17) 
此 时 aC 的 数据 对 系统 的 可 观测 性 不 起 作用 ,而 和 矩阵 41(z) КРАЖА Н( Ж 
同 决定 系统 的 可 观测 性 . 
第 二 章 中 我 们 曾 讨论 过 , 式 (4.10-1) 的 解 是 
xC) = Фа, to)xo H OCz, to) | Ф—'(т,ь)ВС(т)иб(т)ат,„ 
AP x ERREDH, OC, и) 是 齐 次 方程 (и=0) 的 基本 解 矩 阵 ， 代 人 式 (4.10-2), 有 
YG) = HO) BG, дж + HO) Ds һә) | Фе, һәВС(т)ибт)4т 


0 


= H() DG, DE + | Ф-\(т, һдВ(т)ибт)4г]. (410-27) 


TA WR Н (е) 对 任何 :都 是 x Х п ЕЕ, АВ Аве ХНУ, АА (е) = 
Н"(Фу@) 对 任何 ЖМ. ЗЕ, На) 通常 不 一 定 是 正方 阵 , В уб) 的 维 数 通常 
АТР n, 所 以 НО) ЖЕНИ. 

由 于 ФС, 5) 是 охо ИЛИ, xa) 和 м 之 间 有 一 对 一 的 对 应 关系 , 即 每 一 个 
х, 对 应 一 个 唯一 的 x (z) ,不同 的 xo 对 应 不 同 的 x(z) .因此 ,为 了 根据 y(z) ХЕ [4 2] 
上 的 数据 能 够 唯一 地 确定 x(z) ， 只 须 能 求 出 x。 就 够 了 .系统 可 观测 性 条 件 可 改 述 为 : 
如 果 能 根据 УЧ) Æ [ros] 上 的 数据 唯一 确定 x(w) = xo RAE t 时 刻 是 可 观测 的 ; 
如 果 对 一 切 : 都 可 观测 ， 系 统 叫 完全 可 观测 的 . 用 H(z) 和 Фа, а) 分 别 表示 HC) 
和 Ф( 的 转 置 和 矩阵 ， 对 C4.10-2') 两 端 作用 ФС, to)H"(z)， 并 在 时 间 间 隔 [ин] 上 
积分 后 有 
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[ось кун" HO DG, Dad = | Фа, вн [у 
= HO DG в) | Фе, ВСС) | Ви. 


根据 假定 上 式 右 端 是 已 知 的 , 记 为 z(a). Ш mx я 方 阵 МК, А), 
меа, t) = È" Ce, дн" HO) Bs һа: (410-39) 


是 可 逆 的 ,就 有 = Мо "Са, tozz). 这 意味 着 ， 如 果 МоСнь и) 对 任何 #4 лев, 
则 系统 必 是 完全 可 观测 的 ,此 时 
xo = Му "Си, а)ба) = Мои, «| Dr, ӘН (+) К 


— H(z) ФО, в) | Cr, ВСС) | de}, 


即 y(z) 和 аб) 在 [wal] 上 的 数据 完全 确定 x。， 因 而 完全 确定 x(z)， 反 之 ,可 以 断 
言 ,为 了 使 系统 是 完全 可 观测 的 ,必须 Мое, а) 对 任何 > к ЕЛИ. 显然, 如 果 
Моа, и) 是 不 可 逆 的 , 则 同一 个 =) 将 有 两 个 以 上 的 xo 按 下 列 代数 方程 相对 应 : 
МС, 10) Xo = 201), 
即 上 式 有 两 个 以 上 的 独立 解 . 这 就 是 说 , 根据 2С) 不 能 单一 地 确定 ху, RAE Е = а Б] 
是 不 可 观测 的 ,因而 不 是 完全 可 观测 的 . 
总 结 上 述 ,由 运动 方程 (4.10-1) 和 测量 方程 (4.10-2) 构 成 的 系统 为 完全 可 观测 的 充 要 
条 件 是 由 式 (4.10-3) 定 义 的 п х п 阶 方 阵 对 任何 a> 和 是 可 逆 的 ， 注意 到 HHO 是 
非 负 对 称 和 矩阵 ,而 对 称 和 矩阵 的 和 也 是 对 称 和 矩阵 ,大 Мои, и) 是 对 称 的 非 负 方 阵 。 只 有 M 
是 正定 时 才 可 能 有 逆 ， 因 而 Моа, д) 是 可 逆 的 等 价 于 它 的 正定 性 , | 
Жї НИЕ Е, 能 观测 性 的 充分 必要 条 件 还 可 以 更 具体 化 一 些 ， 设 式 (410-1) 
和 (4.10-22) 中 的 矩阵 4, В 和 万 都 是 常量 矩阵 ,这 时 整个 系统 为 
dx 


— = 4х + Bu; 
аг 
у = Нх. (4.10-4) 
可 以 证 明 , 系 统 式 《4.10-4) 完 全 能 观测 的 必要 充分 条 件 是 矩阵 
H 
HA 
Oo ке НА? (4.10-5) 
На"! 


的 秩 为 x 这 个 条 件 使 我 们 可 以 直接 去 检查 常 系数 系统 的 完全 能 观测 性 ， 关 于 这 一 结论 
的 详细 证 明 , 可 看 文献 [7,14,15]. 
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某 种 特定 的 系统 结构 能 不 能 保证 系统 的 所 有 状态 座 标 都 受到 控制 作用 的 制约 ， 在 一 
个 复杂 的 系统 中 这 并 不 是 显而易见 的 特征 .在 多 维系 统 中 常 有 一 部 分 座 标 是 不 能 控制 的 ; 
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还 有 一 部 分 只 能 通过 别 的 座 标 间接 地 受到 控制 。 弄 请 给 定 系统 的 能 控 性 不 仅 具 有 实际 意 
X ,在 理论 分 析 中 它 尤 其 是 一 个 重要 概念 。 本 节 内 我 们 将 介绍 能 控 性 的 意义 ,以 及 能 控 性 
与 能 观测 性 之 间 的 关系 . 
仍然 讨论 由 式 (4.10-1) 描 述 的 受 控 系 统 。 当 控制 作用 а (о) 选 定 后 , 系统 的 状态 变化 
将 由 式 (4.10-3) 单 值 确定 。 如 果 对 初 值 жо, 存在 A> m， 使 它 在 а 一 в 的 时 间 内 归 零 ， 
ВВ xC) 一 0， 系统 叫做 对 ж 能 控 。 如 果 对 任何 x 都 能 控 , 系 统 叫 做 完全 能 控 的 。 由 式 
《4.10-3) 知 ,为 了 使 
хб) = 000, a) | ж + |” С, DB дада = 0. 
必须 有 
Xo 一 -| a=, i0)B (р) uz) adi. (4.11-1) 
因为 B(4, г) 永远 是 可 遂 的 ,只 有 作用 到 0 向 量 上 才能 有 xa) = 0. 
为 了 对 任何 же К, ЕЕ AM a) ER (4.11-1) 成 立 , 显 然 由 
кийуу = | Фе, вида (411-2) 
定义 的 算 子 K 的 值 域 应 该 充满 整个 空间 R,。 如 果 z 为 任 一 =” 维 常 向 量 ， 取 иб) = 
Вт (2) DECE, t)z = В" (г) DC, ж 代入 式 (4.11-27 后 有 
Ки (2) = | O! Ct, 10)B (г) В" (г) B's, 24 
一 f ФО», РВ Ct) В (г) D Cro, t)zdt, 
НЯ ТЕЖ ФК, и) = BCw, 1). 那么 ,为 了 使 K 的 值 域 充满 整个 1 维 空间 К„, 
和 前 节 的 讨论 类 似 , 方 阵 7 
Мну == | Фс, РВ (г) В" (ту Ф", Ра (411-3) 
ФД а] у, ШЕ = = М: '(и, Kul), ЯП иб) 一 一 对 应 。 只 要 选 ”个 线性 不 
相关 的 21, 22, tts z,， 就 能 得 到 7 个 线性 不 相关 的 {Kua;(z) }? ， 即 它们 的 线性 组 合 充 
满 整 个 空间 .这 就 是 说 ，M (#1, wo) 为 可 道 和 矩阵 (正定 矩阵 ) 是 系统 能 控 性 的 充分 条 件 .而 
М Си, в) 对 任何 и>ь 都 是 可 逆 的 (正定 的 ), 这 是 系统 完全 能 控 性 的 充分 条 件 . 
实际 上 M。 的 正定 性 也 是 系统 能 控 性 的 必要 条 件 ， 设 对 每 一 个 初始 状态 хо 关 0, F 
在 至 少 一 个 ul), Eln, i], E х = 一 ФС, ПВ (гуа(г)уа. 那么 内 积 


展开 左 端 内 积 , 记 ФО, Э) == (papltos :)), В (г) T (bpr (2), х, = {xis nera Xx. їз 有 


| D аро Door Cu (0а 
to а =1 Y=1 
В=1 


== (x, | Da, РВ (фи (2) a үн == (ху, Xo) Rp, = [|[> 0. 


t r п 

= 一 人 > и, (t) ФавС› barrs) dt 
о Ү=1 а= 1 
В=1 
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一 — (и (г) > B Ø Cti, ух), пыз) > 0, 
ERFIR ГАС, п) 表示 两 个 取 值 于 > 维 空间 К, 的 + 的 函数 的 内 积 , В" (г) 和 DC, г) 
分 别 是 B( 和 ФС, р 的 转 置 矩阵 ， 由 上 式 知 В" (г) Ф"(ь, Ох ёе 0， 因 而 
СВ" (г) D Cios г), В: (т) D's, DX арар 
= Ра | ФС, ВВ (ғ) В" (г) D Cios Оа), 
= (х, МКА; to) Xo)r, > 0 (4.11-4) 
对 任意 非 零 向 量 x 成 立 , 即 MCa и) EEEN Мен. MA, М.(и, и) XE 
定 ( 可 逆 ) 是 系统 有 能 控 性 的 必要 条 件 . 


对 常 系数 方程 
2х дк + Ва, (4.11-5) 
4 
能 控 性 的 标志 比较 容易 检查 . > 和 一 0， 由 第 二 章 知 ,此 时 ФС, г) = ет, МЫ 


1 


i 
МСА D == ML = | “В Веи, (411-6) 
0 


MCa) 的 正定 性 或 可 逆 性 , 依 式 (4.11-4), 等 价 于 va) 一 В'е-4®х,з& 0, ELO, 2], 对 
任何 非 零 v RA, va) 是 7 АЕ 9) = {о (0), 000), 55, n OY ВДВ, 
中 的 某 一 非 零 向 量 ,那么 《有 ,Bre x) == Се ВА, Xr, 不 可 能 对 所 有 хо 都 为 0, 因 
而 有 下 列 两 个 不 等 式 成 立 : 


e-4Bh0 УА 0, АєР,, 
Вет ix 天 0 УхЕЮ,, х, = 0. (4.11-7) 
今 证 明 , 常 系数 线性 系统 式 〈4.11-5) 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 > хо п ЗЕЛ Он 
лг Хп 阶 长 方 阵 а" 的 秩 为 n: 
Q = (В, AB, ---, A"-'B), 
BF 
ВТА" 
Cr 一 | ВСА)? (4.11-8) 


ВСА)" 
设 ОКА п, НААУ ВЕ, АД хо зе 0 使 Ве = 0. 对: 
微分 x 1 次 并 令 上 一 0， 得 
Brx = 0, В°А*х, = 0, ---, В" А)" lx = 0. (4.11-9) 
XA O 的 秩 为 2 相 矛 盾 ， 所 以 2" 的 秩 为 2( 同 理 8 的 秩 为 n) 是 完全 能 控 的 充分 条 件 . 
再 设 系统 为 完全 能 控 , 但 O 的 秩 小 于 x。 那么 必 存 在 一 个 x。 关 0 [EA (4.11-9) 成 
立 。 由 和 矩阵 函数 理论 知 е" 可 以 表示 成 


n-i 
2% 一 у) hA, 
a=0 


g= 1 
Ве х, 一 >, fe Ce) ВАТ“ = 0. 
a=0 
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这 又 与 完全 能 控 性 的 特征 式 (4.11-7) 矛 盾 . 所 以 8 或 0" 的 秩 为 又 是 完全 能 控 性 的 必要 
条 件 . 
如 果 如 是 一 维 的 ; 则 B 是 列 向 量 , 记 为 6， 因 此 上 述 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 下 列 # 个 
向 量 线性 巨 关 : 


= {Ь, АБ, 4b, ---, А}. (4.11-10) 
此 时 完全 能 控 性 是 很 容 е8 
最 后 ,对 方程 组 (4.10-1) 一 《4.10-2) 构 造 对 偶 方程 式 
Е — 4) =(0) + н" (2)о (0). (411-11) 
可 以 证 明 , 为 了 使 系统 式 (4.10-1) 一 (4.10-2) 是 完全 能 观测 的 , 必须 它 的 对 偶 方程 (4.11-11) 
是 完全 能 控 的 。 对 常 系数 系统 这 一 事实 可 由 上 述 能 控 性 和 第 4.10 节 中 讨论 过 的 能 观测 
性 条 件 相 比较 而 确信 。 对 变 系数 系统 也 只 要 重复 对 方 阵 MCa, в) 和 МС, и) 的 计算 
就 可 得 到 证 明 . 详细 的 论述 可 参看 文献 [7,14]. 
线性 系统 能 控 性 和 能 观测 性 问题 , 与 系统 的 稳定 性 、 最 优 控制 以 及 最 优 滤波 等 问题 都 
有 密切 关系 P042240， 例 如 ,一 个 完全 能 控 的 常 系数 线性 系统 ,通过 状态 反馈 可 以 任意 配置 
极点 《 见 第 5.5 节 )， 因 此 ,只 要 系统 完全 能 控 总 可 以 通过 状态 反馈 使 系统 渐 近 稳定 ,而 且 
具有 任意 指定 的 衰减 速度 . 
从 能 控 性 和 能 观测 性 观点 来 看 ,一 个 线性 系统 总 可 以 分 解 成 四 个 部 分 , 即 能 控 能 、 观 
测 部 分 , 能 控 \ 不 能 观测 部 分 , 能 观测 \ 不 能 控 部 分 , 不 能 控 、 不 能 观测 部 分 ， 在 这 四 部 分 
中 ,传递 函数 只 能 反映 完全 能 控 \` 完 全 能 观测 部 分 。 因 此 ,对 一 般 线 性 系统 ,传递 函数 方法 
不 是 一 种 完全 的 描述 . 
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上 一 章 的 主要 内 容 是 分 析 问 题 , 即 给 定 了 系统 的 运动 方程 式 后 ,用 解析 方法 去 评价 它 
的 各 种 动态 和 稳 态 性 能 ,那里 基本 上 没有 涉及 到 系统 的 设计 方法 .设计 问题 (或 称 之 为 综 
合 问题 ) 的 含义 是 当 受 控 对 象 的 运动 方程 给 定时 , 按 预定 的 动态 或 其 它 品质 指标 要 求 , Ж 
出 控制 装置 的 运算 形式 或 控制 规律 。 这 一 章 内 我 们 将 自 简 至 繁 地 介绍 线性 系统 的 设计 方 
法 .这 里 将 主要 研究 线性 常 系 数 微分 方程 式 所 描述 的 受 控 系统 的 设计 。 并 且 假 定 控制 规 
律 也 是 线性 的 。 设 运动 方程 式 为 


dx 4х 4х Sa ыы. 
ün P + 4—1 PrE +.. + а\ Be 十 aox b 3 (5.0 1) 
式 中 > 为 受 控 量 , и 为 对 象 的 控制 量 . 在 必要 时 ,我 们 也 将 式 (5.0-1) 写 成 一 阶 向 量 方程 式 
= Ax + Ви, ' (5.0-2) 
t 


“СЕ; EMEA ER н 6.0-1) 诸 系数 的 关系 前 章 内 已 
讨论 过 . 式 (5.0-2) 的 控制 向 量 u 可 能 只 含 一 个 分 量 , 如 式 (5.0-1) 那 样 , АВЕ в RE 
一 列 元 素 , 因此 可 看 成 是 一 个 常 向 量 。 当 给 定 输入 作用 g0) 后 , 式 (5.0-2) 可 写成 对 误 
Ж e(z) 的 微分 方程 式 


向 最 x = (x eeg p); хр= 


de _ dg _ Ж 
ж Ав — Ви + ( Е ав). С5.0-3) 
控制 系统 的 设计 任务 是 找 出 控制 规律 
ule) = СЕ. 
或 者 
и; С Ель ==» En) = 5 С;о аэ 1 = 1, Я "Я С5.0-4) 


使 方程 式 (5.0-37 自 任何 初始 条 件 开 始 运动 均 能 使 误差 e(z) BTE. JEN (5.0-1) 的 
待 求 控 制 规律 的 形式 是 


п 
uers е, En) = > | сава; 
а =1 


C。 称 为 反馈 系数 ,其 中 某 些 系数 可 能 为 零 ,而 е, 一 E щщ д ЕНЕ ЕЛЕН 


《 见 前 章 ), 式 (5.0-3) 与 (5.0-2) 重 合 。 如 果 系 统 的 任务 是 稳定 零 解 , 则 上 面 各 式 内 的 误差 
є; 均 将 换 为 系统 的 坐标 ху. 

具有 式 (5.0-4) 形 式 控制 规律 的 控制 系统 我 们 称 之 为 线性 反馈 控制 系统 ,因为 控制 量 
是 误差 的 线性 函数 .下 面 我 们 将 介绍 几 种 设计 控制 装置 的 方法 ， 即 根据 各 种 不 同 的 要 求 
确定 线性 控制 规律 中 的 请 系数 ci. 

应 该 指出 ,线性 控制 规律 并 不 是 对 一 切 品质 指标 都 能 成 为 最 好 的 形式 ,对 特定 的 某 些 
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品质 指标 这 种 规律 确实 很 不 错 , 正确 选择 系数 ,能 使 系统 达到 最 理想 的 程度 .但 是 ,一 般 讲 
来 ,最 好 的 控制 装置 并 不 是 线性 的 。 关 于 非 线性 控制 装置 的 设计 我 们 将 在 以 后 详细 讨论 . 
由 于 线性 系统 设计 容易 ,装置 简单 设备 不 复杂 ,所 以 目前 采用 的 很 多 ,在 这 里 详细 介绍 几 
种 设计 方法 是 有 现实 意义 的 . 


5.1 稳定 区 域 


在 线性 控制 系统 的 设计 中 ,首先 关心 的 是 如 何 保证 系统 的 稳定 性 , 即 学 会 正确 选择 控 
制 规律 式 (5.0-4) 中 的 反馈 系数 以 保证 系统 稳定 。 因为 常 系数 系统 的 运动 稳定 性 与 输入 
作用 无 关 , 故 只 研究 式 (5.0-3》 а (2) = 0 的 情况 就 够 了 . 

现在 研究 系统 式 (5.0-1)。 设 控制 装置 的 运算 规律 是 


bu = —bChixi + + Ах) = — cix, Coxn, (5.1-1) 
代入 式 (5.0-1) 后 有 
п 920—1, a= 
698 ++ Са, + ё) 0 x + Can T Caid g х F EE Cao + єх 一 0 
аг" а) а? 


(5.1-2) 
显然 , 欲 使 式 (5.1-2) 稳 定 , 必 须 正 确 地 确定 诸 反馈 系数 cj， 使 特征 方程 
aps” + Capai H enD + (а-к с) = 0 С5.1-3) 
的 一 切 根 均 有 负 实 部 . 
当 一 组 cj 已 给 定 后 ,方程 式 (5.1-3) 的 根 也 唯一 地 被 确定 , 若 令 с; 连续 变化 , 则 这 些 
根 也 随 之 连续 变化 ， 因 为 代数 方程 式 的 根 是 其 系数 的 连续 函数 。 ВИЖ (ель czsto Ca) 
看 成 是 ” 维 空间 К, йу, TE К, 中 每 一 个 点 с 对 应 一 组 根 。 在 R。 内 的 一 切 使 
式 (5.1-3) 的 所 有 2 个 根 均 有 负 实 部 的 点 的 集合 记 为 D(x)、 在 很 多 情况 下 后 者 构成 一 个 
区 域 , 称 之 为 线性 系统 的 稳定 区 域 。 如 果 能 用 简便 的 办 法 找 出 这 个 区 域 Da), BARH 
系统 的 设计 便 得 到 初步 解决 . 继 之 ， 可 以 设想 ，R。 内 共有 п 十 1 个 不 同类 形 的 区 域 
DCO), DA), ++, Ре), Е DCm) 中 的 所 有 点 с 使 式 (5.1-3) 有 mw 个 具有 人 负 实 部 的 根 ， 
在 DO) 内 的 点 使 一 切 根 均 有 正 实 部 ,如 此 等 等 。 如 何 找到 Da 就 是 我 们 的 任务 . 
上 一 章 介绍 过 的 艾 文思 方法 解决 了 这 个 问题 的 一 部 份 , 即 当 可 变 的 参数 只 有 一 个 ( 系 
统 的 放大 系数 ) 时 , 用 它 可 以 求 出 足以 保证 系统 稳定 的 放大 系数 的 变化 范围 . 但 是 , 当 可 
变 参 数 大 于 一 个 时 ， 艾 文思 方法 就 难以 使 用 了 。 本 节 所 介绍 的 稳定 区 域 的 方法 首先 在 文 
献 [24] 内 曾 详细 的 阐述 过 , 
我 们 先 从 一 维 参 数 空间 开始 讨论 。 假 定式 《5.1-3) 内 除 一 个 参数 以 外 ,例如 с, = с, 
其 它 都 为 零 ， 这 时 式 (5.1-3) 可 改写 成 
РС) + СОС) = 0, (5.1-4) 
_ РО) 
OC) 
将 ;== iw 代入 上 式 后 ,再 将 等 式 右 端 分 成 实 部 和 虚 部 
c = Uw) + iV Co). (5.1-5) 


或 者 


& == 
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为 了 讨论 方便 , 我 们 暂且 令 参 数 “ 可 取 复 值 , 即 它 可 取 值 于 一 个 复 平面 内 (图 5.1-1). 不 
难看 出 ,如 果 多 项 式 ОС) 在 5 平面 之 虚 轴 上 及 其 附近 没有 零点 ,那么 式 (5.1-5) 是 将 5 平 
面 内 之 虚 轴 保 角 映射 至 < 平面 。 当 s 沿 虚 轴 历 遍 (io, гоо) 时 ,在 “平面 上 出 现 一 条 
连续 曲线 c(iw). 由 于 Об») 是 自 变量 的 偶 函 数 ，F(Co) 是 奇 函 数 , 故 曲线 Go) 对 实 
轴 对 称 ， 故 只 需 画 出 中 自 0 至 十 © 的 一 半 就 够 了 ， 另 外 一 半 可 用 镜面 反射 的 方法 画 出 
СЕ 5.1-1). 显然 , 当 参 数 “ 取 值 于 这 条 曲线 上 任何 点 时 ,特征 方程 式 (5.1-4) 至 少 有 一 对 
纯 虚 很 ， 例 如 曲线 Go 上 的 点 7 满足 方程 式 
PCi) + ОС) = 0. 

如 果 式 (5.1-4) 是 第 一 类 保 角 变换 ( 即 保持 曲线 走向 的 保 角 变换 ), 那么 За ЕЛЕНИ 
之 左 半 平 面 将 变 至 < 平面 上 之 曲线 Go Ek, 图 5.1-1 内 有 和 斜 线 标 出 之 部 份 便 是 . 
顺便 提 一 句 ,变换 式 (5.1-42 是 否 是 第 一 类 ,在 作 图 时 立刻 可 以 觉察 出 来 . 

相应 地 选择 式 (5.1-4) 内 之 < 值 , 可 以 使 3 平面 上 的 任何 点 , 例如 я 点 , 成 为 特征 方 
程式 的 根 ， 要 使 网 5.1-1 内 之 я 点 成 为 特征 方程 式 的 祖 ,只 需 令 
= — PG) 

OCs) 
Ва]. 设 在 S 平 面 内 有 一 通过 iw。 点 的 曲线 段 ge， 它 的 对 应 的 影像 在 C 平 面 上 是 cc 
后 者 通过 ?7 点 ， 由 于 保 角 变 换 的 特性 , 若 о 位 于 虚 轴 之 右边 , 与 其 相应 的 点 с, 必 也 位 于 
曲线 СО) 的 右边 ， 巾 此 可 以 断言 , 在 图 5.1-1 中 的 C 平 面 上 , 区 域内 之 任何 < 值 确 
定 的 具有 负 实 部 根 的 个 数 比 区 域 1 多 一 个 . 同 理 ,区 域 II 内 的 点 所 确定 的 负 实 部 根 的 个 
数 又 比 区 域 工 多 一 个 。 这样, 如 果 区 域 I 属于 DCm), ЖАПКЕТ Dln +1), ME 
则 属于 ДС» + 2). 在 绝 大 多 数 情况 下 ,根据 特征 方程 式 的 阶 数 ,曲线 CCiw) 一 旦 画 出 ， 
马上 可 以 判定 各 个 Dlm) 的 位 置 ， 例 如 , 设 方程 式 C5.1-4) 为 三 阶 代数 方程 , 图 5.1-1 内 
之 曲线 是 相应 的 虚 轴 变换 的 象 ， 从 图 中 马上 可 以 看 出 区 域 II 属于 DG), Жи 属于 
DQ), KRI 则 属于 DO). Ak, KR II 是 系统 对 参数 с 的 稳定 区 域 , 这 里 任何 点 с 
所 确定 的 特征 方程 的 一 切 根 均 具 有 负 实 部 .在 讨论 中 曾经 假定 可 以 取 复 值 ， 实 际 上 它 
只 能 取 实 数值 。 于 是 ,参数 < 只 能 取 值 于 III 区 内 之 实 轴线 段 ор 上 ,端点 4a F b 不 包括 在 
内 ,因为 当 < 一 2 或 “一 ^ 时 特征 方程 有 一 对 纯 虚 根 ,系统 位 于 稳定 的 边缘 . 

这 种 用 区 域 划 分 的 方法 去 确定 保证 系统 稳定 的 参数 取 值 范围 ， 对 选 定 系统 放大 系数 


с 
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或 其 它 关 键 参数 是 很 方便 的 ,因为 能 求 出 该 参数 可 能 取 值 的 全 体 . 如 果 某 参数 已 经 选 定 ， 


这 种 方法 也 提供 一 种 检验 系统 稳定 性 的 手段 ， 例如， 可 以 求 出 已 确定 的 该 参数 值 离 临界 - 


值 差 多 远 ， 从 而 判断 系统 稳定 性 对 参数 变化 的 敏感 程度 等 等 ， 这 种 方法 还 可 以 推广 到 多 
参数 稳定 域 选 择 问题 。 但 是 如 果 待 选 定 的 参数 超过 两 个 ， 这 种 方法 实际 上 便 很 难 应 用 ， 
对 两 个 参数 的 情况 ， 用 作 图 法 仍然 能 得 到 较 好 的 效果 . 对 这 种 情况 的 稳定 域 划分 可 参看 
本 章 所 列 参 考 文 献 [24]. 
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在 前 章 内 我 们 曾 详细 讨论 了 利用 对 数 频率 法 ( 伯 德 法 ) 去 分 析 系 统 稳定 性 的 原理 .在 
分 析 理 论 的 基础 上 ， 对 数 频率 法 也 可 以 用 以 设计 (综合 ) 线 性 控制 系统 。 设 受 控 对 象 的 频 
率 特 性 是 


XCio) _ Prem ) Pret) < (Реб) 


UCiw) CQN CQ) (Ое)? 
式 中 Р;, О; 均 为 实 变数 吧 的 困 数 。 上 式 取 对 数 为 

20 log W (1) = 20 log |W (іо) | + i(2010g e) B Фф; 一 2 ө). 
上 式 右 端 之 第 一 项 是 对 数 幅 频 特 性 ,第 二 项 是 对 数 相 频 特性 ,将 它们 分 别 画 于 图 5.2-1 中 。 
相 频 特性 将 直接 画 出 9 一 > фк) 一 Ži 0Co). 如 果 对 数 频率 特性 满足 伯 德 稳定 条 
件 ， 即 相 稳 定 裕 度 Ө, ЕЕ М, 为 足够 
大 时 ， 那 么 可 直接 采用 控制 规律 4 = 一 *， 即 20е Че) 
用 简单 的 反馈 (这 种 反馈 常 称 为 “ 硬 反 馈 ”) 得 到 
的 控制 系统 一 定 是 稳定 的 但是, 一般 讲 来 ,这 
种 简单 的 反馈 并 不 能 保证 反馈 系统 稳定 和 具有 0 s 


W (тю) = 


(5.2-4) 


~~、201og | И’, (гоо) | 
№ у 


| м © 
良好 的 动态 性 能 ， 设 受 控 对 象 的 对 数 频率 特性 o | 
如 图 5.2-1 所 示 , 对 于 这 个 受 控 对 象 利 用 简单 „> 
的 反馈 是 行 不 通 的 ,因为 当 20log |W| 一 0 时 о L = 
相 角 小 于 一 x, 为 了 使 控制 系统 能 正常 工作 , 必 | бай 
须 借助 于 更 复杂 的 控制 规律 . -x бы 
设 采用 控制 规律 
и = — (св + 1х. (5.2-2) AR 
$ m= х, H u= Ces + 1). 于 是 ,新 的 ”0 -i 5 
传递 函数 是 1 Е 
yen XGo) _ ; е 2 
W Cio) (юз (cuiw + 1)W Cio), : , 
(5.2-3) а, 
我 们 知道 ,环节 Ceo + 1) 的 对 数 幅 频 特性 是 图 5.2-1 


20 log W с? + 1 = 1010р (со? + 1), 
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Бо = 点 以 前 以 零 分 贝 为 渐 近 线 ,在 w = = 以 后 则 以 20 分 贝 / 旬 频 程 的 斜率 上 
升 ， 它 的 相 特 性 是 在 о « о, 时 以 0 为 其 渐 近 线 , 当 o= o 时 8 一 г 而 w 一 oo 时， 


ы 将 Geot 1) 的 对 数 幅 频 特性 与 201og | И Сою) | 相 加 ,再 将 前 者 和 后 者 的 相 频 


特性 6 相 加 , 便 得 到 新 的 对 数 频率 特性 ,如 图 5.2-1 芯 线 所 示 之 20log || 和 Ө). Ж 
用 了 控制 规律 式 (5.2-2) 后 ,可 以 看 到 ,利用 m= 
一 x 的 简单 反馈 ( 即 и 一 一 (cu + 1)х), 反馈 控 
制 系统 已 获得 足够 的 相 稳定 裕 度 6 和 幅 稳定 裕 
RE Mo 用 这 种 方法 设计 出 的 控制 系统 的 结构 如 
542-2 图 5.2-2 所 示 . 

当 采 用 控制 规律 式 (5.2-2) 控 制 系统 依然 不 能 获得 良好 的 稳定 性 能 时 , 可 采用 更 为 复 

杂 的 规律 ,例如 


и = — Ceis? 十 cx 十 1)r， (5.2-4) 
或 者 
и = (аб Ноя + су + 1)х (5.2-5) 
等 等 。 如 果 式 (5.2-4) 或 (5.2-5) 之 右 端 可 分 解 为 一 次 单 因子 之 乘积 ,每 一 个 因子 又 具有 式 
(5.2-2) 的 形式 ,那么 对 这 类 控制 系统 的 作 图 方法 与 前 述 无 寞 .只 需 在 20log |W] 的 对 数 
幅 频 特性 和 相 频 特性 上 加 上 诸 单 因子 的 对 数 幅 频 特 性 和 相 频 特性 后 ， 算 出 相 稳 定 裕 度 和 
ПЗЕ ЕВ АЈ. 
如 果 对 控制 系统 的 动态 特性 要 求 已 经 给 定 ， 例 如 对 过 渡 过 程 的 时 间 和 过 渡 过 程 的 超 
调 量 已 经 提出 要 求 ， 也 可 以 根据 经 验 公 式 和 近似 计算 方法 做 出 需要 的 开路 系统 的 理想 对 
数 频 率 特 性 图 ， 然 后 再 取 理 想 频 率 特性 和 受 控 对 象 频率 特性 的 差 作为 控制 装置 的 频率 特 
性 ,以 此 选择 式 (5.2-4) 或 (5.2-5) 内 的 系数 c;、 使 其 尽量 接近 需要 的 形式 .至 于 如 何 估计 
对 数 频 率 特性 与 反馈 系统 动态 性 能 之 间 的 关系 ,什么 样 的 对 数 频率 特性 才 是 理想 的 ,这 些 
问题 至 今 没有 确切 的 答案 。 在 文献 [27] 中 曾 做 了 近似 估计 ,并 提出 了 一 些 经 验 性 的 计算 
方法 , 感 兴趣 的 读者 可 以 参阅 . 
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至 今 我 们 研究 过 的 各 类 系统 都 是 按 误差 进行 控制 的 系统 ,也 就 是 说 ,控制 量 仅仅 是 系 
统 误差 坐标 的 线性 函数 ， 而 与 输入 作用 g Се) Жж. 这 样 做 的 根据 是 系统 的 稳定 性 与 输 
人 作用 无 关 , 而 仅 与 系统 的 坐标 反馈 方式 有 关 , 而 且 当 输入 作用 属于 固有 类 时 (参看 第 四 
章 ,第 4.8 节 ), 系 统 对 输入 作用 g (z) 的 眼 踪 精度 也 与 控制 装置 无 关 。 但 是 , 当 输 入 作用 
不 属于 固有 类 时 ,系统 必然 不 能 准确 地 跟踪 输入 作用 . 误差 е (0) 将 与 输入 200) НХ, 
其 关系 式 是 式 (4.8-14)。 除 输入 作用 外 ,在 受 控 对 象 上 还 可 能 有 外 扰 作 用 O, 后 者 的 
作用 点 常 与 输入 作用 g (z) 的 作用 点 不 同 。 现 写 出 图 5.3-1 所 示 系 统 的 运动 方程 式 : 
ах 


2 
ТХ + 5 у + (е 
К Чин. KOE 


5.3 复合 控制 系统 与 稳 态 补 偿 137 


dy == и» 
dt 
e =g) — х (2). (5.3-1) 
(0 
Ко. 
У а) + 
> 
e(t) 
-图 5.3-1 
Arr = = к, у= 的 ， 代 人 上 式 后 得 到 一 个 一 阶 方程 组 : 
dx == 着 ， 
аг ы 
dx 1 1 
= а, t> + —](% 
A T X2 Хз IC js 
dx, ТЕР 
dt = 
e =g) — x. 
HI a= в== 4 — Ч „—„„‚ 代入 上 或 ,有 
dt dt 
деу 
一 E $ 
dt j 
dE 1 1 1 
| є, 一 ез + А (2) — — 3.3-2 
FA T 2 T 3 ( ) T 16) › ( ) 
= и 
dt " 
н (у= 4 十 去 全 从 上 列 方程 式 的 形式 看 ,如果 控 制 规律 и 只 是 误差 sy е, 8 


т dt 
的 线性 组 合 ,那么 ,一 般 讲 来 ，s (z) 将 是 а) 一 ИЖ. 当 4 一 = f 为 常数 


HARE # 趋 于 很 大 时 ，s1, е, в 也 趋 于 某 一 稳 态 误差 

这 种 由 外 部 作用 引起 的 误差 能 否 消除 呢 ? 答复 是 明显 的 ， 当 外 扰 和 输入 作用 可 以 测 
量 时 ,一 般 讲 可 以 用 外 扰 补 偿 方 法 去 消除 动态 和 稳 态 误差 , 即 在 控制 装置 中 引入 外 扰 的 相 
应 坐标 ,使 控制 规律 含有 10 和 f(z) 及 其 导数 , 使 h(z) 和 f(x) 对 系统 的 误差 不 发 
生 影 响 光 25。 现 在 就 来 研究 在 外 扰 可 以 完全 测量 时 如 何 设计 控制 装置 , 使 前 者 得 到 补偿 . 

设 系统 只 有 一 个 控制 量 x。 对 于 误差 坐标 的 运动 方程 式 设 为 

ŽE — ле + bu + fC), (5.3-3) 

dt 
式 中 є == (ei, е, +, En), b = Chis 0 bn) F= le), … ,f(z)), НЕ Б 
的 各 分 量 均 为 常数 , 其 中 一 部 份 可 以 为 零 , 向 量 f(z) 的 某 些 分 量 也 可 能 为 零 . 

用 外 扰 补 偿 的 第 一 个 方法 是 将 x 分 为 两 部 份 4 = + и, & 
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к. РРА (5.3-4) 
т 
使 方程 式 
= = de 十 (5 с.г.) = (4 + B)e, (5.3-5) 
式 中 | 
bici bica *** бус 
paj Ба беа + бы» || 


Басі быс; *** с, 


稳定 并 具有 良好 的 过 渡 过 程 。 而 控制 量 的 第 二 部 份 满足 恒等式 (如 果 这 是 可 能 的 话 7 


bu, + f(z) = 0, (5.3-6) 
Bp 
u, = -E nO, 1=1,2, ***,п, 
但 是 ,一 般 说 来 ;, 式 (5.3-6) 是 不 可 能 成 立 的 。 不 难看 出 ,和 欲 使 式 (5.3-6) 有 解 , 必须 要 求 
һб) _ б) _...__ һб). 
bi р, ba 


而 当 2: =0 时 №) 必须 恒 为 零 . 这 种 情况 只 有 在 外 扰 的 作用 点 与 控制 量 的 作用 点 相 
同时 才 可 能 有 解 。 如 果 g (z) 属于 固有 作用 类 ,而 f(x) 与 x 作用 在 同一 个 点 上 ,这 时 自 
然 有 完全 补偿 公式 и, = 一 1 (2). 

当 f(z) 的 作用 点 与 控制 量 的 作用 点 不 同时 , 式 〈5.3-6) 不 可 能 有 解 . 例如 前 面 讨论 
过 的 系统 式 (5.3-2) 和 (5.3-6) 要 求 AG) —1@) 一 0 和 w, 一 0。 当前 者 不 为 零 时 , 式 
(5.3-6) ЖЖ. 

х 为 受 控 对 象 的 主要 受 控 量 ，f(z) 的 作用 点 可 以 是 任意 的 ，g (z) 为 任意 足够 光 
滑 的 函数 。 这 类 系统 的 运动 方程 总 可 化 成 式 (5.3-3) 的 形式 。 当 对 误差 的 控制 规律 式 
(5.3-4) 已 经 选 定时 ,方程 式 (5.3-3) 的 解 可 写成 


Elt) = ee 十 | ерии, + Ёт))ат, (5.3-7) 
Хин Е D = 4 + В. 把 向 量 等 式 内 的 第 一 个 坐标 е (0) 分 出 : 
& (2) = 2. Pia CE) Eoa 十 | >, фи (СЕ — ТБ, + Са. (5.3-8) 


上 式 右 端 第 一 项 为 系统 的 自由 运动 ， 因 为 pis (1) 为 矩阵 函数 e” 一 《pus(9)) WET 
元 素 ,着 系统 式 (5.3-5) 稳 定 , 则 lim paG) 一 0， 为 了 完全 补偿 外 护 作 用 f0), KIR 


任何 上 使 下 列 等 式 成 立 : 
| (PD puli ть, }ш.(т)ат = 一 У фаб — т) Стат (53-95 


ае А, KERJ АУУ 
| R — Onide +в), (5.3-10) 
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式 中 
KG 一 т) = > Pilt — т, v(t) = -f Ži pialt 一 тат. 


可 以 用 任何 一 种 方法 解 积 分 方程 式 (5.3-10), 例 如 逐步 过 近 法 等 . 这 样 即 可 求 出 补偿 函数 
u lE) = ТС Се) +++, fa(z))， 后 桨 将 完全 补偿 掉 外 扰 和 输入 函数 的 作用 ,而 使 系统 的 稳 

如 果 用 拉 氏 变换 方法 解 积 分 方程 (5.3-9), 利 用 卷 积 公式 可 直接 找 出 (0) Бб)» 
a 一 1, 2,*…，n， 的 关系 式 . 对 式 (5.3-9) 两 端 作 拉 氏 变换 后 有 


—Ф,6:)0,69) = > ФС) FeC5)， (5.3-11) 
或 者 
— D ФСЕ.) 
UG) = 一 “= 一 
Gs) BE 
一 -F те FCs). (5.3-11') 


不 难看 出 , 上 式 内 ФС) 正 是 受 控 对 象 对 误差 8 的 传递 函数 ，@j,(《s》 是 自 加 入 外 抗 点 至 
误差 点 的 传递 哨 数 .根据 式 (5.3-11') 可 以 确定 对 外 扰 和 输入 作用 的 补偿 规律 。 假 定 设 
计 好 的 系统 为 图 5.3-2 所 示 . 由 输入 #9) 所 引起 的 动态 误差 是 


图 5.3-2 


Е.С) = - GCs), (5.3-12) 


Ти Си.) 
由 um 作用 引起 的 误差 为 
E.G) = WCW ү, гуу, 


1+ Ж.С), С) КӨ) 


按 式 (5.3-11) 有 补偿 公 
Jea lea 705 一 
UCs) TOTTE С). С5.3-13у 
外 扰 作 用 f(z) 引起 的 误差 是 
И WCs). s z 
sani ет W COIE COW CS) Р), а 
根据 式 (5.3-11 2 有 完全 补偿 公式 
UCs) = — FCs). (5.3-15) 
这 样 ,我 们 便 得 到 对 输入 作用 g(z) 和 对 外 扰 作 用 f(z) 的 全 补偿 公式 (5.3-13) 和 (5.3-15)。 
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加 上 补偿 装置 后 ， 控 制 系统 的 方块 图 将 如 图 5.3-3 所 示 。 在 这 种 控制 系统 内 控制 量 “不 
仅 是 误差 的 函数 ,也 是 输入 作用 和 外 扰 作 用 的 函数 ， 这 种 系统 常 称 为 复合 控制 系统 . 


从 理论 上 看 , 动态 补偿 问题 已 完全 由 式 (5.3-9) 或 (5.3-11 7 所 解决 .但 是 ,应 该 指出 ， 
要 想得到 这 种 全 补偿 系统 在 实际 工作 中 是 有 困难 的 。 这 种 困难 主要 来 自 两 个 方面 ， 其 一 
是 测量 困难 ， 并 不 是 所 有 的 外 扰 都 能 准确 地 瞬时 测量 出 来 .例如 飞行 器 上 所 受 的 阵风 干 
ЗЕ, 在 实际 上 就 几乎 不 可 能 直接 测量 出 来 。 当然 , 这 时 补偿 公式 (5.3-11) 就 不 能 应 用 了 . 
第 二 个 困难 是 补偿 装置 的 实现 方法 ,因为 式 (5.3-13) 和 (5.3-157 都 要 求实 现 较为 复杂 的 
控制 规律 .其 中 包括 对 外 扰 作 用 和 输入 作用 的 高 阶 导 数 ， 而 后 者 是 不 易 得 到 的 .因为 即 
便 外 扰 和 输入 作用 的 瞬时 值 可 以 测 出 ,由 于 实际 量 中 总 含有 噪音 , 欲 得 到 它们 的 高 阶 导 数 
是 异常 困难 的 。 尽 管 如 此 ,复合 系统 的 应 用 还 是 十 分 广泛 。 当 完全 补偿 不 可 能 做 到 时 , 常 
不 得 不 满足 于 部 份 的 或 局 部 的 补偿 .究竟 补偿 精度 能 做 到 何 种 程度 ,由 实际 工程 问题 中 上 
述 两 种 困难 的 克服 程度 而 定 , 也 与 输入 作用 6 Се) 和 外 扰 作 用 O 的 变化 规律 有 关 。 例 
如 当 f(z) 为 常量 或 为 缓 变 函数 时 , 补偿 通常 比较 简单 .关于 各 种 补偿 方法 的 研究 ,还 可 
参考 文献 [16,21,22,25,26]. 
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前 面 几 节 内 讨论 过 的 线性 系统 设计 方法 的 出 发 点 是 保证 系统 的 稳定 性 ， 使 动态 误差 
Ре. EE, 有 时 对 控制 系统 的 品质 要 求 不 限于 此 ， 
能 有 其 它 类 型 的 指标 。 例 如 ， 在 控制 系统 
с. gE 量 消耗 ， 温 度 控 制 中 的 温差 等 等 都 常 作 
为 对 控制 系统 的 指标 要 求 。 对 于 伺服 系统 的 过 
渡 过 程 也 有 时 要 求 均 方 误差 小 ,例如 图 5.4-1 内 
所 示 的 过 渡 过 程 , 如 果 要 求 є() 迅速 趋 于 零 ， 

那么 在 n 足够 大 时 ,指标 
J= | (га (5.4-1) 


在 一 定 程度 上 体现 了 过 渡 过 程 的 快速 性 和 平滑 
图 5.4-1 Е. 本 节 内 我 们 将 研究 具有 式 (5.4-1) 型 质量 

指标 的 线性 系统 设计 方法 . 
因为 在 本 章 内 所 讨论 的 对 象 只 限于 线性 控制 系统 ， 所 以 这 里 只 研究 线性 控制 规律 的 
选择 方法 .事前 做 下 列 互相 并 不 独立 的 假定 : 设 输 入 作用 g (z) 属于 系统 的 固有 作用 类 ， 
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因此 系统 无 静 差 ;其 次 设 系 统 渐 近 稳定 , 即 任何 初始 误差 so 都 将 随时 间 的 增 大 而 趋 于 零 ， 
而 衰减 速度 为 指数 规律 . 设 用 * 表示 系统 的 误差 ,系统 的 运动 方程 式 为 


п n=1 
НЕ Виа к а Ж + вх =0, (5.4-2) 
ай" йт”! 
或 者 写成 一 般 的 形式 
= Dx, Р=А+ВС, (5.4-3) 
t 
хф 4, 8 分 别 为 受 控 对 象 方程 
AR = Ах + Ви 
аг 


的 > 上 xz 和 zxm 阶 矩阵,C 为 待 求 矩 阵 , 它 决定 控制 装置 中 的 控制 规律 . 
因为 系统 式 (5.4-3) 或 (5.4-2) 为 稳定 ,所 以 矩阵 DD 的 一 切 特 征 根 有 负 实 部 。 严 格 说 来 
线性 系统 的 一 切 过 渡 过 程 只 有 :一 оо 时 才 会 完全 结束 , 因为 函数 г“, oa > 0， 只 有 在 
zi 一 оо 时 才 为 零 . 由 于 这 两 个 原因 , 式 (5.4-1) 内 之 积分 上 限 可 换 为 无 穷 大 , 此 时 积分 依 
然 收敛 ,为 了 作 更 一 般 的 讨论 ,我们 设 积分 指标 为 对 一 非 负 二 次 型 的 积分 
Ј 一 > Eagla% pdt == i Cx, Gx)dt, (5.4-4) 


а,В= 
AH x。 为 向 量 x 的 分 量 , G 为 非 负 方 阵 , ос gi ME sr = gu ЁПС 为 对 称 和 矩阵 . 
由 于 式 (5.4-3) 是 一 个 线性 齐 次 方程 组 , 当 系 统 的 初始 误差 х, 给 定时 , 系统 的 运动 规 
律 x(z) 就 已 完全 被 确定 ,因此 , 实际 上 积分 指标 式 (5.4-4) 是 初始 条 件 хо 的 连续 函数 . 
让 我 们 首先 求 出 这 个 函数 关系 中 ， 令 下 为 菜 一 正定 对 称 矩 阵 , 用 它 构成 二 次 型 
hl) = Cxe), Ех(@)). 


对 h(z) 微分 后 有 
200 一 (Dx (1), Ех()) + (xl, Ехо 
= (х(:), (D'F + Ер)х(:)). 


AA р" раж. $ 


РЕ + Ер = с, (5.4-5) 
那么 有 
| аса) > Ех(:)) ү, = 人 (х, Сх)а:, 
о dt 0 0 
于 是 
— (х, Fx) 一 ја (х, Gx)dt (5.4-6) 
由 此 可 知 , 竺 矩阵 F 求 出 后 ,系统 质量 指标 式 (5.4-4), 就 可 直接 写 为 初始 误差 х, 的 函数 : 
Ј 一 — (х, Fx) rs 5 fag? оох во. (5.4-7) 
а,В=1 


求 矩 阵 下 有 两 种 方法 ,第 一 种 方法 是 直接 求解 矩阵 方程 《5.4-5),， 此 时 得 到 冯 个 线性 
代数 方程 式 构成 的 方程 组 .可 以 证 明 , 这 个 方程 组 必然 有 唯一 解 ， 这 个 方法 虽然 可 用 ,但 
终 嫌 过 烦 。 第 二 个 求解 方法 是 利用 和 矩阵 沙 数 的 特性 。 将 式 (5.4-5) 之 两 端 左右 分 别 乘 以 
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矩阵 函数 е^" 和 <” 得 
ер“С̧ер! =, ер"р" Ее?! + ер" Ере?“ 


显然 此 等 式 之 右 端 是 < Ре? 对 上 的 导数 ,因为 “2PD = De”, PHARA 
а Сер Ее?гуд = м е?“Се?!дї, 
0 dt 0 


左 端 取 积 分 后 有 
” d р": Dt sa р „т Бый = 
[2e Веро) 4 = eP "F | Е. 
因此 ,可 求 出 
Е 一 -f eP™Ge”dt, (5.4-8) 
上 式 之 所 以 成 立 是 由 于 
lime2 = ите?" == 0, 
т 0 AFERE. 
现 举 单 摆 振 动 阻 尼 问 题 为 例 来 说 明和 矩阵 下 的 求解 方法 。 设 控制 系统 的 误差 运动 方程 
为 
dx 全 Я 
== + х а (5.4-9) 
设 控制 规律 为 “ с 5: 。 则 反馈 系统 方程 式 为 
dx dx 4 
т Те 0, (5.410) 
фазы, Š 一 4， 上 式 可 改写 成 方程 组 
аху __ 
= хх), 
dt 
pi = 
r 1 2, (5.411) 
我 们 知道 ; 当 с> 0 时 系统 式 (5.4-10) 总 为 渐 近 稳定 。 设 过 渡 过 程 质量 指标 为 
j= |ы йа 上 Се, сжав, 54-12) 
式 中 
1 0 
六 = 
| 0 1 ) 
因为 
— 4, е“ 十 А. еді 1 ей — 1 e?! 
0 1 pa |а ә №: = Аз и — А А = А 
o= дл 1} £ 1 ert 十 1 с! chit 42 ез! ? 
А. 一 42 А — 4, Ар — А м — А ) 
С5.4-13) 


AP h 和 是 代数 方程 式 
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如 十 以 +1 二 0 
的 两 个 根 。 容 易 计算 


G + 1e 一 феи 一 《加 十 А2)е2“ сң (А + Ье?“ 
十 (1 十 Ае? + 2С 十 aeth 
ер“С̧е) ыы e | | 
— (и + hadet — (ы + ы)!" а + Мей + C1 + ей 
+ 2(5 + 2,)е tth) — qeth) | 
(5.4-14) 
а 1 
式 中 в = 
„Аш =: 


注意 到 ,只 要 с> 0， 公 式 (5.4-8) 右 端 积分 总 是 收敛 的 ,故我 们 可 以 对 式 (5.4-147) 作 
下 列 积分 运算 : 


с 20 — 8 с? — 4 


м cprGeptdi = р r (5.4-15) 
0 


AA a Ah 是 方程 式 д са 0 的 两 个 根 ,容易 算出 上 式 右 端 矩 阵 四 个 元 素 的 值 为 


с+2 1 
үр pi р! 2с 2 = 
—F = к. Се”' 4! = 1 1 |. (5.4-16) 
2 с 


设 式 C5.4-10) 表 示 的 单 摆 运 动 的 初始 条 件 是 任意 的 : х 00) = хь, х,(0) = хи» 则 全 
部 过 渡 过 程 的 积分 质量 指标 式 (5.4-12) 可 直接 求 出 。 依 式 (5.4-7) 有 


4 “十 2 
J= — (х, Ех) = < 


xie 十 хох 十 4 xio. (5.4-17) 
с 


МБЕ АИДА ЗЕ 0, ВЮ х = 0, 而 初始 振幅 хо Т 0. ЕҢ, (5.4-17) 可 


知 , 此 时 二 次 积分 指标 的 值 为 
2 


Ј = = т (5.4-18) 
容易 检查 ,函数 二 一 = 当 c= 二 V2 时 有 极 小 值 ， 所 以 ,对 一 切 初始 速度 为 0 的 运动 , 欲 


使 7 达 极 小 值 的 最 优 阻 尼 是 取 < 一 2. 
前 面 我 们 用 矩阵 函数 的 方法 求 出 了 均 方 误 差 的 表达 式 . 实际 上 表达 式 (5.4-7) 也 可 以 
用 拉 氏 变换 的 方法 求 出 , 即 直接 从 工程 上 常用 的 传递 函数 的 表达 式 求 出 函数 /Cxm)， 有 时 
这 种 方法 可 能 更 方便 些 ， 为 此 只 要 找 出 矩阵 下 与 传递 函数 的 关系 就 够 了 ， 下 面 我 们 试 奸 
立 这 种 新 的 关系 式 P4， 首 先 对 受 控 对 象 的 误差 方程 式 
1X = Ах + Ви - (5.4-19) 


进行 拉 氏 变换 : 

ХС) — х = АХС) + ВОС), 
式 中 ХС) 表示 向 量 x(z) BARER, UC) 为 控制 向 量 wn(z) 的 象 函 数 ,二 者 依然 是 
向 量 函 数 , 解 上 述 方程 后 
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ХС) = СЕ — A)'BUC) + СЕ — A) ix, (5.4-20) 
式 中 五 为 单位 矩阵 ， 而 和 矩阵 СЕ 一 Ау! 称 为 受 控 系统 的 传递 函数 ， 现 令 控 制 规律 为 
и (2) = Cx), 或 ОС) = CXC). 代入 式 (5.4-20) 并 化 简 后 得 到 (г) 的 象 函数 


XC) = СЕ — (4А + BC) X. (5.4-21) 

现在 可 以 直接 解 算式 (5.4-47 了 。 引 入 矩阵 记号 
KC) = GE — (А + BCD, (5.4-22) 

可 以 证 明 式 (5.4-7) 的 正定 矩阵 下 可 由 下 式 求 出 : 
F 一 -| ЕЕС у» | (5.4-23) 


式 中 KCO 为 КО) 的 转 置 逢 阵 ， 将 хб 一 | Жоўе"й‹ RAR (5.4-4) 之 有 
端 后 青 作 下 列 变换 得 : | | 
Ј = 3 (+ | Хе", Gæ (t) ) 


оозеки) 
ad | (Хо, GHC Yds. ep 


对 x (2) ЕН АВН АТО Но (一 100, 十 100)， 这 是 因为 x(z) 渐 近 趋 
Ра, XO 的 一 切 奇 点 均 位 于 左 半 平面 ,而 式 (5.4-24) 内 之 积分 号 可 以 互 换 是 由 于 两 
个 积分 都 绝对 收敛 ,将 式 (5.4-21) 代 入 式 (5.4-24) 得 ， 


1 十 fco 
J= 1. (7 (КОд, GKCDzad 
гл 2719 


= = | (ху, КОСК sx ds 
= Ge, „| кекс. 
将 上 式 与 式 (5.4-6) 比 较 即 得 到 式 (5.4-23)。 当 с 为 单位 矩阵 时 ， 
J= GD) +з + а фм = бы, Рә), 
Е = = | КЕС ик, (5.4-25) 


设 误差 运动 方程 式 是 式 (5.4-2), 而 
J= И х? (2) 4. 


根据 前 述 可 推 知 : 
ml tie NCs)N(C—s) = 1 = (гу, р 
T hai и Dt uy 4 зні и (+) 
其 中 


DCs) = аһ” + apais"! +. + аз + ау, 
№) 一 asxos™ + (а, х0 + ах"? + + 


П (2—1) (в-2) 
ыы (а„х$ + й„-1% П. ж, а\хо)» 
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则 
Мб) = Caps"! + anais"? НН +++ + аж. 


前 面 分 析 的 单 摆 阻 尼 问 题 例 中 ， 只 含有 一 个 待 选 参数 с. 事实 上 本 节 所 讨论 的 方法 
同样 可 以 应 用 到 多 参数 选择 的 情况 。 如 果 考 虑 4# 阶 系统 ， 初 始 偏 差 限 定 为 只 有 一 个 误差 
坐标 不 为 零 ,其 它 п 1 个 坐标 初 值 均 为 0, 那么 由 式 〈5.4-77 确定 的 了 的 系数 , 将 是 反 
WUER C[ 见 式 (5.4-3)] 的 每 一 元 素 的 解析 国 数 : 

J = Кен)хи. 
容易 用 计算 机 去 求 最 好 的 矩阵 元 素 ci;， 使 系数 函数 f UJ 取 极 小 值 。 如 果 系 统 的 初始 
条 件 是 任意 的 , J 就 是 系统 初始 状态 的 二 次 型 ,一般 来 讲 , Л 的 极 小 〈 即 最 好 的 反馈 和 矩阵) 
还 依赖 初始 条 件 , 所 以 不 能 求 出 一 个 固定 的 常量 矩阵, 使 7 对 任何 初始 条 件 均 为 极 小 ,这 
时 就 只 能 满足 于 对 某 些 具 有 代表 性 的 初始 条 件 的 参数 选择 
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在 第 四 章 讨论 系统 稳定 性 时 ,我 们 已 经 看 到 线性 常 系数 系统 的 稳定 性 ,完全 取决 于 系 
统 传递 函数 的 极点 在 复 平面 上 的 分 布 ， 实 际 上 ,不 仅 系统 稳定 性 取决 于 极点 分 布 ,系统 的 
其 它 特 性 和 品质 指标 ， 在 很 大 程度 上 都 由 极点 在 左 半 平 面 上 的 位 置 所 决定 。 以 二 阶 振荡 
系统 为 例 ,如果 它 有 一 对 互 为 共 轿 的 复 根 , 即 两 个 极点 相对 实 轴 对 称 ,那么 系统 阻尼 的 大 
小 ,取决 于 极点 负 实 部 的 大 小 , 而 振荡 频率 的 高 低 则 决定 十 碰 部 的 大 小 ， 因 此 , 为 了 增 大 
系统 阻尼 ,我 们 可 以 使 这 对 极点 离 虚 外 远 一 些 ; 要 想 威 小 振荡 频率 , 可 以 使 极点 离 实 铀 近 
一 些 ， 这样 ,我 们 就 可 以 根据 系统 设计 指标 要 求 ,有 目的 地 配置 系统 的 极点 分 布 ， 回 想 一 
下 我 们 讲 过 的 根 轨迹 法 ,也 是 一 种 极点 配置 ,不 过 它 只 把 极点 配置 在 左 半 平面 使 系统 浙 近 
稳定 就 行 了 。 当 系统 的 指标 要 求 不 仅 是 渐 近 你 定 ， 而 且 还 对 系统 的 过 渡 过 程 有 进一步 要 
求 (如 超 调 量 ,振荡 次 数 ,过 渡 时 间 , 通 频带 等 ), 这 时 极点 配置 只 在 左 半 平 面 还 不 够 , 还 必 
须 更 精确 的 配置 ， 于 是 ,就 出 现 了 这 样 的 问题 ,就 是 闭路 系统 的 极点 是 否 可 以 通过 反馈 规 
律 的 选择 而 任意 配置 ? 在 什么 条 件 下 可 以 这 样 配置 ?关于 这 个 问题 的 答案 是 ， 只 要 系统 
是 完全 能 控 的 ， 那 么 它 的 极点 就 可 以 用 状态 线性 反馈 而 任意 配置 ， 这 一 节 我 们 将 简单 地 
讨论 这 个 问题 we 
设 单 输入 单 输出 线性 系统 为 


BX ди Би, 
dt 


у = с'х, (5.5-1) 
НА охо ИЯ, be jé x X 1 阶 和 矩阵 .x 是 系统 状态 变量 , Y 是 输出 入, м 
是 控制 . 
折 谓 极点 配置 ， 就 是 指 经 过 状态 (或 输出 ) 的 线性 反馈 ， и = Ах, k }& ял x1 mE 
阵 , 使 闭环 系统 
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人 = Ax + bhk'x = (A + bh')x 
的 极点 CA 十 БА" 的 本 征 值 ) 可 以 取 任 意 指 定 的 值 . 
应 该 指出 ,现实 的 物理 系统 都 是 实 系数 的 ,因此 , 某 个 极点 告 是 复数 ,那么 它 的 共 斩 复 
数 也 一 定 是 极点 。 所 以 复数 极点 一 定 成 对 出 现 。 当 任意 配置 极点 时 , 其 中 若 有 复数 , 则 一 
ЕН HIRDER. 
下 面 我 们 来 证 明 , 如 果 系 统 式 (5.5-1) 是 完全 能 控 的 , 即 和 矩阵 (6, 486,A2b,-…,4"'b) 
的 秩 为 z( 见 第 4. 11 节 ), 那么 任意 一 组 数 sis s;，…,s,， 必 存在 一 个 矩阵 k, E 4 十 
bk 的 本 征 值 为 ,5s;，*……ss。 这 吕 是 说 ， 通 过 状态 反馈 可 以 使 闭环 系统 的 极点 任意 配 
置 . 
为 了 证 明 简 单 , 首先 对 系统 式 (5.5-12 进 行 坐标 变换 . 
设 有 一 非 奇 异 лп хол МАТ, 使 #= Tx， 经 过 变换 后 , 式 (5.5-1) 可 以 变 成 
= ТАТ + Tbu, 
рен аа, (5.5-2) 
系统 式 (5.5-1) 和 (5.5-2) 是 等 价 的 (人 确切 说 是 代数 等 价 ), 它们 有 相同 的 传递 孜 数 阵 , 有 相 
同 的 脉冲 响应 阵 , 如 令 ASETAT, WA е Тет, Жа) КЕКЕ АА 
变换 而 改变 . 这样, 就 有 可 能 使 我 们 找到 一 个 适当 的 非 奇 蜡 和 矩阵 T， 把 系统 式 (5.5-1) 化 
成 式 (5.5-2), 从 而 使 式 (5.5-27 变 得 更 方便 上 我 们 的 讨论 .下 面 我 们 先 选 出 非 奇 异 和 矩阵 7 . 


令 
0=(b, Ab, 4b, ---, .1"'b), 
0 1 о... 0 
1 
А. = > 
1 
ph =з ааа ‚э 
CGI 9 @„— 1 
н - 
L=| $ В ; (5.5-3) 
@„—{ | 0 
о 
О, L ЕТЕ Е ЕЙУНЕ ВР ЛЕ. 
设 
T = (QLY (5.5-4) 


我 们 看 一 下 , 它 能 将 式 (5.5-1) 变 成 什么 形式 . 
т = ОГ. == CD., D,, шг: Р,), 
容易 验证 ， 
п—1—1 
Э, = У) ан Ъ + А" Ъ, і = 1,2, 2 一 1， 


j=0 
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D, =b, 
所 以 有 
AD; = Рр, — «iD,, і = 2,3, n, 
而 
AD, = А(«Ь + о, АБ + +++ + а, А”? + А") 
= («АБ + oAB+ +++ + а, А” + А") = —щ Eb 
= —%0,, 
其 中 五 是 单位 矩阵 。 这 里 利用 了 线性 代数 中 的 凯 菜 -哈密 顿 〈Cayley-Hamilton) 定理 ， 于 
是 ,我 们 又 可 以 推出 | 
АТ = 40р, Ю,, ---, D,) = (AD, AD, ---, Ар, 
一 (一 ol ,Di 一 xD ---, Dp — о„_Ю„) 
0 1 0-0 
= 0 м 
1 
кэй х=й, вже кайлы 
= TA, 
最 后 得 到 
i TAT = А,. (5.5-5) 
通过 简单 运算 ,容易 验证 
ТЕ |: |, (5.5-6) 
0 
1 
如 记 
& = ст = СО = (6, Cis 62,21), С5.5-7) 
那么 ,系统 式 (5.5-17 经 过 非 奇异 变换 了 T 变 成 了 如 下 的 形式 : 
о \ 
0 
= 4. + : и, 
0 
1 
у=, (5.5-8) 


其 中 д. 如 式 (5.5-3). 《这 种 形式 , 有 的 书 上 叫 作 可 控 标 准 形 ), 

由 上 所 述 ,我 们 可 以 看 出 ,对 任意 单 输入 单 输出 系统 , 只 要 完全 能 控 , ШЖ ШОШ Ж, 
总 可 以 把 系统 变 成 式 (5.5-8) 的 形式 , 因此 ,我 们 不 妨 假 定 系 统 式 (5.5-1) 已 经 是 式 (5.5-8) 
的 形式 , 否则 我 们 可 以 用 上 述 办 法 化 成 这 种 形式 .现在 我 们 对 具有 式 (5.5-8) 形式 的 系 
统 
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Ах + Би, 


"х, (5.5-9) 


(0 1 05-0 Го co 
|: 
4 = Жы, >, b К esj | 

1 | | о | : 

一 0 —@ `` 0, \ 1, Cai | 


:来 证 明 当 它 完 全 能 深 时 ,可 以 任意 配置 极点 ， 
Жы Б EAEN k = Ckos Ки" AD 后 的 闭环 系统 个 阵 为 


| 
% 
ч 


其 中 


0 1 0 0 \ 
| ee U 
А + ЬЕ =! 0 EP ， (5.5-10) 
1 
СЭ) — (01—61) н — (æn kn) ! 
ПОВ РА ROJ 


Caas F Capas" + - Е ф 
M e E тзт a p a F a 
由 此 可 以 明显 看 出 ， 央 为 一 个 代数 方程 的 根 是 诸 系数 的 解析 项 数 ， 当 任意 指定 п 个 极点 
йз 807579 时 ,总 可 以 找到 一 组 数 koskist t tska 用 А == Со kis AD ЕБ, 
而 使 я tto ss 为 传递 函数 СС) 的 极点 。 这 样 我 们 束 证 有 明了 前 面 的 结论 

这 个 事实 反 过 来 也 是 正确 的 , 即 是 说 如 果 系 统 式 (5.5-17 通 过 状态 反馈 可 以 任意 配置 
极点 时 ,那么 系统 一 定 是 完全 能 控 的 . 

通过 上 述 证 明 , 我 们 还 可 以 看 到 ,在 任意 配置 极点 时 ,并 不 改变 传递 孙 数 的 零点 分 布 . 
这 是 因为 零点 的 位 置 只 取决 于 er = (о, с\, 55, cs))。 在 配置 极点 时 ,传递 汀 数 的 分 子 
并 不 变化 . 

还 可 以 证 明 , 系统 经 过 状态 反馈 仍 保持 能 控 性 ,就 是 说 如 果 系 统 式 (5.5-1) 是 完全 能 
控 的 ,经 过 状态 反馈 后 ,系统 仍 是 完全 能 控 的 。 但 状态 反馈 不 一 定 能 保持 可 观测 性 。 若 用 
观测 量 ( 输 出 ) 反 馈 ; 即 и = Ну 时 , 则 既 保持 能 控 性 也 保持 能 观测 性 .一 个 完全 能 控 完 人 
能 观测 的 系统 ， 它 的 传递 函数 不 可 能 产生 零点 和 极点 完全 相 消 的 问题 . 由 此 我 们 可 以 推 
出 ,用 观测 量 У 作 反 馈 不 能 任 о 否则 配置 的 极点 和 过 点 相同 ,产生 零 极 相 消 的 
问题 就 破 环 了 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 , 这 和 输出 反馈 保持 能 控 性 和 能 观测 性 是 矛盾 的 . 
所 以 通过 观测 是 反 馈 一 般 是 不 能 任意 配置 极点 的 . 

在 实际 情况 中 ,有 些 状 态 变 量 是 量 测 不 到 的 , 因此 状态 反馈 也 常 不 易 实 现 , 为 了 克服 

这 个 园 难 ， 近 些 年 来 提出 用 观测 器 来 达到 这 个 目的 ， 有 关 这 方面 的 内 容 ， 可 参 若 有 关 文 
ке 

以 上 事实 不 仪 雪 和 输入 单 输出 的 系统 是 对 的 ， 对 多 输入 多 输出 系统 也 是 正确 的 。 下 
要 我 们 不 加 证 明 , 只 把 结论 询 出 来 . 


(5.5-11) 
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设 多 输入 多 输出 线性 常 系数 系统 


4Хх Ax + Ви, 
dt 
yes (5.5-12) 


其 中 4, В, С ЗЯ] Е пхп, пхг, mX n МЕ, х, у, ин Е п, т, + Ж] 
量 , 代 表 系 统 的 状态 ,输出 和 控制 . 

如 果 系 统 式 (5.5-12) 是 完全 能 控 的 ,那么 一 定 可 以 找到 状态 反馈 矩阵 KCO хол Ш), 
使 а = Кх, РЕД .4 十 BK 的 本 征 值 。 也 就 是 说 ,对 任意 7# М яо 
可 以 找到 к, 使 


det (s7 — A — BK) = J| С s». (5.5-13) 


反之 ,如 果 系 统 式 (5.5-127 通 过 状态 反馈 可 以 任意 配置 极点 时 , 那么 系统 一 定 是 完全 
能 控 的 。 由 此 看 出 ,一 个 系统 的 完全 能 控 性 和 它 可 以 任意 配置 极点 这 一 事实 是 等 价 的 ， 
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如 果 在 一 个 复杂 系统 中 有 若干 个 受 控 量 ， 而 且 在 这 些 受 控 量 之 间 还 存在 着 相互 的 作 
用 ,那么 ,一 般 说 来 ,对 于 这 种 系统 就 必须 再 增加 一 个 新 的 设计 准则 ,这 就 是 互 不 影响 的 准 
则 .举例 来 说 ,一 个 有 加 力 燃 烧 的 涡轮 喷气 发 动机 的 变量 是 ， 压缩 机 的 转速 ,燃烧 室 的 喷 
油 速率 ,加 力 燃 烧 室 的 喷 油 速率 以 及 尾 喷 管 开 口 面 积 , 然而 , 发 动机 的 运转 状态 可 以 设法 
只 由 压缩 机 的 转速 ， 燃 烧 室 的 喷 油 速率 和 加 力 燃烧 室 的 喷 油 速率 这 三 个 量 所 完全 控制 . 
但 是 ,在 一 般 的 情况 下 ,这 三 个 量 是 互相 有 影响 的 .不 难 想到 , 在 这 个 情况 中 , 系统 的 伺服 
控制 就 有 一 个 新 的 设计 准则 ， 也 就 是 要 求 对 这 三 个 不 同 的 量 的 控制 是 不 互相 影响 的 : 加 
力 燃 烧 室 的 晓 油 速率 的 改变 不 应 该 使 压缩 机 的 转速 受到 影响 ， 而 且 改变 压缩 机 转速 的 时 
修 也 不 需要 改变 燃烧 室 的 喷 油 速率 .这 也 就 是 说 解决 这 个 特殊 的 设计 间 题 的 关键 就 是 : 
设法 使 尾 喷 管 的 开口 随 着 其 余 的 变量 发 生 适 当 的 变化 而 且 适 当地 设计 自动 控制 机 构 。 这 
一 章 的 目的 就 是 要 给 出 一 个 设计 这 一 类 互 不 影响 的 控制 系统 的 普遍 方法 ， 这 个 方法 对 于 
不 论 多 么 复杂 的 系统 都 是 适用 的 。 这 类 方法 最 早 在 文献 [3,9,15] 中 先后 被 提出 ,后 来 在 
文献 [6] 中 又 用 矩阵 表示 法 把 这 个 问题 作 了 一 般 柱 处 理 。 近 些 年 来 ,采用 状态 变量 描述 方 
法 以 后 ,多 输入 多 输出 系统 理论 又 有 了 进一步 的 发 展 ". 


6.1 单 变量 系统 的 控制 


我 们 先 来 考虑 一 个 简单 的 系统 ， 这 个 系统 只 有 一 个 受 控 的 输出 уб) 和 一 个 作为 控 
制 信号 的 输入 x(z). УС) 和 x(z) 的 拉 氏 变换 就 是 УС) 和 X(s)。 我 们 来 考虑 按照 
图 6.1-1 所 设计 的 控制 系统 .ECs) 是 “发 动机 ”的 传递 函数 ，L(s) 是 测量 仪器 的 传递 函数 
《也 就 是 反馈 线路 的 传递 函数 )，5Cs》 是 伺服 马达 的 传递 函数 ，CCs》 是 “控制 * 的 传递 函 
Ж. 可 以 由 设计 省 容易 地 加 以 改变 的 只 有 CCO) 这 一 个 传递 函数 。 这 个 系统 与 图 (3.7-27 
的 反馈 系统 之 间 的 一 点 很 小 的 区 别 就 是 ， 在 伺服 马达 与 发 动机 之 间 加 上 了 一 个 任意 的 扰 
动 V(s)， 用 这 个 抗 动 来 表示 某 些 意外 的 外 界 影 响 . 


发 动机 的 输入 ИС) 与 输出 Уб) 之 间 的 关系 是 
ҮС) = ЕСИ (5) = ECOLSCOUGS) + VCO)], (6.1-1) 
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ОС) 是 控制 传递 函数 的 输出 ,并 且 有 下 列 关 系 : 


UC) = СХ) 一 ZGD)] = СС)([ХС) — Е)У(5)|. (6.1-2) 
从 方程 (6.1-1) 和 (6.1-2) 里 把 UC) 消去 ,就 有 
S ECSC CC) Р К _ Ж“ ей _ __ Г 25 
Үш) ЕС)5С) СС) 十 1 ыы Е(5)5(5)СС5)1,(5) + 1 ис. „ш 


这 就 是 在 x(#) 与 y(z) 的 适当 的 初始 条 件 之 下 的 输出 的 拉 氏 变换 。 如 果 不 考 虑 包含 扰 
动 VC) 的 第 二 项 ,方程 (6.1-3) 就 与 以 前 关于 一 般 的 反馈 系统 的 方程 (3.7-3) 相 同 . 系统 
的 性 能 的 分 析 也 还 可 以 按照 与 以 前 类 似 的 办 法 来 进行 .然而 ,对 于 更 复杂 的 系统 来 说 ,器 
必须 把 这 个 简单 的 情况 加 以 推广 ， 现 在 我 们 就 来 作 这 件 事 情 . 
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假定 发 动机 的 输出 YG), YC), ets YIG) ta YC) 的 个 数 是 六 输入 И.С), 
ИС) ++, И’), +++, ИС) 的 个 数 是 x。 那么 ,方程 (6.1-1) 的 推广 就 是 : 

Ү.С) = EnCGOWC) + Ев СИ’) +t --- + Е.С „С, 

У, (5) = Ena Cs )W Cs) + EyCGOWC) + + ЕСИ’, 

Ү,Сғ) = Е.С) и.) + ЕС )/,(з) + --- Е.С), С). (6.2-1) 
其 中 每 一 个 Ej 都 是 一 个 传递 函数 , 当 这 个 传递 函数 “作用 ?在 输入 и Со) 上 的 时 候 , 就 
得 出 输出 У) 的 相应 的 组 成 部 分 。 在 普通 情况 下 ЕС) 是 两 个 * 的 多 项 式 的 比值 ， 
因此 ERC 可 以 由 发 动机 的 特性 的 理论 分 析 得 到 ， 也 可 以 用 实验 的 方法 由 频率 特性 全 
Ж. 方程 (6.2-1) 可 以 简写 为 


У, (5) = D Ежи), v= 1,2, 7. (6.2-2) 
КЕ! 
所 有 的 Е) 按照 方程 (6.2-1) 中 的 位 
W, Ws и, Ка 置 所 排 成 的 矩形 表格 可 以 称 为 发 动机 的 


传递 函数 矩阵 Е. 我 们 可 以 这 样 想象 : 
所 有 的 输入 WC) 在 纵向 “进入 ”矩阵 ， 
所 有 的 给 出 УС) 在 横向 “离开 ”和 矩阵 。 
图 6.2-1 所 表示 的 就 是 这 种 情况 。 下 面 
我 们 来 考虑 输入 的 个 数 大 于 (或 等 于 ) 输 
出 的 个 数 的 情形 ,也 就 是 因此 ， 
和 矩阵 巨 就 是 一 个 纵 行 比 横行 多 的 矩形 矩 
阵 。 为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 把 只 由 前 : 
РАНЕ 5 ЖЕН Е, ЖЖ 
Л. 

Bi 62e 既然 发 动机 的 输入 的 个 数 大 于 输出 
的 个 数 , 所 以 ,如 果 希 望 完全 确定 系统 的 运转 状态 ,除了 要 设法 使 所 有 输出 Y,(s》 随 预定 
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的 数值 ХСС = 1,2, --*, гу 相应 地 变化 之 外 ， 还 要 设法 使 变数 Wi() (py 二 i 十 1， 
2+2, "<". п) 也 有 取 预 定 的 数值 5.《s)， 因 此 ， 受 控 量 就 是 i 个 输出 У, =1,2, 
р 和 一 7 个 发 动机 输入 ИС) Си Si+ l,i t2, 6-5 п). 如果 由 测量 仪器 对 
WC) 所 测 出 来 的 值 是 r) BA RARE Suks) 一 ye， 发 动机 的 输出 的 偏差 
的 定义 是 XC) 一 2,5), ZGO = 1,2,---„) 就 是 Ү.С) 经 过 测量 仪器 所 测量 出 的 
数值 ,就 象 图 6.1-1 的 那 种 情形 . 控制 的 作用 就 在 于 把 这 些 偏差 当 作 输入 来 产生 伺服 马达 
的 控制 信号 ИС). 这 就 是 系统 的 反馈 作用 .在 我 们 所 讨论 的 一 般 的 系统 式 (6.2-1) 里 ， 
控制 信号 Ui(Cs》 与 所 有 偏差 的 关系 是 线性 的 . 既然 有 个 偏差 信号 ,也 就 有 个 控制 信 
号 ;所 以 《一 1,2,"…,n， 因此 就 有 
UCs) = СаСХ Z) + СХ Z) + + С,(Х,— 7) 
+ Сі, Са = рый ежа У Сы„б=,„ — Fhada 
UCs) = С„(Х,— Z) + С„(Х,— Z) + + С„(Х,— 7;) 
+ Сы СЕ ны 一 Фан) F #98 + СС, — дз 
И, = С ИСХ, А) + С„(Х,— 2) + - H С„(Х;,— 7;) 
+ Съ ны — тый ++ бт, Tado (6.2-3) 
在 这 个 关系 式 中 ,我 们 已 经 把 控制 矩阵 用 不 同 的 符号 分 成 C 和 C' 两 部 分 ， 以 使 区 别 两 种 
不 同 的 误差 信号 .方程 (6.2-3) 可 以 简写 成 


»==]; Za ==» р» 
ОС) = > Cil = Za) t э Са — т» TEN (6.2-4) 
当然 ,每 一 个 Ceo 和 Ск, BENA * 的 多 项 式 的 比值 .方程 (6.2-3) 或 方程 (6.2-4) 也 可 


以 用 图 6.2-2 来 表示 : 


[ 
(Х,— 72) (Х,- 2 (Х,- 2) Epis ra) (Ea Yn) 
д 
C С’ 
РЧ 6.2-2 


测量 出 的 数值 ZG) 和 ra SEWER YC) M и) 之 间 关 系 ， 由 测量 仪器 的 
传递 函数 LoC) 和 Luuks) 所 确定 : 
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ZC) = Lals) YC), (6.2-5) 

Vals) = „СИ „С. (6.2-6) 

每 一 个 控制 信号 都 个 别 地 作用 在 伺服 马达 上 . 伺服 马达 的 输出 与 意外 的 外 界 扰 动 

VC) 合并 在 一 起 组 成 发 动机 的 输入 И С). WR Сз) 是 伺服 马达 的 传递 函数 ,那么 

W Cs) = Skk JU CS) + ИС), А1, 2, ea, (6.2-7) 

从 式 (6.2-1) 到 (6.2-7) 的 所 有 方程 就 是 描述 多 变量 控制 系统 的 完备 的 方程 组 .图 6.2-3 是 

一 个 多 变量 控制 系统 的 方块 图 ,这 个 系统 有 三 个 发 动机 输出 У.С), Ү.С) 和 УС), 还 

有 两 个 被 控制 的 发 动机 输入 WC) 和 WC). 除了 规定 的 控制 信号 ХС), =) 与 可 
以 对 系统 起 作用 的 外 界 扰动 信号 V 以 外 ;整个 控制 系统 是 闭合 的 . 


и и, и} 


伺服 马达 控制 Vs И, 
С. Ci: Cs Cis Cis ai | 
Ca Cs С» САСЫ] U, mi T 
Си Gz Сз Си Су s ami Q 
Са С. Ca Ch Cis „к 
Си Co Gs Ch С» 5» mO 
| 
ии. 
W, A 人 A | | | 
En En Ep Eu Eis Z A МОЯ С 
| t 
Ел Ex Ez; Ex Ез т [+ Оа лану 
жаг F Б 
La === - Г = + 
2; [+ i+ 7. ч 
W, —— 有 БЕ И Р |] 
бан X: Хз Е, 8; 
гоча 
6.2-3 


在 以 上 的 控制 系统 方程 组 中 把 Шу), 2,00) 和 rC) 消去 ,就 得 到 ? 
укр = D [У воза Со сь СХ, — LOY CD] 


К=1 


+ 2 Ев и) Си) EAO) рй LunCs)W „(5)] + "КОСУЫ, (6.2-8) 


к= +ы 


和 


D 近年 来 有 人 提出 ,用 代数 方法 消去 中 间 变 量 的 运算 过 程 中 , 可 能 出 现 消去 系统 的 不 稳定 因子 的 情况 , 此 时 造成 
系统 局 部 不 稳定 的 因素 可 能 被 这 种 代数 运算 所 掩盖 。 其 实 这 种 情况 在 用 状态 变量 的 方法 处 理 问 题 时 也 可 能 出 
现 . 在 实际 系统 设计 时 ,不 稳定 的 环节 总 是 设计 者 注意 的 焦点 ,消去 某 种 因子 后 是 否 会 给 系统 带 来 意外 现象 应 
以 主 受 控 量 的 行为 来 判断 .。 这些 都 可 以 通过 模拟 试验 来 检查 . 
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W Cs) = > 5С) СС) Х, С) сЗа І.С), С)] 


+ > ЗСУ) — „СИ „С5)] + Р, С). (6.2-9) 


根据 方程 《6.2-8) 和 (6.2-9) 就 可 以 把 系统 画 成 一 个 比 图 6.2-3 更 简单 一 些 的 方块 图 (图 
6.2-4)。 在 这 个 图 里 只 有 一 个 系统 矩阵 ,这 个 矩阵 的 输入 是 那些 受 控 量 的 偏差 , 输出 就 是 
那些 受 控 量 。 在 图 6.2-4 中 的 ESC Ж, МТ i 横行 与 第 v 纵 行 的 交点 的 元 素 是 


>) ESaC. 同样 ,在 ESC' 矩阵 中 . 第 i 横行 与 第 4 纵 行 的 交点 处 的 元 素 是 > EnS 
k=1 k=1 


Cru. 也 还 是 一 样 ，5C ERRIRE 5С. SC 矩阵 中 的 元 素 是 StkCke。 外 界 扰 
动 古 通过 另外 一 个 矩阵 加 进来 的 ,那个 矩阵 主要 是 由 发 动机 矩阵 所 组 成 的 ， 
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以 上 我 们 所 讨论 的 是 多 变量 系统 的 控制 作用 的 机 理 ， 在 这 个 基础 上 我 们 就 可 以 把 控 
制 系统 的 互 不 影响 准则 具体 地 表达 出 来 .现在 的 问题 就 是 : 设法 确定 控制 矩阵 的 元 素 
СС) 与 С.С) 须要 满足 什么 条 件 才能 使 规定 的 控制 信号 XO 与 2,6) 只 影响 和 
它们 相应 的 受 控 量 YC) 和 WC) ОХЕ, у=1,2,---,; Ш e= it 1,12, .., 
z?)， 而 不 影响 其 余 的 受 控 量 ， 璧 如 说 ,控制 信号 Х.С) 只 能 影响 Ү.С), Я.) НЕ 
响 Vimn(s)。 这 里 的 数学 问题 也 就 是 如 何 把 图 6.2-4 中 的 系统 矩阵 加 以 对 角 线 化 的 问题 ， 
我 们 所 以 要 把 设计 条 件 放 在 控制 矩阵 C 和 C ”上 ,是 因为 在 整个 系统 中 只 有 这 一 部 分 是 最 
容易 由 设计 者 加 以 变动 的 .发 动机 的 特性 ,伺服 马达 以 及 测量 仪器 都 认为 是 已 经 固定 的 ， 
它们 也 不 能 由 控制 工程 师 随 意 改变 . 

让 我 们 来 芳 虑 一 个 特定 的 输出 Ys(s), 8 是 l, 2,…, i 这 些 数 中 的 任意 一 个 数 。 方 
程 (6.2-8) 和 (6.2-9) 可 以 写成 


А i 


ҮС) = S | 


КЕТ -v=1,v 


E ikSkkC СХ» райы Г..Ү,) 
+8 
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十 > ЕССЕ, = LynW а) + ЕУ 
=р+1 


及 


+ > EjrSre CreCXg е ГҮ к) 
к= 1 


“ыш 
ЕТ, vÆ 


WC) = №; SCX, — LosY,) 
g 


+ >) SCl Eu LW p) H Vg + Забы О, — 1.7.2. 
={ +1 


现在 为 了 使 得 控制 信号 Xe 除了 У, ККЕ У, и, НЦ, ј 8 与 
k>i 的 情形 下 ,以 上 两 个 方程 的 最 后 一 项 都 必须 等 于 零 。 因 此 ,对 于 1, 2，…, i 中 的 任 
意 一 个 数 8 都 有 : 

如 果 1) з в, > ЕС 一 0， (6.3-1) 
以 及 

ШЖ К>, Сы = 0. (6.3-2) 

方程 (6.3-2) 使 我 们 的 控制 矩阵 立刻 就 得 到 简化 。 以 图 6.2-3 表示 的 系统 为 例 ， 这 时 
i == 3,n 二 5。 在 这 个 情形 下 ,方程 (6.3-2) 就 表示 
Са = С. = С = Су = Су = C= 0, 

方程 (6.3-2) 也 可 以 用 来 简化 方程 (6.3-1) ,方程 (6.3-1) 也 就 是 


2 Е вби Ске 一 >, Die 忆 skSAkCAksg5 (6.3-3) 
к=1 k=1 


这 里 的 8 是 1, 2，…, i 中 的 任意 一 个 数 ，6;s 是 克隆 内 克 符 号 СКгопескег delta), 它 的 定 
如 果 је в, 6. = 0, 
如 果 =g, j=l, | (6.3-4) 
对 于 任意 一 个 特定 的 8 来 说 ,方程 (6.3-3) 就 是 一 个 线性 代数 方程 组 ， 这 个 方程 组 包含 
1—1 个 方程 和 i 个 未 知 数 SikCiz ОХЕ А = 1, 2, +1,1). Н, ЯНЕ 
知 数 的 比值 ,而 不 能 确定 这 些 未 知 数 本 身 .。 然而 , 这 正 是 我 们 所 希望 的 , 因为 我 们 并 不 希 
望 控 制 传递 函数 已 经 被 完全 确定 ,在 现在 这 种 情况 下 ,我们 的 设计 工作 反而 可 以 更 加 自由 
一 些 
为 了 求 出 控制 传递 函数 的 这 些 比值 ， 我 们 要 利用 行列 式 的 一 个 性 质 : 假设 行列 式 
Е, СЕ, 是 正方 矩阵 Е» 的 行列 式 ) 中 的 元 素 Е, 的 余 因 式 是 Explo WA FEUX 
系 式 成 立 : | 


WR 41, >, Ен| Еж, | =0, 
1=1 


如 果 к= 1, >, Bel Bol = [Esh (6.3-5) 
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把 方程 (6.3-3) 先 用 |Exn| 乘 一 下 ,然后 再 对 i 求 和 ,我 们 就 得 到 


УУ, >) [8.18 ыба 一 > ЕТЕ а5ккСкв. 
k=1 7=1 к=1 j= 


ЗиСаа 5 Ежа | №, Ель Сь Esl» l = 15 25 "же йы (6.3-6) 
к= 1 . 
特别 当 1 = & 时 ,有 
SgsCss 一 |E weg! Е ЕаыСы Ea la 
k=1 


取 方 程 (6.3-6) 和 上 面 这 个 方程 的 比值 ,我 们 就 可 以 号 


Сы | Жы, | 
SC ТЕ м. BERT (6.3-7) 


利用 这 个 方程 就 可 以 把 SC 矩阵 中 不 在 对 角 线 上 的 元 素 用 对 角 线 上 的 元 素 表示 出 来 . 

方程 (6.3-2) 和 方程 (6.3-7) 所 表示 的 条 件 就 是 被 控制 量 У, 互 不 影响 的 必要 条 件 ; 这 
些 条 件 最 先是 由 勃 克 森 包 姆 和 胡 德 提出 来 的 .他 们 两 个 人 还 进一步 证 明 : 这 些 条 件 也 是 
互 不 影响 的 充分 条 件 . 因此 ,设计 一 个 合适 的 控制 矩阵 С 的 问题 就 完全 解决 了 . 

为 了 解决 控制 矩阵 的 另外 一 部 分 C” 的 设计 间 题 ,我 们 就 必须 考虑 受 控 量 Wp 一 
i 十 1,1i 十 2，……,7) 的 互 不 影响 的 条 件 ， 为 了 这 个 目的 ， 我 们 把 方程 《6.2-8) 和 方程 
(6.2-9) 改 写 为 

У; (5) е > [> E ikSkkC koX» г Г.„Ү,) 


k=1 > 


+ ЕН Eks kk kul Eu Lpa wW „) + Ель Г» | 
=: 
м 


+ У) Еһ Съ СЕ, е L,W,) (6.3-8) 
k=1 


W Cs) — 之 SAKCACX， == ГО), 


+ > SCE чё [ии ,) + т, + Skr (E, = L,W,), С6.3-9) 
这 里 e 是 8 中 的 任意 一 个 数 ,而 1=1, 2, * 5 为 了 现在 的 目的 ， 
方程 (6.3-9) 中 的 《只 是 i 十 1, i 十 2，*…, 7 中 的 任意 一 个 数 , 因为 只 有 这 些 Wi FÆ 
жїнї, 根据 方程 (6.3-8) 和 (6.3-9) 显然 可 以 看 出 ,如 果 控 制 信号 号 ， 仅 只 影响 受 控 量 
环 ,， 那 么 ,这 两 个 方程 的 最 后 一 项 就 必须 等 于 零 . 也 就 是 


>, Е бб == 0, ў 1,2, | (6.3-10) 
k=1 
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Ck =0, ksr=i+l, 1-2, пи. (6.3-11) 
和 以 前 一 样 ,方程 《6.3-11) 也 使 控制 矩阵 得 到 简化 。 以 图 6.2-3 所 表示 的 系统 为 例 ， 
т=3, п= 5, E 
Cis ЕЕ Сы =). 
方程 (6.3-11) 也 可 以 用 来 简化 方程 (6.3-10)， 方程 (6.3-10) 化 为 
> Ерб == — В бы Сн 
к= 1 
把 这 个 方程 的 两 端 先 用 [Е 1 乘 ,然后 再 对 7 求 和 ,就 得 
У, 5 |E xjl EikSkkCkr эш —%„б„ 5 ы Eir 
k=1 j=1 1=1 
根据 方程 (6.3-5) 所 表示 的 行列 式 的 性 质 ,就 有 
[ee = —5,С У) ЕЕ. 


如 果 把 这 个 方程 里 的 ! 换 成 i, i 换 成 1, 这 个 方程 就 可 以 写成 下 列 形式 : 


Sh С» 1 Е Е {= lz 23 +53 人 
一 一 У [Е,, 18, 6.3-12 
Е Е, | 2. ЕЧ } 


利用 这 个 方程 就 可 以 把 SC 矩阵 中 不 在 对 角 线 上 的 元 素 用 对 角 线 上 的 元 素 表 示 出 来 . 2 
程 (6.3-11) 和 (6.3-12) 是 受 控 量 И’ С) (и = Е l,i t2, 5-5. п) 的 互 不 影响 的 必要 而 
且 充 分 的 条 件 . 

如 果 希 望 全 部 受 控 量 都 互相 不 影响 ,那么 ,就 必须 满足 方程 (6.3-2),(6.3-7),(6.3-11) 
和 (6.3-127 所 表示 的 条 件 . 在 整个 的 控制 矩阵 中 ,不 在 对 角 线 上 的 元 素 或 者 等 于 零 , 或 者 
可 以 由 对 角 线 上 的 元 素 表 示 . 如 果 表示 发 动机 的 特性 的 发 动机 矩阵 是 已 知 的 ,那么 ,控制 
和 矩阵 的 对 角 线 元 素 就 完全 确定 了 整个 的 控制 矩阵 ?”. 


6.4 响应 方程 


如 果 互 不 影响 的 条 件 已 经 全 部 被 满足 ,那么 ,方程 (6.2-8) 和 (6.2-9) 就 变 得 简单 得 多 . 
例如 ,把 方程 (6.2-8) 的 求 和 的 次 序 倒 换 一 下 ,就 有 


Се У Й АО E fele 
у= 1 k=1 


+ > EKO — Еф ТУ) ЕС + >) Ең, 
ь= {+1 к= 1 к= 1 


按照 方程 (6.3-1) 和 (6.3-2), 除 了 » = і 以 外 ,第 一 项 中 对 所 作 的 和 数 都 等 于 零 . 按照 
方程 (6.3-10) 第 二 项 也 等 于 零 . 因此 


人 


1) 由 于 传递 函数 只 能 描述 系统 的 能 控 和 能 观 部 分 ,因此 , 这 里 得 到 的 解 耦 条 件 只 能 适合 于 完全 能 控 和 能 观测 的 系 
统 . 对 于 一 般 情况 请 看 文献 171 . 
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Ү,() = [Хх == ГУУ] №, ЕС ki 十 Е, Уһ. 
к= 1 к= 1 


按照 方程 (6.3-7)，SxixCr; 既然 可 以 用 对 角 线 元 素 5;;C;; 来 表示 ,于 是 , 利用 方程 (6.3-5) 
就 有 . 


Ч SjCj < E 
>, Ен бы = Ti УЕ, |Е,„| = 55Сн [Es 
k=1 |E x; k=1 Е, 
所 以 ,最 后 就 得 到 
Е п 
УК == т: = SiCi[X;Cs) | LiCs)Y;Cs)] 十 5) ЕЁ. (6.4-1) 
*jj к= 1 


根据 互 不 影响 的 条 件 , 经 过 类 似 的 计算 ,也 可 以 把 方程 (6.2-9) 简 化 为 
Ws) = SpuC pul EpL) — БиС” 5] + Vls), 


u=i+l, i +2, n. дав 
我 们 规定 两 个 符号 : 
oa [Ежи Си : 
Rij [Ex|SyCiL t 18) (6.4-3) 
和 
== Sn Cg 
Aia 5С +1” (6.4-4) 
方程 (6.4-1) 和 (6.4-2) 的 解 就 可 以 写作 
YG) = КС) ХС) 一 [Ви — 1] У: E;kCs) VCs) (6.4-5) 
k=1 
和 
WCs) ы Р, „()5 С) == КОЛКО. = 1]7 (sc). (6.4-6) 


方程 (6.4-5) 和 (6.4-6) 给 出 了 由 控制 信号 和 外 界 扰动 来 计算 受 控 量 的 关系 ,这 两 个 方程 就 
称 为 响应 方程 。 这 些 关 系 式 与 只 有 一 个 受 控 量 的 简单 系统 的 关系 式 〈6.1-3) 是 十 分 相 象 
的 . 函数 RC) 是 从 输入 XC) 到 输出 YC) 的 总 的 传递 函数 .函数 К) 是 从 输 
А Zs) 到 输出 И’, 的 总 的 传递 函数 .按照 方程 (6.4-3) 和 (6.4-4), 根 据 发 动机 ,伺服 
马达 ， 测 量 仪器 和 控制 部 分 这 四 方面 的 特性 就 可 以 把 这 两 个 总 的 传递 函数 计算 出 来 . 实 
际 的 设计 步骤 就 是 先 按照 第 五 章 所 讲 的 办 法 对 于 每 一 个 ; 和 “确定 合适 的 控制 传递 函数 
Сб) 和 Cun《s)， 使 它们 具有 满意 的 性 能 ,然后 ,再 按照 方程 (6.3-2),(6.3-7), (6.3-11) 
和 (6.3-12) 把 不 在 对 角 线 上 的 元 素 也 确定 下 来 . 这 样 作 了 以 后 ,对 于 复杂 的 多 变量 系统 我 
们 就 得 到 一 个 性 能 良好 的 互 不 影响 的 控制 系统 ， 


6.5 ”涡轮 螺旋 浆 发 动机 的 控制 
作为 互 不 影响 的 控制 的 普遍 理论 的 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 来 考虑 一 个 涡轮 螺旋 浆 发 


动机 的 控制 问题 (图 6.5-1). 这样 一 个 发 动机 的 运转 状态 的 变数 是 ， 转速, 涡轮 的 进 气 温 
度 ， 螺 旋 奖 的 桨 叶 角 以 及 喷 油 速率 .控制 系统 的 设计 要 求 是 使 发 动机 能 够 产生 各 种 可 能 
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的 正规 的 稳 态 运转 状态 。 对 于 每 一 种 稳 态 运转 状态 ， 我 们 都 必须 研究 在 那个 运转 点 附近 
的 过 渡 状 态 之 下 的 控制 性 能 .假设 И.С 是 螺旋 桨 浆 叶 角 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 
Зр, WC) 是 喷 油 速率 与 正规 值 
之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 。 既 然 我 们 
只 对 离 正规 运转 点 很 近 的 过 湾 状 态 
发 生 兴趣 ， 所 以 涡轮 转 矩 被 压缩 机 
与 螺旋 净 用 掉 一 部 分 以 后 的 剩余 转 
和 矩 ,螺旋 浆 桨 叶 角 , 喷 油 速率 这 三 者 
АНА ар НЕА. АЖ, Ж] 
ж тйл] Жл иб) 与 
И.С) 的 线性 组 合 . 假设 转速 与 它 的 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 是 У), ЖЕ 
就 可 以 用 (1 十 zs)Yi《s) 来 表示 ， 这 里 的 * 是 由 于 发 动机 的 转动 部 分 的 惯性 所 产生 的 时 
间 常 数 [ 可 以 参看 方程 (3.7-1)]。 т 的 值 与 所 考虑 的 正规 运转 点 有 关 , 因 为 方程 (3.7-1) 中 
的 阻尼 系数 。 与 转速 有 关 。 因此， 
A + rs)Y Cs) = —aW Cs) 十 2 了 Cs)， 6.5-1) 
其 中 的 a 和 2 都 是 正 实 和 常数 ， 这 两 个 常数 都 可 以 由 正规 运转 点 附近 的 发 动机 特性 推算 出 
来 .4 和 2 的 物理 意义 是 这 样 的 : 如果 喷 油 速率 一 直 保 持 正 规 值 ,， WC《s) =0. НЕ 
《6.5-1) 就 得 出 a = 一 YI(0)/W1(0). 但 是 一 0 相当 于 稳 态 状态 ,所 以 ，2 就 是 当 距 油 
速率 保持 常数 时 ,发 动机 的 稳 态 转速 的 减少 与 螺旋 桨 浆 叶 角 的 增加 的 比值 。 如 果 , 对 于 有 
BARA EAO ЖШН оа од ЕК Ж. 把 转速 对 于 螺旋 桨 桨 叶 角 画 出 图 线 来 , 那么 ， 
在 图 线 上 被 选 定 的 正规 运转 点 处 的 斜率 就 是 <。 同样 地 ,如 果 螺 旋 桨 桨 叶 角 是 常数 ,我 们 
也 可 以 把 稳 态 状态 的 转速 对 于 喷 油 速率 画 出 图 线 来 ， 在 这 种 图 线 上 被 选 定 的 正规 运转 点 
处 的 斜率 就 是 b. ВТ, а 和 2 这 两 个 常数 可 以 由 表示 发 动机 的 稳 态 状态 的 图 线 表 达 出 
Ж. 
II F AAEL o EAE ШКЕ ЯН НОНЕ АУЕ Е Е, ЕАН 
气 的 质量 几乎 是 不 变 的 。 所 以 ,在 一 个 给 定 的 进口 条 件 之 下 ,加 到 气体 中 去 的 热量 与 气体 
的 质量 的 比值 就 是 发 动机 转速 与 喷 油 速率 的 函数 。 因 而， 发 动机 转速 和 喷 油 速率 就 确定 
了 进口 温度 . 假设 涡轮 的 进口 温度 及 它 的 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 基 变换 是 YG), MWA, 


ФЕ ҮС), Ү.С) 与 ИК) 之 闻 也 可 以 建立 一 个 类 似 于 方程 (6.5-1) 的 方程 。 然 而 气体 
达到 热平衡 状态 的 时 间 常 数 实际 上 等 于 零 , 所 以 ,方程 也 比较 简单 些 : 
Ү.С) = сї/‚(5) — e Ys), (6.5-2) 


这 里 的 < 和 < 也 还 是 正 实 常 数 . 事实 上 ， 如 果 对 于 不 变 的 发 动机 转速 画 出 涡轮 进口 温度 
与 蜡 油 速率 之 则 的 关系 图 线 ， 那 么 ， 在 选 定 的 正规 的 克 态 运转 点 处 的 斜率 就 是 <。 同 样 
地 ,如 果 , 二 于 不 变 的 喷 池 速率 , 夯 出 涡轮 进口 温度 与 发 动机 转速 之 间 的 关系 图 线 , 那么 ， 
在 选 定 的 正规 的 稳 态 运转 点 处 的 斜率 鸯 是 е. 

从 方程 (6.5-1) 和 (6.5-2) 中 把 Ү.С) 和 УС 解 出 来 ,我 们 就 得 到 


—a b 
Yi1(:) = wis) + W Cs 
LO) ие ТӨ; Т КӨР 
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У Wwe) + 6565 Се). (6.5-3) 


这 个 方程 组 就 给 出 了 我 们 在 理论 分 析 中 所 用 的 发 动机 矩阵 EE。 我 们 注意 到 这 样 一 个 有 趣 
的 事实 : 在 发 动机 和 矩阵 里 只 包含 一 个 时 间 常 数 zr。 只 有 这 一 个 时 间 常 数 是 发 动机 本 身 所 
固有 的 。 当然, 整个 的 控制 系统 中 还 有 其 他 的 时 间 常 数 , 但 是 , 那些 时 间 常 数 是 由 控制 部 
分 ,伺服 马达 以 及 测量 仪器 所 引进 来 的 ,所 以 它们 不 包含 在 发 动机 和 矩阵 里 面 . 

让 我 们 先 来 考虑 控制 发 动机 转速 和 喷 油 速率 的 情形 .这 时 , 受 控 量 就 是 У ЖП 
И (ғ). 在 这 个 情况 下 ,我 们 只 需要 方程 组 (6.5-3) 的 第 一 个 方程 ,并 且 1 一 1， п = 2. 内 
而 ,发 动机 和 矩阵 EE 只 有 两 个 元 素 : 


Bu Wa (6.5-4) 
] т 1+ т 
而 
[Еж| = |Еж | 一 Eu |Ex | 一 1 (6.5-5) 


控制 系统 是 由 下 列 方程 组 所 表示 的 : 

О.С) = С.К 一 Вау) + CCLEC) 一 ВИС], 

UCs) ыз Ca GEX: Cs) Е (з) Ү.С)] + С.С) LEC) яо 1.6х)и/ С) ]. (6.5-6) 
不 互相 影响 的 条 件 杰 求 有 下 列 关 系 : 


Сайн == 0, (6.5-7) 
并 且 利 用 方程 (6.5-5)， 
MOOR Е. В В _ 
865) СС) ТЕ» | Е ж" (6.5-8) 


既然 一 a 是 发 动机 转速 对 于 螺旋 浆 桨 叶 角 的 偏 导数 ， 而 5 ER АРЕ ТО ГИЙ ЖЕК) 
偏 导 数 ,所 以 ,比值 b/a 就 是 当 发 动机 转速 不 变 时 ,螺旋 浆 桨 叶 角 对 于 喷 铀 速率 的 变化 率 ， 
很 明显 , 这 个 比值 是 涡轮 螺旋 浆 发 动机 的 飞行 状况 的 函数 .譬如 说 ,比值 5/a 是 随 着 商 度 
的 增加 而 增 大 的 . 因此 ， 一 个 设计 得 很 好 的 控制 系统 就 必须 能 够 随时 补偿 由 于 飞行 状态 
的 变化 和 发 动机 运转 状况 的 变化 而 引起 的 差异 . 
对 于 发 动机 转速 的 响应 函数 Ru《s) 就 是 
Rð = aSn(s) СС) | 
аби С) СС) ЕСС + т) 
对 于 喷 油 速率 的 响应 国 数 Rwz(s) 就 是 
Re 
$»05)С»(»5) 126) +1 
这 两 个 方程 就 确定 了 发 动 宙 转速 与 喷 油 速率 在 不 互相 影响 的 控制 状态 中 的 响应 特性 现 
在 的 问题 就 归结 为 如 何 设 计 控 制 传递 函数 С.С) 和 СС) 使 得 系统 在 我 们 所 需要 的 所 
有 运转 状态 下 都 具有 使 人 满意 的 性 能 . 
现在 ， 我 们 再 来 考虑 控制 涡轮 螺旋 桨 发 动机 的 第 二 种 可 能 的 办 法 .我 们 要 来 控制 发 
动机 转速 和 涡轮 的 进口 温度 ,现在 的 受 控 量 就 是 YG) M YG), 所 以 在 这 个 情形 里 ,我 
们 需要 用 到 方程 组 (6.5-37 的 两 个 方程 ,而 ;一 ”一 2. 由 不 互相 影响 的 条 件 就 有 


(6.5-9) 
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AOLO _ _ ае 
CC (с — be) + crs 3 
和 
5.680) Сьбз) _ A C6.5-10) 


5С) СС) a` 
对 于 发 动机 转速 的 响应 函数 就 是 
Р.С) == MOMO) 
и Сы t er 


对 于 涡轮 的 进口 温度 的 响应 函数 就 是 


С) = 526) СС) 5-11 
тетя ртт аы 


6.6 有 加 力 燃烧 的 涡轮 喷气 发 动机 的 控制 


在 这 一 章 开始 我 们 曾经 谈 到 有 加 力 燃 烧 的 涡轮 喷气 发 动机 ， 现 在 我 们 来 研究 这 种 发 
动机 的 控制 问题 .图 6.6-1 就 是 这 种 发 动机 的 简略 构造 图 . 我 们 还 是 只 来 研究 在 一 个 选 
定 的 正规 稳 态 运转 点 附近 的 过 渡 状 态 的 控制 问题 ,所 以 ,把 各 个 变数 之 间 的 关系 加 以 线性 
化 还 是 合理 的 . 


可 变 的 尼 喷 管 开 口 


图 6.6-1 


假设 Ү.С) 仍然 是 发 动机 转速 与 它 的 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 ,Wi《s) 是 尾 喷 
管 开口 面积 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 ; 矿 x(:) 是 燃烧 室 的 喷 油 速率 与 正规 值 之 间 
的 偏差 的 拉 氏 变换 ;最 后 ，W:(s) 是 尾 暴 管 的 喷 油 速率 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 . 
与 涡轮 螺旋 净 发 动机 的 方程 (6.5-1) 类 似 ,我 们 可 以 写 出 下 列 关系 : 
(1 十 TYC) = aW Cs) + 2,0,6) + а: (5), (6.6-1) 
这 里 的 а, а, 和 а, 都 是 实 常 数 . 和 涡轮 螺旋 桨 发 动机 的 情形 相 象 ， 这 些 常数 都 是 发 动 
机 的 稳 态 状态 曲线 的 斜率 。 所 以 ， 当 燃烧 室 的 喷 油 速率 和 尾 喷 管 的 喷 油 速率 都 是 常数 的 
时 候 , 发 动机 转速 对 于 尾 喷 管 开口 面积 的 变化 率 就 是 а. EER, а, 就 是 发 动机 转速 对 
于 燃烧 室 喷 油 速率 的 变化 率 : а, 就 是 发 动机 转速 对 于 尾 喷 管 喷 油 速 率 的 变化 率 . 方程 
(6.6-1) 里 的 7 也 还 是 发 动机 的 唯一 的 时 间 常 数 , 它 表 示 转 动 部 件 的 惯性 的 影响 。 这 一 个 
关于 发 动机 转速 与 其 他 的 发 动机 输入 之 间 的 线性 关系 是 费 德 尔 〈Feder) 和 胡 德 推导 出 来 
Ве, 
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如 果 发 动机 的 压缩 机 是 轴 式 压缩 机 的话 , 前 一 市 的 方程 (6.5-2) 在 这 里 仍然 是 适用 
的 。Y2(s) 所 表示 的 是 涡轮 的 进口 温度 ,所 以 


Ys) = —eY Cs) + сИ’,(%). 
从 这 个 方程 和 方程 (6.6-1) 里 把 YG) 和 YC) 解 出 来 ,就 得 到 
YC) = WC) + и + —“— we), 
69 1+ т5 ©) 1 + т ә 1 ту ) 
РНЕ үр рд ЕЕ ра ред, 6.6-2 
Cs) ita Y 1 + тғ А. 
所 以 ,发 动机 和 矩阵 的 元 素 就 是 
Eu = 8 э Ев = 2 2 Ев == = э 
1 + т» 1 + т; l + rs 
T EEN are E, = Сё — ше) + cts E кыга ПШй\.. 6.6-3 
$ тў g 1 十 т и 1 + т; М 


RIEZ ШИНЫ ЖЕН, ВАНО ЕС А АЕ -Б БЕЛИ ЕТТУ ОЖ АААЙ, ХШ] Вуз 
控 量 是 УС, Ү.С) 和 И.С). 而 控制 方程 就 是 : 
UCs) = CuCs) [XCs) 一 ГС) У.С) + СС) АХС) 一 1.65) YaC5)] 
+ СС) 2365) — ЕСИ’ 1, 
ОС) = С.С) АХС) — КУК 十 СС) ГА Св) — LCY] 
+ Сабо.) 一 С) СО 1, 
06) = СС) ГАХ С) 一 ГУС + СС) ХС) — 2.65) ҮС5)] 


Б CEOLE) 一 ЕС) С) 1, (6.6-4) 
这 里 的 Х.С), Х. 和 Я 分 别 是 发 动机 转速 ,涡轮 进口 温度 和 尾 喷 管 喷 油 速率 的 控 
制 信号 . 
方程 (6.3-2) 的 互 不 影响 条 件 要 求 
CaCl) 一 Cals) = 0. (6.6-5) 


方程 (6.3-7) 的 条 件 给 出 : 
MOLEO) м 
5С) СС) а, | 


КЕЧИР Г. ЕА ае 5 
SuCs) Саб) (с 一 ае) + ст" а 
方程 (6.3-12) 的 互 不 影响 条 件 给 出 
SGC hG) — 8 
КОО. а 
和 
Cls) = 0. (6.6-7) 


以 上 这 些 方程 里 的 比值 — a/a 和 —а,/а, 都 有 很 简单 的 物理 意义 : 当 发 动机 转速 和 尾 
喷 管 喷 油 速率 都 是 常数 的 时 候 ， 尾 喷 管 的 开口 面积 对 于 燃烧 室 喷 油 速 率 的 变化 率 就 是 
一 a2/41。 当 发 动机 转速 和 燃烧 室 喷 油 速 率 都 是 第 数 的 时 候 ， 尾 喷 管 的 开口 面积 对 于 尾 虎 
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管 喷 油 速率 的 变化 率 就 是 — a/a. 
如 果 方 程 (6.6-5),(6.6-6) 和 (6.6-7) 都 被 满足 了 ,我们 就 得 到 互 不 影响 的 控制 . 这 时 ， 
对 于 发 动机 转速 的 响应 函数 就 是 
К.С) Е 5.6) СС) А (6.6-8) 
ер сва га 


ас 


РЧ E O f BE RSA КУБА ИЙ ХЕ 


Te 5С) СС) И 5.6 
къс ) SCs) С„С) LCs) + (1/c) Sii 99 


ХГ ВЕТА jh E АЈДА ЛУ РА ОЕ ле: 


, Леб SCs) СС) 一 
Къ) 5С) Сз) бз) +1’ ми ш 


根据 以 上 这 些 方程 就 可 以 适当 地 设计 控制 传递 水 数 Cals), CG), CC), МИША] 
以 确定 КӨР Слз) 和 КӨР 
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如 何 正 确 地 处 理 各 受 控 量 之 间 的 相互 关联 ( 厅 合 ), 是 多 变量 控制 系统 设计 的 关键 问 
题 之 一 。 从 不 同 的 观点 ,有 不 同 的 设计 原则 . 
“ 互 不 影响 ”的 控制 原则 ， 从 物理 概念 上 来 说 , 是 利用 控制 恬 之 间 的 相互 关联 完全 或 
部 分 抵 销 受 控 对 象 中 的 相互 关联 , CME ER, 使 各 个 受 控 量 的 控制 过 程 不 相互 影响 ， 
从 而 将 多 变量 关联 的 大 系统 分 解 为 单 变量 “上 自主 ”的 小 系统 。 所 以 , 互 不 影响 的 控制 原则 
也 称 为 “自主 ?调节 原则 ,或 去 耦 "设计 原则 .从 数学 方法 上 来 说 , 是 要 设计 控制 矩阵 , 使 
系统 矩阵 “对 角 线 ”化 ， 也 就 是 使 系统 矩阵 中 非 对 角 线 上 的 元 素 都 等 于 零 。 如 果 满 足 了 互 
不 影响 条 件 , 那么 , 各 受 控 量 的 控制 器 就 可 以 按 单 变量 系统 进行 设计 ,因而 使 系统 结构 大 
为 简化 .如 前 面 几 章 所 讲 过 的 , 互 不 影响 的 控制 原则 已 经 在 发 动机 控制 .锅炉 调节 等 多 变 
量 控制 系统 的 设计 中 得 到 了 应 用 . 但 是 ， 互 不 影响 的 控制 并 不 是 多 变量 系统 唯一 的 设计 
原则 。 因为 在 多 变量 控制 的 实践 中 ,有 很 多 场合 不 必要 求 各 受 控 量 互 不 影响 ,而 是 需要 各 
受 控 量 的 控制 过 程 相互 配合 和 “协调 ”, 使 各 变量 之 间 保 持 某 种 协调 关系 ,使 整个 系统 处 在 
技术 上 合理 ,经 济 上 合算 的 协调 工作 状态 中 . 
例如 ,连续 轧钢 机 各 机 架 轧 辊 速度 的 协调 关系 ;分 部 传动 造纸 机 各 分 部 电动 机 速度 的 
协调 关系 :化 工 、 热 工 生 产 过程 中 ,各 种 反应 物质 或 原料 成 分 的 比例 关系 ;电力 系统 中 各 电 
站 或 机 组 的 负荷 分 配 关 系 ; 垂直 升 船 机 、 大 型 龙门 吊车 的 多 电机 拖 动 系统 的 同步 关系 等 
一 般 说 来 ， 协 调 关 系 是 各 受 控 量 应 满足 的 某 种 线性 或 非 线性 男 数 关系 : 
Fis Ув ез Yn) е (6.7-1) 
常见 的 是 比例 关系 : 
ШУ, = шу; 5 *°* == „у, (6.7-2) 
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当 比 例 系 数 ш 一 1， 即 为 最 简单 的 同步 关系 时 . 

文献 [1, 21 研究 了 这 类 多 变量 的 协调 控制 系统 , 并 提出 了 "协调 控制 ?原则 进行 设计 
的 方法 . 

第 一 种 方法 是 按 "协调 偏差 ”控制 ， 自 整定 “内 部 ”给 定量 . 它 不 同 于 通常 的 控制 系 
统一 一 按 外 部 给 定量 与 受 控 量 的 偏差 , 进行 反馈 闭环 控制 ; 在 多 变量 协调 控制 系统 中 ,给 
定 的 是 各 受 控 量 之 间 的 协调 关系 , 而 不 是 个 别 受 控 量 的 给 定 值 。 因此 , 为 了 保持 各 受 控 
量 之 间 的 协调 关系 ,减少 系统 实际 运行 状态 对 指定 协调 状态 的 偏离 ,需要 按 “ 协 调 偏 差 ” 进 
行 反馈 闭环 控制 ， 协 调 偏差 定义 为 


ee a Е “7 (6.7--3> 
式 中 
у, = ИСИ» Yas >> Vn). C6.7-4) 
这 里 ， 内 部 ”给 定量 Ор 是 根据 给 定 的 协调 关系 与 系统 的 实际 运行 状态 , 考虑 稳 态 与 动 
态 上 品质 要 求 ,由 系统 内 部 自行 整定 的 ,而 不 是 由 系统 外 部 给 定 的 . 

当 系 统 受 到 扰动 或 其 他 因素 影响 而 偏离 协调 工作 状态 时 ， 在 按 协 调 偏 差 的 闭环 控制 
作用 下 ,将 迫使 各 受 控 量 向 内 部 给 定量 靠近 ,以 减少 协调 偏差 ,使 系统 进入 协调 工作 状态 . 

由 于 内 部 给 定量 (у) ZEZE (у, yo су) 的 函数 , 所 以 , 任何 一 个 受 控 量 
的 变化 ,都 将 使 系统 重新 整定 相应 的 内 部 给 定量 ,从 而 ,引起 协调 偏差 的 重新 分 配 , 使 其 他 
受 控 量 都 向 有 利于 协调 的 方向 变化 . 因此 ,各 受 控 量 的 控制 过 程 不 是 独立 自主 的 ;而 是 相 
互 影响 ,相互 配合 的 ,这 将 有 助 于 加 快 协调 过 程 ,提高 协调 准确 度 . 

第 二 种 方法 是 建立 控制 作用 之 则 的 协调 联系 .各 受 控 量 之 间 通 过 受 控 对 象 或 过 程 形 
成 的 相互 关联 一 一 耦合 ,并 不 总 是 有 害 的 ,有 时 没有 必要 都 用 控制 器 中 的 相互 关联 去 抵 销 
ei. mE, 有 些 耦 合作 用 是 有 益 的 , 比如 , 升 船 机 、 龙门 吊车 的 机 械 耦 合 有 强迫 同步 作 
用 .在 实际 系统 设计 中 , 适当 地 利用 受 控 对 象 中 固有 的 耦合 ,有 可 能 减少 所 需 测量 元 件 或 
执行 机 构 的 数量 , 简化 控制 系统 .如 果 不 具 体 分 析 受 控 对 象 中 固有 耦合 的 利 丈 ,片面 要 求 
完全 去 耦 ,不 仅 将 使 控制 系统 复杂 化 ,去 耘 器 也 难以 实现 ， 同时 ,由 于 实际 对 象 特性 的 变 
化 与 不 确定 性 , 互 不 影响 条 件 不 易 准 确 地 得 到 满足 ,残留 的 耦合 有 可 能 恶化 系统 品质 . 

因此 ,应 当 建 立 控制 作用 之 间 的 协调 联系 ,利用 控制 器 中 的 耦合 , 抵 销 或 削弱 受 控 对 
象 中 有 害 的 耦合 ， 保 留 或 加 强 有 益 于 协调 的 耦合 .这 种 协调 联系 装置 构成 控制 系统 的 内 
反馈 ,可 以 根据 稳定 性 、 协 调 准确 度 、 最 快 协调 过 程 的 要 求 进行 设计 . 

第 三 种 方法 是 按 外 扰 补偿 的 原则 进行 协调 .作用 于 系统 的 外 界 扰 动 ,如 负荷 变化 , 常 
常 是 破坏 协调 关系 的 主要 因素 . 如 果 外 扰 是 可 以 测量 的 , 那么 , 采用 扰动 补偿 装置 ,实现 
协调 关系 对 外 扰 的 不 变性 ,可 以 在 不 影响 系统 稳定 性 的 情况 下 ,大 大 提高 协调 准确 度 与 动 
态 性 能 ， 按 扰动 的 开 环 控制 与 按 协 调 偏差 的 闭环 控制 钼 结合 ， 构 成 复合 控制 的 协调 控制 
系统 . 

扰动 补偿 装置 可 以 应 用 不 变性 原理 进行 设计 ,但 是 ,这 里 不 是 个 别 受 控 量 对 扰动 的 不 
变性 ,而 是 协调 关系 对 扰动 的 不 变性 ,或 协调 偏差 对 外 扰 的 不 变性 .这样 有 可 能 使 补偿 装 
置 适当 地 简化 ,便于 实现 . 
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根据 上 述 协调 控制 原则 , 一 种 可 能 的 多 变量 协调 控制 系统 的 方块 图 如 图 6.7-1 AR. 
Афруз, СНЕ, В, с 分 别 为 协调 计算 装置 和 联系 装置 , Е 为 外 扰 补 偿 装 
Ш, {у Yo ttt У„} ЗЕЕ, {uis uz сс, u) ЖЕ, {v ео var 为 外 扰 作 
H, {x ++, х„} 为 协调 偏差 量 ，{ro s2 tto sa) OBARA S {r ro ttt Ta) 是 
外 扰 补偿 信号 . 

设 给 定 的 协调 关系 是 各 受 控 量 的 线性 函数 关系 .对 于 线性 常 系数 系统 ， 按 照 方块 图 
6.7-1, 可 得 协调 控制 系统 的 矩阵 方程 如 下 : 


BIEZ e Ba 


а = C(x+r +s) 


x = By 
r= Fv 
з = Gu. (6.7-5) 


式 中 D, С, B, G, Е 都 是 阶 方 阵 ， М У, и, 0, Ш, х, г, 8 为 相应 维 数 的 列 向 量 . 由 
《6.7-5) 可 得 到 系统 矩阵 为 
Ф. = СЕ — ВрС)-'Вр(Е + С.Б), (6.7-6) 


RP E X n ИНЕ, 
С, = (Е —– CG)-C. (6.7-7) 


相应 的 闭环 系统 特征 方程 为 
А = |Е — ВОС.| =0. (6 7-8» 
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利用 式 《6.7-5),《6.7-6),《6.7-7),《6.7-8), 文 献 [1] 中 分 析 了 协调 控制 系统 的 稳定 性 、 


准确 度 及 其 它 动 态 性 能 ,并 研究 了 “大 一 小 系统 稳定 性 关系 ”“ 协 调 离 散 度 极 小 化 ”、“ 最 快 


== -L 


协调 控制 过 程 ” 等 问题 。 给 出 了 协调 偏差 计算 装置 (8)、 协调 联系 装置 (G)、 扰动 补偿 装 


H C) 的 综合 方法 . 


协调 控制 原则 在 垂直 升 船 机 、 分 部 造纸 机 、 连 续 轧钢 机 等 多 变量 控制 系统 的 设计 与 调 


整 中 得 到 了 应 用 "9, 


ө 1 
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在 前 几 章 内 我 们 讨论 了 各 类 线性 系统 的 分 析 和 设计 方法 ， 由 于 线性 系统 的 结构 相对 
比较 简单 ,线性 系统 的 通 解 ,线性 依赖 于 初始 状态 和 控制 项 数 , 所 以 讨论 起 来 比较 方便 .对 
非 线 性 系统 ,由 于 没有 这 种 线性 依赖 关系 ,分 析 和 综合 问题 都 更 复杂 些 。 正 是 由 于 处 理 上 
的 困难 ,对 非 线性 系统 的 研究 至 今 不 如 对 线性 系统 研究 的 那样 全 面 和 细致 ， 几 十 年 来 ,对 
非 线性 系统 的 研究 多 数 限 于 分 析 方 面 ， 而 对 非 线 性 系统 的 设计 则 只 有 在 一 些 简单 的 情况 
下 才 得 到 了 实际 可 用 的 结果 , 

非 线性 系统 的 一 个 重要 特点 是 常常 出 现 周 期 性 振荡 .由 于 非 线性 的 作用 ， 在 很 多 实 
际 问 题 中 都 有 出 现 这 种 振荡 的 可 能 性 ,然而 , 一 般 来 说 , 振荡 是 控制 系统 特别 是 伺服 系统 
所 不 希望 出 现 的 现象 ， 只 有 少数 系统 例外 ， 那 里 微小 幅度 的 振荡 对 系统 工作 的 精度 无 大 
的 影响 ,可 以 把 振荡 作为 系统 的 基本 工作 状态 , 使 系统 结构 简单 , 还 能 收 到 特有 的 技术 效 
益 , 例 如 减少 静摩擦 引起 的 系统 误差 等 。 这 样 ,对 非 线 性 系统 振荡 状态 的 研究 通常 集中 在 
下 列 几 个 方面 : 若 系 统 的 运动 方程 式 已 经 给 定 ,并 确 知 它 的 典型 工作 状态 是 周期 振荡 , 需 
要 求 出 振荡 周期 和 振幅 ,分 析 周 期 运动 的 稳定 性 ;计算 这 种 系统 对 给 定 的 输入 信号 的 反应 
或 踊 综 精度 ;最 后 ,找到 改变 振荡 周期 和 振幅 的 方法 ,在 需要 时 又 如 何 防 止 这 种 振荡 的 发 
E. 因此 ,研究 周期 运动 是 非 线性 系统 分 析 问 题 中 的 一 个 重要 方面 。 

为 了 精确 地 分 析 非 线性 系统 的 一 些 特定 运动 的 性 质 , 尤 其 是 对 复杂 的 系统 ,必须 用 计 
算 机 求 出 精确 解 . 在 计算 技术 飞速 发 展 的 现在 ， 非 线性 系统 的 分 析 和 设计 完全 可 以 用 数 
字 计算 机 去 进行 , 在 精度 、 速 度 和 容量 等 方面 实际 上 没有 什么 限制 ; 应 用 计算 机 已 经 解决 
了 大 量 的 用 一 般 理论 分 析 方 法 所 不 能 解决 的 问题 ， 对 解决 非 线性 系统 的 设计 提供 了 有 效 
的 工具 ， 然 而 ,这 并 不 排除 理论 分 析 工 作 的 重要 性 . 相反 ,理论 分 析 工 作 可 以 为 计算 技术 
提供 指导 ,能 够 更 深刻 地 认识 非 线性 系统 的 主要 特征 即 主要 矛盾 ,从 而 提出 解决 主要 矛盾 
的 方法 .因此 ,计算 技术 的 发 展 又 对 理论 分 析 工 作 提出 了 新 的 更 高 的 要 求 , 它 不 可 能 完 
代替 理论 分 析 . 

非 线 性 受 控 系统 的 运动 方程 式 一 般 可 写成 

(<=, +, Ж, кон) 0, (7.0-1) 
式 中 x* 是 系统 的 输出 ,x 是 控制 量 , 了 是 某 一 非 线性 函数 ， 和 线性 系统 一 样 ， 上 式 可 以 化 
为 一 个 一 阶 非 线性 方程 组 : 


dx, 


= == Jakis X29 tts Ань Uis Ну 1》 ғ), 

с! 

dx 

i Х2> 3 Хь; Uis И2> 2 й 1), 

з ез же жа ө! ен ура нае 

dxs _ З Í А 9 f 
Zr = }„(х\, Жуу В Жы tiry йуз *®*в ШЫ ТӘ» (7.0-2) 
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式 中 Xi» i = 1, 25 Ч фы 是 状态 变量 ; и; > = 1, 2% ны, 是 控制 量 . 如 果 采 用 向 量 
书写 方式 ,上 式 可 简写 为 


dx == Ё х, а, 1), (7.0-3) 
дг 


式 中 æ= (к, xa +++, х„) ЕЖЕ А И В, а == би, о u) АРЕН ТАЕ, Р = 
Chs fos --*, fn) 是 速度 向 量 . 和 线性 系统 一 样 ， 式 〈7.0-2) R (7.0-3) 的 形式 包含 了 式 
《7.0-12, 但 是 前 者 所 能 描述 的 非 线 性 系统 的 种 类 更 为 广泛 些 . 

以 后 我 们 将 假定 ， 由 式 〈7.0-1) 一 (7.0-3) 所 描述 的 非 线性 系统 的 运动 将 由 初始 状态 
№ = (хи za 7755 х) 和 选 定 的 控制 函数 а (2) 所 唯一 确定 ,也 就 是 说 , 系统 满足 第 微 
分 方程 解 的 存在 和 唯一 性 定理 .本 章 内 我 们 将 讨论 几 种 典型 的 非 线 性 系统 ， 以 便 使 我 们 
对 非 线 性 系统 的 几 个 重要 特征 有 充分 的 了 解 . 
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现在 我 们 来 萎 虑 振荡 伺服 控制 系统 。 与 有 交流 电动 机 的 交流 伺服 系统 相似 ， 振 荡 控 
制 伺 服 系统 的 信号 也 是 用 来 调制 一 个 周期 振荡 的 , 不 过 , 在 振荡 控制 伺服 系统 中 ,信号 调 
制 的 方法 不 再 是 普通 的 调幅 方法 .为 了 能 够 简单 明了 地 介绍 振荡 控制 伺服 系统 的 概念 ， 
我 们 必须 先 提出 一 些 预备 知识 . 

我 们 来 介绍 一 种 很 原始 的 但 是 也 很 普通 的 伺服 系统 .假如 我 们 在 系统 里 加 一 个 包含 
一 个 继电器 的 电路 ,而 且 这 个 继电器 的 特性 是 这 样 的 ， 如 果 输 入 电压 x (z) 的 绝对 值 不 超 
过 一 个 一 定 的 阅 限 (也 就 是 一 个 一 定 的 常数 ) 的 话 ,输出 端 就 没有 电压 ,如 果 输 入 电压 x G) 
的 绝对 值 |x Се) | 超过 那个 阐 限 的 话 ,输出 就 是 一 个 常数 电动 势 已 ， 这 个 电动 势 是 由 一 个 
电源 所 供给 的 ,这 个 电动 势 的 极 性 决定 于 偏差 信号 的 符号 , 它 倾 向 于 使 偏差 信号 的 绝对 值 
逐渐 减少 .这 就 是 所 谓 开关 伺服 系统 (也 就 是 包含 有 继电器 的 伺服 系统 ) 的 一 个 例子 。 

这 种 系统 的 运动 方程 式 一 般 可 写 为 下 列 形式 : 


475 471; 
aa => 十 ы + +++ 十 ag = 
di” | dem : i 
Tr 
i=0 t 
у= f(x). (7.1-1) 


这 里 z 是 伺服 系统 的 输出 ; y 是 反馈 信号 , 它 是 * 的 非 线性 函数 ,如 图 7.1-1 所 示 . 

这 种 开关 伺服 系统 有 一 个 很 大 的 优点 : 我 们 可 以 用 相当 简单 的 开关 系统 来 操纵 相当 
大 的 功率 。 这 个 优点 对 于 其 他 类 型 的 伺服 系统 来 说 往往 是 很 难 作 到 的 。 但是， 从 另外 一 
方面 来 说 ,开关 伺服 系统 当然 是 一 个 非 线性 系统 , 并 且 以 后 我 们 还 要 看 到 , 它们 的 运转 性 
能 也 不 如 以 前 讨论 过 的 各 种 系统 好 . 简 言 之 ， 振 荡 控 制 伺服 系统 是 开关 伺服 系统 的 一 种 
变形 , 它 保持 了 线性 性 质 的 优点 还 能 够 操纵 相当 大 的 功率 . 
在 进行 讨论 振荡 控制 伺服 系统 之 前 ,我 们 先 提 出 一 个 理 沦 的 结果 ,所 有 这 一 类 系统 的 
理论 都 是 以 这 个 结果 为 基础 的 。 让 我 们 考虑 一 个 具有 下 列 性 质 的 装置 : 如 果 输 入 хб) 
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是 正 数 ,输出 就 是 +4, 如 果 输 入 x (z) 是 负数 ,输出 就 是 一 4. 4 是 一 个 固定 的 常数 .我 
们 可 以 把 这 样 一 个 装置 想像 为 一 个 理想 的 继电器 《一 个 团 限 是 零 的 开关 伺服 系统 见 图 
(7.1-1b))。 假定 继电器 的 输入 信号 是 


у = Кх) y 


0 х 
с) 
7.1-1 
x(t) = Essin ot + АЕ ѕіп wt, (7.1-2) 


这 里 Е,, К, wo。 和 都 是 常数 .在 振荡 控制 伺服 系统 的 情形 中 ，Eo sin wot 是 系统 中 的 持 
续 振 荡 ，AEosin wt 是 所 用 的 信号 ,也 就 是 调制 信号 . 现在 我 们 来 计算 相应 的 输出 у (2). 

如 采 输 入 是 由 方程 47.1-22 所 表示 的 ,那么 ,继电器 的 输出 必 为 周期 函数 , 也 就 可 以 写 
成 下 列 形状 : 


со 


> ЕЭ ап» іп [Стоу + nw)t], (7.1-3) 


这 里 的 各 个 系数 4 都 是 与 无 关 的 常数 . 当 т=0 时 , 内 部 的 求 和 只 对 于 正 的 ” 值 进行 。 
为 了 我 们 预定 的 目的 ,最 有 兴趣 的 系数 就 是 ws。 和 es， 因为 振荡 控制 伺服 系统 在 正规 的 
运转 状态 之 下 ,其 他 的 系数 或 者 是 非常 小 ,或 者 由 于 适当 的 滤波 手续 而 被 过 滤 掉 . 

МАО 时 ,也 就 是 当 继电器 的 输入 是 一 个 频率 为 m 的 单纯 的 正弦 函数 时 ,继电器 
的 输出 就 是 正 负 交替 的 矩形 波 , 这 个 矩形 波 的 高 度 是 4 而 每 一 个 矩形 的 长 度 都 是 п/о. 
我 们 已 经 知道 这 样 一 个 矩形 波 的 传 里 叶 展 开 式 的 第 一 项 的 系数 等 于 

44 

м Ая 0 时 , 继电器 的 输出 就 是 图 7.1-2 所 表示 的 样子 . АО 时 的 输出 与 二 0 
时 的 输出 的 差别 就 是 一 系列 高 度 是 24 的 矩形 ， 在 图 7.1-2 里 我 们 用 阴影 的 区 域 表示 这 
ЕВ. 当 jk| «1 时 , 开关 点 (也 就 是 输出 变换 符号 的 时 刻 ) 与 均匀 分 布 的 各 点 加 = 
nz/wo 之 辣 的 差别 是 十 分 微小 的 。 因 此 ,正如 图 中 所 表示 的 样子 , 表示 输出 信号 的 修正 量 
的 那些 矩形 也 是 很 疾 罕 的 。 这 些 和 矩形 的 宽度 可 以 这 样 近似 地 计算 : 在 г, 处 的 矩形 的 宽 
度 等 于 调制 信号 在 в, 处 的 值 被 持续 振荡 在 г, 处 的 斜率 除 得 的 商 数 ， 因 此 , 这 个 宽度 就 


ЕЗ 
ҖЕ 


201 


С7.1-4) 


КЕ osin wt, 


Е g0 COS 0002, 


= Š) sin co | 
Co 
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输入 和 输出 К _ 2xw 


如 果 sino 是 正 数 就 要 把 矩形 加 到 (十 ) 未 调制 的 输出 上 去 ,如 果 sin wo 是 负数 就 要 把 
矩形 从 未 调制 的 输出 上 减 去 (一 )。 所 以 矩形 的 面积 可 以 看 作 是 
ZAR а ый, 


方程 (7.1-3) 里 的 系数 ао MEX КЕЕ ОНО ЕРЕ ЙО 95 — 24 sinw 
的 系数 .因为 sin wt 在 矩形 区 域 中 的 值 是 sin wt， 所 以 ,如 果 取 入 个 这 类 的 “改正 矩形 ” 
就 有 


Nx/wo р k N А 
аш sin? widt = 2А 一 > Sin? wtp. 
„0 


690 п=0 
但 是 
Nalog 1 Nx/wo 
| sin? 09141 = с. | (1 一 cos2wż)dt 
ы 1. ga [am 
и 2 ш. 4 > (2м =), 
而 
în? 225 Ы СЕ: w ч 1 X CD 
Žita wt, = 25 Sin (nz 2) = Еч >) | cos (22 2) 
m чл „мш 
2 2 > р а 
当 我 们 把 NN 无 限 增 大 时 ,这 个 公式 中 的 和 数 仍然 保持 有 限 ,所 以 ,让 N 很 大 ,我 们 就 有 
ав = 2 sr, (7.1-5) 


方程 (7.1-4) 和 (7.1-5) 对 于 很 小 的 情况 给 出 了 两 个 重要 的 系数 a 与 ао. 对 于 一 
RHI kE RAY Kab) MAER Cennet)" 曾经 计算 了 这 两 个 系数 . 当 0<k<1 
时 ， 
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an = ÊL ЕС, 
Е 


а = = [ЕЮ = 1 — ДКС], (7.1-6) 


这 里 KO 和 EW 分 别 表示 第 一 类 与 第 二 类 的 完全 椭圆 积分 。 如 果 相 当 小 ,椭圆 积 
分 是 可 以 展开 的 ,这 时 就 有 


= ++...) (7.1-7) 


方程 (7.1-7) 表 明 , 我 们 原来 的 简单 计算 方法 在 分 析 的 准确 度 上 是 相当 正确 的 .然而 
它 也 表明 方程 (7.1-4) 与 (7.1-5) 所 给 的 简单 结果 对 于 不 是 很 小 的 《 值 也 还 能 适用 ,因为 方 
程 (7.1-7) 与 (7.1-4),《7.1-5) 的 差别 的 数量 级 是 К. 因此, 输出 中 频率 是 的 成 分 与 输入 
中 同样 频率 的 成 分 的 比 , 也 就 是 频率 特性 are 近似 地 等 于 


Е (С) = + (7.1-8) 


正如 方程 (7.1-4) 与 (7.1-7) 所 表明 的 那样 , 当 相当 小 的 时 候 , 输 出 中 频率 是 wo 的 成 分 的 
振幅 差不多 是 一 个 常数 ,而 这 个 常数 是 由 继电器 本 身 的 特性 所 完全 确定 的 . 而且, 输出 中 
频率 是 o 的 成 分 与 输入 中 同 频 率 的 成 分 的 比 是 44/xE。 所 以 ， 继电器 对 于 频率 是 oo 的 
成 分 的 放大 率 比 对 于 频率 是 % 的 成 分 的 放大 率 多 6 分 贝 Са). 

不 难看 出 ,以 上 的 讨论 可 以 推广 到 输出 不 是 kEosin wt 而 是 х (г) 的 情况 ，x(z) 是 
任意 形状 的 函数 而 且 х (е) 的 大 小 比 持续 振荡 的 振幅 Eo 小 得 多 .在 这 种 情形 下 , 主要 的 
结果 可 以 这 样 表述 : 如 果 调 制 信号 中 的 高 次 项 小 到 可 以 忽略 不 计 的 程度 或 者 可 以 用 适当 
的 滤波 的 方法 把 它们 最 后 过 滤 掉 ; 如果 继 电器 的 输入 是 

Esin wot + x(t), 
而 x(z) № Eo 小 得 多 ,那么 ,对 于 信号 x(z) 的 传递 来 说 ,继电器 的 性 质 就 近似 与 一 个 线 
性 系统 一 样 ,这 时 的 频率 特性 就 是 方程 (7.1-8) 所 表示 的 常数 ， 
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现在 我 们 来 进一步 讨论 振荡 控制 伺服 系统 ,我们 已 经 看 到 ， 如 果 只 从 信号 的 传递 作 
用 的 角度 来 券 虑 问题 ， 持 续 振荡 的 作用 只 是 使 继电器 变 成 一 个 具有 正 实数 频率 特性 的 相 
当 近 似 的 线性 元 件 。 因 此 ,从 一 开始 我 们 就 可 以 不 必 提 到 持续 振荡 Eosin wot 而 把 继电器 
看 作 是 一 个 线性 元 件 咏 下 ， 因 而 也 就 可 以 利用 以 前 各 章 的 各 种 概念 和 方法 来 处 理 这 种 系 
8. 下面 介绍 的 方法 是 罗 吉 埃 Cozie) 所 提出 的 . 
为 了 简单 起 见 , 我 们 一 直 假定 伺服 系统 本 身 就 具有 滤波 的 性 质 , 能 够 把 继电器 产生 的 
所 有 的 不 需要 的 调制 项 过 滤 掉 。 但 是 ,在 实际 情形 中 为 了 达到 滤波 的 目的 ,有 时 候 也 还 需 
要 附加 一 些 滤波 器 ,自然 , 不 论 系统 中 的 滤波 器 是 怎样 的 ,它们 都 必须 能 够 使 有 用 的 信号 
通过 .把 这 一 点 和 其 他 方面 的 邯 急 联系 起 来 就 得 到 这 样 的 结论 ， 频率 wo。 必须 大 于 信号 


7.2 利用 固有 振荡 的 振荡 控制 伺服 系统 173 


的 传 里 叶 谱 的 主要 部 分 的 频率 . 

不 论 在 系统 中 采用 哪 一 种 滤波 的 方法 , 输出 中 总 包含 有 一 个 频率 是 o 的 振荡 成 分 ， 
特别 应 该 注意 : 如 果 用 滤波 的 方法 把 这 个 振荡 成 分 的 振幅 减低 到 一 定 的 数值 以 下 ， 后 果 
有 时 反而 不 好 .因为 在 事实 上 这 个 振荡 能 够 起 "动力 滑润 ”的 作用 , 它 能 够 减少 静 力 摩 氛 ， 
松弛 以 及 其 他 各 种 与 系统 有 关 的 非 线性 作用 的 影响 ， 而 这 些 作用 都 是 使 伺服 系统 的 运转 
性 能 变 坏 的 ， 


我 们 一 直 还 没有 特别 讨论 用 什么 方法 把 持续 振荡 Esin wo 加 到 继电器 上 去 的 问题 ， 
我 们 仅 只 附带 地 提 到 过 ， 可 以 用 一 个 附加 的 振荡 器 来 供给 这 个 振荡 ， 用 振荡 器 供给 持续 
振荡 的 系统 在 可 变化 性 方面 是 有 优点 的 .因为 持续 振荡 的 振幅 E 与 频率 o 都 不 难 加 
以 改变 ;可 是 这 种 系统 总 是 需要 一 定数 量 的 额外 设备 ,这 是 它们 的 一 个 重大 缺点 。 以 下 我 
们 将 要 简单 地 介绍 一 类 振荡 控制 伺服 系统 ， 这 类 伺服 系统 本 身 就 能 够 供给 持续 振荡 而 不 
需要 额外 的 设备 。 

我 们 来 看 图 7.2-1 所 表示 的 系统 . 假定 这 个 系统 被 设计 得 具有 这 样 的 性 能 : 当 没 有 
输入 信号 时 系统 也 能 以 某 一 个 固定 的 频率 m 振荡, 这 个 m 的 值 是 由 反馈 过 路 中 的 线性 
元 件 的 频率 特性 的 相 角 偏 移 所 确定 的 .正如 我 们 已 经 看 到 的 ,对 于 持续 振荡 而 言 , 继 电器 
所 起 的 作用 就 像 一 个 线性 元 件 一 样 ， 而 且 频 率 特性 44/《xE。) 是 一 个 与 振幅 成 反比 的 正 
实数 。 正 因为 如 此 ,振荡 的 振幅 也 能 自行 调整 ,使 得 由 于 包 路 中 的 继电器 和 线性 元 件 而 产 
生 的 放大 率 最 后 变 为 一 . 

现在 假定 有 一 个 信号 加 在 系统 上 。 如 果 在 继电器 的 输入 部 分 上 相应 的 偏差 信号 相当 
小 ,那么 , 继电器 对 于 持续 振荡 的 放大 率 基本 上 就 不 受到 影响 , 因而 还 可 以 以 原 有 的 频率 
和 振幅 继续 振荡 .我 们 已 经 证 明 , 继 电器 对 于 信号 所 起 的 作用 也 是 线性 的 ,继电器 对 于 信 
号 的 放大 比 对 于 持续 振荡 的 放大 小 6 个 分 贝 ， 很 明显 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 就 得 到 一 种 振 
荡 控 制 伺服 系统 .这 种 系统 基本 上 与 以 前 所 讨论 过 的 那 种 系统 是 相同 的 ， 唯 一 的 区 别 在 
T: 这 种 系统 的 持续 振荡 Eosin оог 的 频率 和 振幅 都 是 由 系统 本 身 所 确定 的 (这 种 振荡 称 
为 固有 振荡 ), 然 而 在 以 前 的 那 种 情形 中 我 们 实际 上 假设 持续 振荡 是 与 系统 无 关 的 . 

如 果 把 系统 当 作 一 个 伺服 系统 来 考虑 ,那么 ,在 所 有 的 讨论 里 我 们 只 需要 考虑 继电器 
对 于 信号 的 频率 特性 , 也 可 以 按照 以 前 各 章 所 提出 的 方法 进行 处 理 . 并 不 需要 顾虑 持续 
振荡 .但 是 ,因为 要 维持 系统 的 持续 振荡 ,所 以 ,从 伺服 系统 的 角度 来 说 ,性 能 的 改善 还 是 
受到 一 定 的 限制 的 .在 以 下 的 讨论 里 就 可 以 看 到 这 一 点 ， 

假设 FO 是 控制 线路 对 于 信号 的 传递 函数 , 这 个 函数 是 按照 方程 7.1-8) 计算 的 . 
对 于 持续 振 葛 而 言 的 传递 函数 当然 就 是 2F(s)。 有 既然 系统 有 持续 振荡 。 所 以 系统 的 传递 
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ЖЖ 1+ [1/2Е(5)] 有 一 个 纯 虚 数 零 点 :二 iwo。 所 以 
2F(i0) 一 — 1. 

因此 , 当 * 沿 着 虚 轴 变化 时 , 力 氏 图 的 1/25) 图 线 必 须 经 过 一 2 点 。 另 一 方面 ， 当 我 们 
把 系统 看 作 伺 服 系 统 时 ,为 了 保证 它 具 有 满意 的 性 能 ，1/F(s)〉 图 线 就 必须 离开 一 1 点 相 
当 远 .很 明显 ,由 于 多 了 一 个 限制 条 件 ,就 使 得 系统 比 没有 这 个 限制 条 件 的 系统 更 难 满 足 
这 些 条 件 . 在 这 个 意义 上 ,从 可 变化 性 的 角度 来 看 ,这 一 类 利用 本 身 的 固有 振荡 的 系统 是 
不如 那些 利用 外 加 的 振荡 器 供给 持续 振荡 的 振荡 控制 伺服 系统 的 .所 以 ， 当 系统 能 进行 
持续 振荡 时 ，1/F(iw) 图 线 必 须 经 过 一 2 点 ， 为 了 避免 图 线 经 过 一 1 点 的 附近 ， 可 以 采 
取 这 样 一 个 办 法 ;设法 使 图 线 在 一 2 点 与 实 轴 垂 直 地 相交 .这 也 就 表示 ,在 系统 的 固有 频 
Ж m 处 ,向 量 1/F(iw) 的 长 度 变化 得 非常 缓慢 ,而 相 角 却 变化 得 比较 快 . 

继电器 是 非 线 性 装置 ,但 是 如 果 沿 用 上 述 线性 化 的 方法 ， 把 一 个 高 频率 大 振幅 的 正 
驴 振 荡 加 到 信号 上 去 ,那么 ,对 于 信和 号 而 言 ， 就 可 以 使 得 输出 与 输入 之 间 的 关系 变 成 线性 
的 . 所 以 ,振荡 控制 伺服 系统 的 基本 概念 就 是 把 非 线性 系统 线性 化 。 罗 埃 布 《Loeb) g 
经 证 明 : 这 个 概念 可 以 应 用 到 任何 非 线性 系统 上 去 ， 并 且 他 把 这 个 方法 称 为 非 线 性 控制 
系统 的 一 般 线性 化 方法 . 因此， 我 们 也 就 把 利用 这 种 方法 的 伺服 系统 称 为 一 般 的 振荡 控 
制 伺服 系统 . 

我 们 来 考虑 一 个 一 般 的 函数 у(х), AER y 是 输出 , * 是 输入 如果 把 变数 x 换 成 
х 十 s. 而 8 是 一 个 比 x 小 得 多 的 数 。 如果 у(х) 是 一 个 正则 函数 ,我 们 就 可 以 把 ух 十 
e) 展开 为 泰勒 级 数 : 

у(х + =) = у(х) +в к! + е2. A 二 -aaa (7.2-1) 

现在 我 们 假定 输入 * 是 一 个 时 间 * 的 周期 函数 ， 周 期 是 7， 并 且 е. № 
然 ，y(x) 也 是 时 间 г 的 周期 函数 ,周期 也 还 是 Т. ЖЖ, 4у/ах 与 Фу/ах 也 是 时 
间 2 的 周期 函数 ,而 且 周 期 也 是 了 .周期 函数 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 所 以 ,如 果 把 s 的 高 
于 一 次 的 方 容 忽 略 不 计 ,我 们 就 得 到 


у(х 十 8) 洋 aw 十 b2 Сау, соз по + bon sin nwt) 
n=1 


+e 区 十 5 acosnwt + bi sin по) | 5 (7.2-2) 
n=1 


其 中 o= 2x/7 是 输入 * 的 频率 ， 

如 有 果 & 不 是 一 个 真正 的 稼 数 ,而 是 一 个 变化 得 相当 缓慢 的 时 间 函 数 , 它 的 基本 频率 比 
2 小 得 很 多 .这 时 ,方程 47.2-22 仍然 近似 地 正确 .现在 把 у(х) 看 作 是 非 线性 装置 的 输 
入 与 输出 之 间 的 关系 ,把 20) 看 作 是 信号 ,把 x (:) 看 作 是 附加 上 去 的 高 频率 大 振幅 的 
持续 振荡 ， 这 个 持续 振荡 不 需要 是 正弦 振荡 ， 在 非 线性 元 件 的 输出 中 表示 信号 的 是 方程 
《7.2-2) 的 第 二 项 ， 既 然 频 率 % 比 e (z) 的 频率 高 很 多 。 所 以 , 我 们 就 可 以 把 下 列传 里 叶 
级 数 所 表示 的 周期 函数 看 作 是 载波 ， 


а 十 > (аль соз пой + bi, sin nwt), 
п=1 
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把 e(z) 看 作 是 调幅 信号 ， 在 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 都 是 假定 非 线性 元 件 的 输入 х 与 输出 
у 之 间 有 直接 的 函数 关系 y(x)。 罗 埃 布 曾 经 证 明 : 即使 7 与 x 之 间 的 关系 是 一 般 的 泛 
函数 关系 (也 就 是 说 ，?y 在 时 刻 * 的 值 不 仅仅 与 * 在 时 刻 * 的 瞬时 值 有 关 , 而 且 也 与 在 所 
有 过 去 的 时 刻 的 * 值 有 关 ), 方 程 (7.2-2) 也 还 是 成 立 的 . 这 种 更 广泛 的 输入 输出 关系 的 概 
念 就 可 以 把 例如 齿轮 松弛 等 等 的 滞后 现象 包括 在 内 ,而且 这 种 概念 几乎 对 于 所 有 的 实际 
的 非 线 性 装置 都 能 适用 . 因此、 对 于 
一 般 的 振荡 控制 伺服 系统 来 说 ， 输 出 
中 的 信号 的 形式 是 被 调制 的 载波 ， 而 
且 对 于 信号 而 言 ， 输 入 输出 之 间 的 关 
系 是 线性 的 . 

现在 ， 我 们 假定 附加 的 持续 振荡 
的 波形 是 对 称 的 ， 例 如 正弦 波 或 图 
7.2-2 所 表示 的 锯齿 波 等 等 .如果 _ 
у(х) 是 偶 函 数 ,或 者 说 


у(х) = y(—x), 
@).--(@. отэ 


那么 ,对 于 周期 函数 у(х) 与 4y/dx 就 有 下 列 关系 : 
у(х), = уСк),+2 > 


dy dy 

OER ог 
从 这 两 个 条 件 就 推导 出 

аз == ba = 0, а„==0 (у(х) ХРА Е). (7.2—5) 
因此 ,如 果 把 高 次 谐 波 忽略 不 计 , 载 波 就 是 一 个 频率 是 w% 的 正弦 振荡 。 这 也 就 是 前 一 节 所 
讨论 过 的 交流 伺服 系统 的 情形 。 在 那里 所 提出 的 设计 方法 仍然 可 以 用 到 这 类 一 般 的 振荡 
控制 伺服 系统 上 来 如果 У) EFRR, REM у(х) = 一 外 一 *)， 我 们 也 可 以 写 出 
一 组 类 似 于 方程 (7.2-3) 和 (C7.2-4) 的 条 件 , 而 且 可 以 导出 下 列 条 件 : 

aw = 0, ап = Би = 0 (у(х) ERAR). (7.2-6) 
如 果 和 忽略 掉 高 次 谐 波 ,这 个 情形 与 前 面 所 讨论 过 的 振荡 控制 伺服 系统 是 完全 相同 的 ， 

以 上 的 讨论 表明 : 如 果 伺 服 系统 中 包含 有 非 线性 元 件 ， 我 们 就 可 以 用 在 输入 信号 上 

附加 持续 振荡 的 方法 使 非 线性 元 件 的 特性 线性 化 ， 同 时 把 原来 的 系统 变 为 性 能 较 好 的 振 
荡 控制 伺服 系统 。 而且 ,完全 可 以 用 这 里 所 讲 的 各 种 方法 来 设计 这 一 类 伺服 系统 . 
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在 第 一 节 中 我 们 曾 介绍 了 对 非 线性 元 件 的 线性 化 方法 ， 并 用 该 方法 研究 了 系统 对 输 
入 信号 的 反应 。 那 里 我 们 引进 了 等 效 冰 率 特性 (或 等 效 传递 函数 ?的 概念 ， 用 类 似 于 线性 
系统 的 分 析 方法 去 近似 求 出 伺服 系统 的 跟踪 能 力 . 这 种 方法 可 以 推广 到 对 非 线性 系统 的 
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周期 运动 的 研究 。 本 节 内 我 们 将 以 一 个 具体 的 例子 来 说 明 这 一 方法 的 基本 思想 一 一 幅 相 
平衡 原理 。 下 面 我 们 将 看 到 ,应 用 线性 化 的 方法 不 仅 可 以 求 出 周期 运动 的 近似 参数 ,而 且 
还 能 够 得 到 关于 所 研究 的 周期 运动 的 稳定 性 判 据 . | 
假定 非 线性 系统 是 由 线性 部 分 和 一 个 继电器 串联 而 成 , 具有 比例 反馈 的 闭路 结构 , 如 
Я 7.2-1 所 示 .。 主要 非 线性 元 件 的 特性 示 于 
7.3-1 中 . 为 了 讨论 的 方便 ,我 们 把 继电器 
的 性 能 加 以 理想 化 : 假设 继电器 没有 时 间 延 
述 的 现象 ， 而 且 它 的 开关 动作 都 可 以 在 一 瞬 
间 完 成 ,而 不 需要 花费 时 间 , 总 之 , КЕ 
现象 .但 是 ,继电器 特性 本 身 的 滞后 现象 还 是 
被 芳 虑 的 : 在 输入 是 正 数 而 且 逐 渐 增 大 的 过 
ER, 如 果 输 入 在 0 5 5 O 是 一 个 比较 小 的 
图 7.3-1 正常 数 ) 之 间 , 继 电器 的 输出 是 雯 . М Л.А 
加 到 “的 时 候 ， 输 出 就 立刻 从 零 变 到 满 值 4 СА 是 一 个 正常 数 ). 在 输入 是 正 数 可 是 逐渐 
碱 小 的 过 程 中 ,只 要 输入 大 于 c Се 也 是 一 个 正常 数 ) 输 出 就 总 是 А, 一 旦 输入 减 小 到 < 的 
ЫК. 输出 就 由 满 值 4 ук <. ЖЖ, b АЕ с 大 .如 果 把 电流 看 作 是 继 电 
器 的 输入 , 那么 , 2 就 称 为 接 通 电流 ,c 就 称 为 开 断 电流 。 当 输入 是 负数 的 时 候 ， 一 b 和 
一 < 分 别 是 接 通 电流 和 开 断 电流 ,输出 的 满 值 是 一 4. 图 7.3-1 所 画 的 就 是 上 述 的 输入 - 
输出 关系 ,而 图 7.3-2 是 继电器 输出 函数 的 变化 曲线 . 


#16) 


7.3-2 


由 于 2 关 <， 所 以 输入 与 输出 之 间 就 有 一 个 相 角 差 . 输入 的 相 角 落后 的 值 6 


a | i 2 
ө 2 [sin A sin = |. (7.3-1) 
输出 的 每 一 个 矩形 波 的 长 度 都 是 2c/w， 这 里 的 “是 由 下 列 公式 给 定 的 : 

а = = + 0 — зіп! A = > | 一 зіп! га 一 sin ! <) Р (7.3-2) 


输出 的 周期 与 输入 的 周期 是 相等 的 ,它们 都 是 22/0, 
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现在 ,输出 就 可 以 展 成 一 个 传 里 时 级 数 。 
уф = >; nan [бше == бў. (7.3-3) 
ERRE-ARRA о, ВЕ 
44A . 


这 里 的 “是 由 方程 67.3-2) 所 给 出 的 .在 图 7.3-3 所 画 的 继电器 伺服 系统 中 ， 继 电器 的 输 


xC) + ыы ут) 


图 7.3-3 


出 就 是 控制 伺服 机 构 的 控制 信号 ， 伺 服 机 构 通常 都 具有 滤波 器 的 性 质 ， 它 能 够 使 高 次 谐 
波 的 影响 大 大 地 减 小 ， 因此 ,作为 一 个 近似 的 芳 虑 , 我 们 把 所 有 高 次 谐 波 都 忽略 掉 , 把 输 
出 就 看 作 是 а, зіп (wt 一 0). 如果 о 宇 0， 采 用 复数 形式 ,输出 与 输入 的 比值 就 是 : 


F,(iwm) = АА mer e (о Èo), 
| ла 


WR о < 0, ША asinot 一 一 asin |w|:， 这 时 输出 的 基本 谐 波 就 是 
—*+“ sin asin [lø]: = 0] = tA inasin (wt + Ө). 
所 以 ,用 复数 形式 表示 ,输出 与 输入 的 比值 就 是 


Е Go == 4 А яп а etio, 
ла 


总 结 起 来 ,输出 与 输入 的 比值 就 是 
4А sina 278, ш 220, 


Е,(10) = (7.3-4) 


4А sina ; 
— e, о < 0, 
па 


我 们 把 F,(iw) 看 作 是 继电器 的 “频率 特性 ?, 但 是 ,这 只 是 一 种 说 法 而 已 ，F,(Czo) 并 不 是 
真正 的 频率 特性 。 正 像 以 前 各 章 所 定义 的 那样 ,真正 的 频率 特性 只 是 频率 ww 的 函数 , 与 输 
入 的 振幅 是 没有 关系 的 。 可 是 ,恰好 相反 ,这 里 的 F Co) 是 振幅 а 的 函数 ,除了 与 % 的 符 
号 有 关系 之 外 ，F,(iw) 与 % 的 大 小 并 没有 关系 .由 此 可 见 ,我 们 所 用 的 函数 符号 F,(iw) 
以 及 “频率 特性 ”的 名 称 并 不 合理 ,但 是 , 为 了 与 普通 的 符号 和 名 称 统一 , 我 们 还 是 采用 了 
这 种 符号 和 名 称 。 应 该 注意 到 , 和 普通 的 情形 一 样 ，F.(Ciw) 也 有 下 列 的 重要 性 质 : 
F,Go) = F,(—iw). 
如 果 输 入 的 振幅 4 非常 大 ,根据 方程 (7.3-1),《7.3-2) 和 (7.3-4) 就 有 


Рі) 34 =, аљ 1; (7.3-5) 
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如 果 振 幅 a 相当 小 a 二 5， 继 电器 根本 就 没有 反应 
如 果 振 幅 а 刚好 等 于 接 通 电流 b, a = 2. 那么 


Ө = а = 1 Е sin™! <), a=b, (7.3-6) 
2 д b 


Хш ЭН ЖУЛ АКЕ, AE RIIET A. 

可 见 ， 这 些 极端 情况 下 的 F, Co) 的 值 是 由 继电器 的 特性 所 确定 的 ， 下面 我 们 将 介 
绍 一 个 方法 ,用 以 求 出 振荡 的 参数 和 判别 其 稳定 性 及 系统 零 位 稳定 性 . 

我 们 暂且 假定 输入 的 各 个 调和 分 量 (也 就 是 各 次 谐 波 ) 的 振幅 都 是 4。 这 时 ,继电器 
的 频率 特性 就 是 一 个 由 方程 (7.3-4) 所 给 定 的 复 常数 .图 (7.3-3) 的 控制 线路 中 除了 继 电 
器 之 外 ,还 有 其 他 的 部 件 , 假 设 这 些 部 分 的 频率 特性 是 Fi(iw)， 那 么 , 前 向 控制 线路 的 总 
的 频率 特性 就 是 F Со)Е, Сію). 我 们 让 中 从 0 变 到 оо, 把 相当 的 力 氏 图 线 1/[F,(iwm》)， 
Fi(iw)] 画 在 复 平面 上 , 可 以 根据 旋 氏 准 则 , 去 判别 系统 的 稳定 性 ,此 时 力 氏 图 线 必定 要 
“包围 ”一 1 MEW 力 氏 图 线 一 定 要 在 一 1 点 的 左 方 穿 过 实 轴 ， 但 是 , 在 振幅 都 是 
常数 a 的 情况 中 ，F,(iw) 是 一 个 常数 ,所 以 上 述 的 稳定 性 条 件 也 就 相当 于 要 求 频率 特性 
曲线 1/Fi(iw)(w 从 0 оо) 一 Ff,(iw) 点 .以 上 的 讨论 结果 就 是 确定 继电器 伺服 
系统 的 柯 氏 方法 的 基础 扩 ， 果 德 发 尔 布 "" (Tonpngap6》 在 比较 早 的 时 候 已 经 采用 过 这 
种 方法 ,都 梯 尔 (Dutilh》 也 独立 地 发 明了 一 个 类 似 的 方法 下. 

HIR СКосһопЬшгвег) 指出 : 当 输 入 的 各 个 调和 分 量 的 振幅 不 都 相等 的 时 候 ,只 要 把 
上 一 段 中 所 讲 的 稳定 条 件 应 用 到 相当 于 a 从 0 变 到 co 的 所 有 的 F,(iw) 值 上 去 就 可 以 
Т. ма 0 变 到 co 的 时 候 ,一 F,(iw) 的 轨迹 也 是 一 条 曲线 ， 这 条 曲线 的 起 点 就 是 方程 
《7.3-6) 所 表示 的 开 断 点 ,终点 就 是 复 平面 的 原点 . 图 7.3-4 所 画 的 就 是 这 种 情形 . 这 种 图 
线 就 称 为 柯 氏 图 . 因此, 柯 氏 方法 中 的 零点 稳定 的 充分 条 件 就 是 : 1/ Fi(iw) 图 线 必须 像 
图 7.3-4 那样 把 整个 一 fF,(iw》 图 线 包围 起 来 ， 图 7.3-5 所 画 的 是 绝对 不 稳定 的 情形 . 
一 F,(iw) 图 线 上 的 箭头 所 表示 的 是 继 电 需 的 输入 振幅 а 增 大 的 方向 。 Е.С) 图 线 上 的 
箭头 所 表示 的 是 频率 中 增 大 的 方向 ,而 且 这 条 图 线 当 о = 0 时 从 原点 出 发 . 


—F (10) 


рее ЭРЕ 
Е) 


1 
ЕР. 


图 7.3-4 图 7.3-5 
除了 这 两 种 绝对 稳定 与 绝对 不 稳定 的 情形 外 ,也 还 有 部 分 稳定 (或 部 分 不 稳定 ) 的 情 
形 ， 在 这 种 部 分 稳定 的 情形 中 可 能 在 一 个 固定 的 频率 上 发 生 一 个 振幅 也 是 常数 的 自 激 振 
9. 例如， 图 7.3-6 表示 一 种 有 收敛 点 的 情形 。 如 果 振 幅 4 足够 小 ， 一 F,Go) 点 就 在 图 
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线 1/Fi(iw) 的 “外 面 ”, 因 而 系统 是 不 稳定 的 , 于 是 振荡 的 振幅 就 逐渐 增 大 ， 当 振幅 增 大 
的 时 候 ， 一 F,(iw》 点 就 朝向 1/ Fi(iw》 图 线 移动 。 最 后 就 到 达 Р, 点 。 这 时 候 ,系统 就 以 
相当 于 Р, 点 的 频率 和 振幅 进行 稳定 的 自 激 振 荡 ， 可 见 , 只 要 有 一 个 振幅 不 太 大 的 初始 扰 
动 ,《 这 个 扰动 并 不 需要 持续 地 作用 ) 系 统 最 后 就 会 自动 地 达到 这 个 自 激 振 荡 , 这 种 运动 状 
态 称 为 软 性 的 自 激 发 .不 难看 出 ， 系 统 不 可 能 有 离开 自持 振荡 点 Pi 的 倾向 , 原因 是 这 样 
的 : 只 要 振幅 有 一 些 增 大 ， 一 Ff,(iw》〉 点 就 进入 图 形 上 的 稳定 区 域 ,因而 也 就 受到 阻尼 的 
作用 迫使 振幅 碱 小 而 使 系统 回 到 P 点 的 自 激 振荡 状态 .所 以 , Pi 点 才 称 为 "收敛 点 " ,而 系 
统 也 就 会 持续 地 振荡 ， 图 7.3-7 表示 的 是 另外 一 种 情形 。 一 F,(iw) 图 线 与 1/Fi(iw) 
线 的 交点 P 是 一 个 发 散 点 ， 和 以 上 的 讨论 相 类 似 ,我 们 可 以 看 出 : 系统 在 忆 点 也 可 能 发 
生 自 激 振荡 ,不 过 这 个 振荡 是 不 稳定 的 ,系统 的 运动 状态 有 离开 Р, 点 的 倾向 ,只 要 有 一 点 
扰动 ,系统 就 会 离开 Р, 点 的 振荡 状态 .但 是 ,如 果 系 统 最 初 是 静止 的 , 而 且 所 受到 的 扰动 
不 太 大 。 一 Fl(iw》 点 就 不 会 跑 出 稳定 区 域 ,因而 系统 的 静止 状态 就 是 稳定 的 ， 


7.3-6 图 7.3-7 


图 7.3-8 和 图 7.3-9 所 表示 的 是 更 复杂 一 些 的 情形 , 在 这 两 种 情形 中 , ASUA Р, 
也 有 发 散 点 Р,. 对 于 图 7.3-8 的 系统 来 说 , 初始 扰动 的 振幅 必须 充分 大 (具体 地 说 , 要 大 
于 P; 点 所 相当 的 振幅 ) 才 能 使 系统 发 生 自 激 振 荡 , 所 以 这 种 运动 状态 称 为 硬性 的 自 激发 。 
7.3-9 所 表示 的 系统 ,总 是 可 以 由 不 大 的 初始 扰动 引起 稳定 的 自持 振荡 .但 是 , 如果 初 


Filiwm) Е) 


7.3-8 图 7.3-9 
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始 扰动 的 振幅 太 大 (具体 地 说 ,大 于 与 己 点 相当 的 振幅 ), 系 统 就 不 再 能 发 生 自 激 振荡 , 这 
时 系统 的 振幅 将 要 无 限 地 增 大 . 

从 图 7.3-6 到 图 7.3-9 所 表示 的 各 种 情形 ,可 以 明显 地 看 到 系统 的 运动 状态 与 扰动 振 
幅 之 问 有 着 密切 的 关系 .并 且 也 看 到 发 生 频率 与 振幅 都 是 固定 常数 的 自 激 振荡 的 可 能 性 ， 
所 有 这 些 性 质 都 是 非 线性 系统 的 特性 ,也 是 以 前 各 章 讨论 过 的 线性 系统 所 没有 的 ， 其 实 ， 
只 要 根据 第 一 章 的 讨论 ,我 们 就 可 以 猜想 到 非 线性 系统 可 能 有 这 样 一 些 “ 不 寻常 ”的 性 质 . 

对 于 继电器 伺服 系统 的 稳定 性 问题 来 说 ， 柯 氏 方法 是 一 个 很 有 效 的 解决 方法 ， 这 个 
方法 对 于 相当 复杂 的 系统 都 能 够 应 用 ,而 且 ,只 要 用 实验 方法 测 出 关于 频率 特性 的 数据 就 
可 以 用 这 个 方法 ,并 不 需要 求 出 频率 特性 的 解析 表示 式 ， 在 绝 大 多 数 的 实际 情形 中 , 继 电 
器 后 面 所 连接 的 伺服 机 构 都 有 相当 的 小 波 作用 ,所 以 ,在 以 前 的 讨论 中 把 输出 中 的 高 次 谐 
波 忽略 掉 的 作法 也 是 很 合理 的 。 用 以 上 的 理论 分 析 所 得 的 结果 与 实验 结果 是 十 分 符合 
的 。 因 此 ,如 果 稳定 性 是 唯一 的 设计 准则 , 那么 , 柯 氏 方法 就 解决 了 继电器 伺服 系统 的 全 
部 问题 。 

其 实 , 柯 氏 方法 不 仅 能 应 用 到 继电器 伺服 系统 上 ,而 且 对 于 许多 其 他 的 非 线性 机 构 来 
说 ， 用 柯 氏 方法 也 能 得 到 同样 好 的 效果 。 这 个 分 析 方法 的 重要 关键 就 是 : 继电器 的 运动 
特性 与 频率 无 关 ,只 与 振幅 有 关 ， 然 而 ,线性 系统 的 运 
动 特性 却 只 与 频率 有 关 而 与 振幅 无 关 . 实 际 上 ,有 很 多 
非 线性 机 构 与 继电器 有 相同 的 特性 ， 辟 如 说 ， 一 个 有 
间隙 的 传动 齿轮 组 就 是 一 种 这 样 的 机 构 。 从 以 下 的 讨 
沦 就 可 以 看 出 这 件 事实 : 设 6 是 发 动机 的 主动 轴 的 
转角 ,这 个 轴 与 齿轮 组 的 第 一 个 类 轮 的 连接 是 刚 固 的 ; 
Ө, 是 刚 固 地 连接 在 具 轮 组 的 最 后 一 个 内 轮 上 的 从 动 轴 
的 转角 。9, ө, 之 间 的 关系 可 以 用 图 7.3-10 来 表示 ， 
其 中 的 28 是 齿轮 组 的 总 间 陵 。 如 果 齿 轮 组 的 输入 Ө, 

СРР 是 一 个 正弦 式 的 振动 ,那么 , 输出 Ө, 就 是 一 种 “被 压 

扁 ” 的 正弦 波 ,而 且 有 一 个 相 角 落后 (图 7.3-11)。 不 难 

看 出 : 既然 0, ЯП Ө, 之 间 与 时 间 的 关系 不 明显 ,所 以 , Ө, 的 频率 的 改变 也 不 会 使 9 的 波形 

受到 影响 .因此 ,齿轮 组 的 反应 只 随 振幅 改变 ,而 与 频率 无 关 , 所 以 和 继电器 一 样 ,齿轮 组 
也 是 一 个 频率 迟钝 的 机 构 . 
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如 果 我 们 用 频率 特性 Е, Со) 表示 输出 0, 的 基本 谐 波 与 输入 0, 的 基本 谐 波 的 振幅 
比值 与 相 角 落后 .那么 ，F(iw》〉 只 是 0, 的 振幅 а 的 函数 , 而 不 是 频率 о АЖ. Ж] 
频率 特性 Fe(iw)， 我 们 就 可 以 研究 包含 这 种 有 间隙 的 齿轮 组 的 伺服 系统 ,其 作法 与 上 一 
市 中 用 频率 特性 F,(iw)》 研 究 继 电器 伺服 系统 的 办 法 完全 相同 . 
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前 面 三 节 ， 我 们 讨论 了 振动 线性 化 方法 .根据 这 个 方法 可 以 应 用 线性 系统 中 的 某 些 
数学 方法 来 处 理 复 杂 的 非 线 性 周期 运动 .我 们 知道 ,在 处 理 线 性 系统 稳定 性 的 问题 上 ,对 
数 频率 法 是 很 方便 的 .把 这 个 方法 推广 来 研究 非 线 性 系统 的 周期 运动 ， 也 会 收 到 同样 的 
效果 Bl 

以 图 7.3-3 中 的 继电器 伺服 系统 为 例 ， 
我 们 假定 它 是 一 个 理想 的 继电器 〈 见 图 
7.4-1), 它 在 正弦 波 xı = a sin wit 的 输入 作用 
下 , 输出 为 一 系列 的 矩形 波 , 由 方程 (7.1-4) 
可 知 ,其 输出 基 波 振幅 为 

а: 一 ta, (7.4-1) 
我 们 假定 线性 部 分 的 频率 特性 具有 理想 的 高 
频 滤 波 性 质 ,因此 在 非 线 性 元 件 的 输出 中 , 虽 
然 包 含有 各 种 频谱 的 谐 波 ,但 是 经 过 系统 线 


性 部 分 滤波 后 , 回 到 非 线性 元 件 的 输入 端 ,起 图 7.41 
主要 作 记 的 将 是 一 次 谐 疲 ， 这 时 , 非 线 性 元 件 可 以 近似 地 用 它 的 等 效 传递 函数 来 描述 : 
F Cio = 44, (7.4-2) 


如 果 系 统 线性 部 分 的 传递 函数 是 


= k е 
Ele) s(1 + ТС + Т), бя) 


а. k з 
Рабад БІ F РГУ + Ta) ш, 


那么 , 当 系统 的 输入 为 零 时 , 图 7.3-3 的 系统 就 变 为 图 7.4-2 的 结构 。 如 前 所 述 , 为 了 保 
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持 持续 振荡 ，y(z) 和 xi(z) 必须 幅 值 相等 相位 相反 , 这 个 条 件 常 称 为 谐 波 平衡 原理 ,于 
是 系统 中 自持 振荡 的 振幅 ao。 和 频率 o 就 取决 于 如 下 方程 式 的 解 : 
1 + Е,Со)Е, Cio) = 0,- (7.4-5) 


或 
P 1 
Е,(зю) = 一 -一 一 一 。 
(г) F,(iw) 
显然 ,此 等 式 与 下 列 两 式 是 等 价 的 : 
20 log Hi(w) = — 20 log Н,Са), (7.4-7a) 
0Co) = —x. (7.4-76) 


(7.4-6) 


其 中 
4А k 


H = 
бо) ж ioll + iTw) + То) 2 


Ө.(о) = argF (iw), 


当 系 统 的 参数 给 出 以 后 ,就 可 以 用 作 图 的 办 法 确定 方程 (7.4-7) 的 两 个 根 а 和 wo。 例 
如 ; 当 sa & = 100, T, = 2, T,= 0.05 


时 , 方程 组 (7.4-7) 所 描绘 的 继电器 伺服 
系统 的 对 数 曲 线 就 像 图 7.4-3 所 示 那 样 。 
可 以 看 出 , 按 图 中 箭头 所 示 的 方向 ,立即 
可 以 确定 自 振 荡 参 数 . 从 图 7.4-3 看 到 ， 
系统 中 存在 aosin wot 的 自持 振荡 . 文献 
[3] 中 曾 证 明 , 当 线性 频率 特性 满足 条 件 
АН. (в) | 40, (в) 

dw =w dw o 

时 ,只 要 非 线 性 特性 满足 不 等 式 


На)! < 0. 
да ао 


以 а, 和 о, 为 参数 的 周期 运动 就 是 稳定 
的 运动 . 显然 ,图 7.4-3 中 的 曲线 满足 这 
个 条 件 . 

如 果 由 于 某 些 原因 需要 改变 振荡 参 
数 ,或 需要 消除 振荡 ,只 要 对 频率 特性 加 
以 相应 修改 ， 引 入 必要 的 校正 网 络 就 能 


ҢА 


40 


20 log Hito) 
一 20 log Нка) 
20 


>0 


w=w 


-20 


= 40. 


达到 预期 的 目的 . 
这 个 方法 可 以 推广 到 包括 图 7.3-10 那样 更 为 复杂 一 些 的 非 线 性 特性 . 令 8 АДЕ 
了 咕 合 间隙 的 半 个 宽度 , а 为 振动 的 振幅 ,不 难 求 出 这 种 非 线性 的 等 效 传递 函数 为 


FG == Р, (=) а, (7.4-8) 


式 中 
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而 
ст (0-8) о (2) т ' 
уш а. 
设 线性 部 分 的 传递 函数 为 
ғ) = а (7.4-9) 
MER EE 
Е.) == э ы (7.4-10) 


根据 谐 波 平衡 原理 , 自 振 荡 的 参数 a 和 m 将 由 下 列 方 程 组 的 根 确定 : 


w 
B. 
6 


L, = 20log H, (w) 
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20 log Hi(w) = — 20 log Н, (2), (7.4-11а) 


0,.(о) = 一 |。 (=) 十 "|. (7.4-1127 
式 中 


н.) = |Е\бйау|» 6.00) = arg РС), Н, (=) =F, (=). 


方程 组 (7.4-11) 的 左 端 是 % 的 水 数 ,而 右 端 是 4 的 函数 , 所 以 它 是 一 组 变量 分 离 的 代 
数 方程 . М 201og* 二 38 分 贝 ， T= 二 0.1 КЇ, 它们 的 对 数 特性 就 象 图 7.4-4 所 示 那 样 。 利 
用 图 中 给 出 的 四 条 曲线 ,可 以 用 作 图 法 求 出 方程 (7.4-11) 的 根 a。 和 wo。 任 取 一 水 平 线 <， 
它 与 相 频 特性 0Co) IM 0a) 分 别 交 于 с, 和 с, АСНУ). 过 с, 点 的 垂 线 与 Li 交 于 
4 点 ; e 点 是 矩形 ci cah e 的 一 个 顶点 ， 当 直线 “ 上 下 平移 时 , е 点 就 描绘 出 一 条 曲线 
LC(w)， 后 者 和 工 ; 的 两 个 交点 四 和 四 都 满足 谐 波 平 衡 条 件 ， 它 们 唯一 地 确定 了 代数 方程 
《7.4-11) 的 两 个 根 ,因此 可 能 出 现 两 个 周期 运动 。 但 可 以 证 明 , @@ 所 决定 的 周期 运动 是 不 
稳定 的 ,而 四 是 稳定 的 "图 7.4-4 中 的 曲线 还 告诉 我 们 , 当 系 统 的 增益 碱 少时 ,例如 由 
ÆI Li, Llo) 和 工 将 没有 交点 ,自持 振荡 也 就 消失 了 . 

用 对 数 法 不 仅 能 够 方便 地 分 析 非 线性 系统 的 自持 振荡 ， 而 且 还 能 应 用 到 非 线 性 系统 
的 强迫 振荡 .跳跃 共振 和 利用 正弦 信号 来 改善 何 服 系统 的 性 能 等 方面 ,关于 这 些 问 题 的 讨 
论 , 读 者 可 参看 本 章 参 考 文献 [3]. 
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现在 我 们 将 要 考虑 的 方程 不 是 式 〈2.2-1) 型 的 线性 系统 , 而 是 一 个 ” 阶 的 非 线性 系 
统 .假定 描绘 系统 运动 的 微分 方程 是 


"у 4” Ту ду 
а, аа а че д 
di” 1 ' dt 9 
4 gmi 
+ uf (› з “> Z = x (t), (7.5-1) 


共 中 的 各 个 系数 a 和 4 都 是 常数 ,x (z) 是 输入 ，y(z) Н, / 是 它 的 自 变 数 的 一 个 非 
线性 函数 . 方程 (7.5-1) 的 左 端的 前 一 部 分 是 一 个 与 方程 (2.2-1) 的 左 端 相同 的 线性 微分 
算 子 ,系统 的 全 部 非 线性 性 质 都 是 由 方程 左 端 的 后 一 部 分 pf 所 表示 的 .我们 当然 可 以 假 
定 方程 (7.5-1) 的 变数 z 已 经 是 一 个 无 量 纲 的 时 间 变 数 了 , 所 以 ,各 个 系数 a те АУЕ 
都 是 相同 的 。 所 谓 弱 非 线 性 ,也 就 是 说 , 4 比 各 个 系数 а 都 小 得 多 . 

对 于 这 种 “ 弱 非 线性 ”的 情形 ， 我 们 就 可 以 设法 把 方程 的 解 形式 地 写成 4 的 窜 级 数 的 
样子 : 


YE) = yO H uy) H eA H (7.5-2) 
把 方程 67.5-2) 代 入 方 程 67.5-1), 然 后 ,再 让 方程 两 端的 4 ААИ О, ДЕН 
ау“ P 4% 10) + Ey dy® 4. th) _ 
л е an-ı жк басс ау = x (t), (7.5-3) 


PA 


di” 
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я ту i + а э + ау = 一 fa， “жь г | > (7.5-4) 
以 及 相当 于 的 更 高 次 方 寡 的 一 系列 方程 。 所 以 ， 系 统 的 运动 方程 的 第 零 次 近似 式 
《7.5-3) 就 是 像 方程 (2.2-1) 那 样 的 线性 方程 。 但 是 ,更 重要 的 事情 是 : 由 于 非 线性 性 质 而 
引起 的 第 一 次 改正 项 是 由 方程 (7.5-4) 所 确定 的 , 从 形式 上 就 可 以 看 出 ,这 个 方程 与 第 零 
次 近似 [方程 67.5-37] 在 特性 上 是 完全 一 样 的. 换言之， 如 果 系 统 的 第 零 次 线性 近似 式 
《7.5-3) 表 明 近 似 的 系统 у (с) 是 有 阻尼 的 ,而 且 还 具有 伺服 系统 所 必需 的 其 他 特性 , 那 
么 第 一 次 改正 项 O 也 同样 具有 这 些 特性 。 此 外 ,因为 在 展开 式 C7.5-2) 中 (+) 之 
前 有 一 个 相当 小 的 因数 м, 所 以 ， 由 于 非 线性 效应 所 必须 作 的 改正 是 很 小 的 . 这 也 就 是 
说 ,在 一 个 性 能 良好 的 系统 中 ,微弱 的 非 线性 性 质 不 会 使 系统 的 运转 状态 与 它 的 线性 近似 
发 生 重大 的 差别 . 因此 ,从 工程 近似 的 观点 来 看 ,我 们 就 可 以 把 这 些 系统 当 作 线性 系统 来 
处 理 。 就 是 在 工程 实际 中 的 “线性 ”系统 里 ,也 还 是 有 一 些微 弱 的 非 线性 性 质 的 , 但 是 , 根 
据 上 面 所 讲 的 道理 ,只 用 线性 伺服 系统 理论 来 研究 这 些 系统 也 就 可 以 得 到 很 好 的 结果 . 

另 一 方面 ,如 果 近 似 的 线性 系统 的 阻尼 非常 小 , 这 时 就 有 发 生 共 振 现 象 的 可 能 性 . 也 
就 是 说 ， 即 使 输入 x (z) 的 数量 级 和 1 相同 ，x 守 1， 近 似 的 线性 系统 式 (7.5-3) 的 输出 


y (2) 就 可 能 比 1 KERZ, y” > 1。 在 这 种 情形 里 ,虽然 很 小 ,可 是 pf ( уе. ==, 


“С> ) 这 个 数 ,或 者 说 非 线性 效应 ,仍然 可 以 和 线性 项 的 数量 级 相同 ， 换 句 话说 ,我 们 在 
上 一 段 里 所 作 的 形式 上 的 级 数 展开 式 就 不 能 成 立 了 。 所 以 ， 在 系统 的 阻尼 作用 很 微弱 的 
情形 里 , 即使 非 线性 性 质 很 弱 , 我 们 也 必须 考虑 到 可 能 发 生 的 强大 影响 ， 在 以 下 各 节 里 ， 
我 们 将 要 简短 地 描述 一 下 非 线性 系统 的 多 种 多 样 的 运动 状态 ， 非 线性 力学 中 这 样 一 些 现 
象 的 详细 处 理 方法 可 以 在 米 诺尔 斯 基 Minorsky) 与 斯 托 克 尔 (Stoker)29 的 著作 中 找 
到 . 
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正 像 第 7.3 节 所 讲 过 的 那样 ,如 果 系 统 的 自 激 振荡 能 够 由 于 离开 平衡 状态 的 微小 偏 
差 而 自动 地 形成 ,那么 , 它 就 称 为 软 的 自 激 振 荡 ; 如 果 离 开平 衡 状态 足够 大 的 偏差 才能 引 
起 自 激 振荡 ,这 个 和 目 激 振荡 就 称 为 硬 的 和 目 激 振 荡 . 在 某 些 情 形 里 ,系统 的 微分 方程 的 系数 
与 系统 的 一 个 参数 有 关 . 如 果 当 4 取 某 一 个 特别 的 临界 值 i 时 , 系统 的 平衡 状态 的 特 
性 就 从 稳定 状态 变 为 不 稳定 状态 .那么 ,在 4 2>% 的 时 候 就 会 出 现 极 限 环 , 也 就 是 自 激 
振荡 .如 果 这 种 目 激 振荡 是 软 的 ,发 生 的 现象 就 象 图 7.6-1(a) 所 画 的 那样 ; 如 果 自 激 振荡 
是 硬 的 , 那 就 象 图 7.6-1(b) 所 画 的 那样 ， 对 于 第 一 种 情形 来 说 ,如 果 1 是 逐渐 增 大 的 , 那 
А.А 还 没有 增 大 到 临界 值 М 的 时 候 , 系统 的 平衡 状态 并 没有 任何 变化 . 当 А 增加 到 А, 
时 ,系统 的 平衡 状态 就 由 稳定 的 变 为 不 稳定 的 ,同时 也 就 出 现 了 一 个 稳定 的 极限 环 ， 而且 
这 个 极限 环 的 振幅 随 着 А 的 增加 而 逐渐 加 大 . 如果, 再 让 Л 逐渐 减 小 , 那么 , 系统 的 平衡 
状态 的 情况 就 沿 着 原来 的 变化 路 线 变化 回来 (图 7.6-1а), 当 л 减 小 到 加 时 ,极限 环 就 消 
失 了 。 对 于 第 二 种 情形 来 说 , 自 激 振 荡 是 硬 的 , 这 时 的 情况 就 不 同 了 (图 7.6-1b). 在 1 Ж 
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渐 增 大 的 过 程 中 ,在 4 二 №, 突然 就 出 现 一 个 振幅 是 有 限 的 极限 环 ; 4 继续 增 大 的 时 
候 , 相 应 的 极限 环 的 振幅 也 随 之 增 大 . 如 果 4 逐渐 减 小 , 那么 , 当 2 减 小 到 加 时， 极限 环 
《 自 激 振 荡 ) 并 不 立刻 消失 ,直到 4 再 继续 减 小 到 一 定 的 数值 时 ,极限 环 的 振幅 才 由 一 个 有 
限 数值 突然 变 为 零 . 所 以 ,这 种 现象 称 为 跳跃 现象 , 它 是 和 系统 的 运动 状态 的 于 后 现象 相 
联系 着 的 . 


振幅 
Г г 

2 | 

| 

— = 2—4 

= А ж Аша А А 
(а) (©) 
软 的 自 激发 , 硬 的 自 激发 
图 7.6-1 


非 线性 系统 中 的 频率 缩减 现象 也 是 在 实际 技术 问题 中 常 得 到 应 用 的 一 种 如 果 作 用 
在 一 个 非 线 性 系统 上 周期 性 的 输入 中 包含 两 个 频率 о 和 w;, 那么 ,系统 的 输出 中 不 但 包 
含有 这 两 个 频率 以 及 相应 于 这 两 个 频率 的 高 次 谐 波 ,而 且 还 有 一 个 额外 的 频率 谱 , 借 用 声 
学 的 术语 ,这 个 谱 称 为 合成 音 , 它 是 由 频率 то по, (т, п 是 整数 ) 组 成 的 ， 璧 如 说 , 把 
一 个 电压 x = xo《 cos wit + cos wzt) 加 到 一 个 非 线性 导体 上 去 ,假设 这 个 导体 的 电流 У 与 
电压 * 之 间 的 关系 是 7 一 ax 十 ах? 十 ax。 那么 ;输出 уб) 的 频谱 中 就 包含 有 下 列 各 
种 频率 (оу, 0, 201, 2023 Зою, 3023 ооу 十 0) 0—0), 201 十 0:5 201—0), о, + 2%, 以 
№ wi 一 2w,。 前 六 个 频率 是 普通 的 谐 疲 ,但 是 后 六 个 频率 就 是 由 于 导体 的 非 线 性 性 质 所 
引起 的 合成 音 . 这 些 合 成 音 中 ,有 一 些 比 原来 的 o 和 оо 高 ,而 另外 一些 就 比 o 和 w; 低 . 
这 些 频 率 比 较 低 的 谐 波 就 称 为 次 谐 波 ， 产 生 次 谐 波 的 过 程 就 称 为 频率 缩减 

不 难 了 解 , 如 果 о: 和 w; 相当 接近 , 那么 w 一 в, 就 比 原来 的 两 个 频率 都 小 得 很 多 . 
此 外 ,如 果 对 于 这 样 低 的 频率 , 系统 还 能 是 稳定 的 , 我 们 就 可 以 得 到 频率 的 数量 级 只 是 输 
入 频率 的 1/100, 甚至 于 更 低 的 次 谐 波 . 如 果 把 若干 个 这 样 的 系统 串联 起 来 ,使 一 个 系统 
的 输出 是 其 次 一 个 系统 的 输入 ,我 们 还 可 以 得 到 更 低 的 频率 . 

非 线 性 系统 中 的 另 一 个 有 意思 的 现象 是 所 谓 频 率 
侵占 现象 . 

如 果 一 个 非 线 性 系统 有 一 个 自 激 振荡 的 频率 ou 
那么 , 当 系 统 的 输入 的 频率 о 与 о, 相差 很 小 时 ,我 
们 自然 会 想到 输出 中 不 但 同时 有 о, 和 о, 两 种 频率 ， 
而 且 ， 由 于 非 线 性 的 交互 作用 ， 输 出 中 还 有 拍 频率 
о; 一 oil。 但 是 ,在 实际 中 ,现象 是 按照 图 7.6-2 的 那 种 

у 情形 发 生 的 : 只 要 о, 进入 一 定 的 同步 区 域 48 时 , 拍 
频率 就 立刻 消失 .在 这 个 区 域内 只 有 о, 这 一 个 频率 ,所 有 发 生 的 现象 都 好 像 是 可 变频 率 
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о, 把 原 有 频率 w,“ 侵 占 ” 掉 了 一 样 . 

万 ， 德尔， 波 尔 Can der Ро) 是 最 先 解释 了 这 种 频率 侵占 现象 的 人 , 后 来 ,又 有 些 
其 他 的 人 发 展 了 这 方面 的 理论 . 

假定 系统 是 二 阶 的 , 它 的 微分 方程 是 


2 3 
P — a f2 +y (2) + о?у = Во? ѕіп 02, (7.6-1) 


这 里 的 а, 7 和 好 都 是 正常 数 . 如 果 В 一 0， 那么 , 当 振 落 的 振幅 足够 小 的 时 候 , 系统 的 
阻尼 就 是 负 的 , 当 振 幅 足 够 大 的 时 候 , 系 统 的 阻尼 就 是 正 的 ,因此 ,就 存在 一 个 特别 的 振幅 
值 ,系统 可 以 用 这 个 振幅 进行 持续 的 自 激 振荡 ， 不 仅 如 此 ,如 果 4 和 7 都 相当 小 ,那么 ,这 
个 自 激 振 荡 的 频率 就 与 о, 相当 接近 . 万， 德尔 ' 波 尔 证 明 : 当 wo: 与 w 相当 接 近 时 , 方 
程 (7.6-1) 的 解 就 可 以 写成 下 列 形式 : 


y(t) = bi Cz) sin wt + b(t) cos wt, ; (7.6-2) 
mH, bC) Ж 2, (2) 都 是 变化 得 相当 缓慢 的 时 间 函 数 ,它们 变化 速度 满足 下 列 条 件 : 
а (с расо |„ |488 | < |. (6) |. 


| de 
把 方程 (7.6-2) 代 入 方程 (7.6-1), 并 且 只 保留 一 阶 以 下 的 项 ,我 们 就 可 以 把 5 和 5 的 微分 
方程 组 写成 下 列 形式 : 


ш 


6 == fiCb1502; 02), 

dt 

д5; == Ке b250). (7.6-3) 
dt 


这 是 一 个 自治 的 一 阶 微 分 方程 组 .所 以 ,我 们 可 以 用 等 倾 法 来 解 , 就 象 第 7.8 节 在 相 平 面 
上 解 二 阶 线 性 系统 的 作法 一 样 . 分 析 的 结果 表明 :如 采 о; 在 о, 附近 的 一 个 一 定 范围 内 ， 
方程 组 (7.6-3) 在 bib: 平面 上 有 一 个 稳定 的 结 点 , 那么 ,不 论 bh 和 5, 的 初始 值 是 多 少 ， 
(г) 和 В.) 最 后 总 要 分 别 趋 近 于 相当 这 一 固定 点 的 b 值 和 Р, 值 。 因 此 ,根据 方程 
《7.6-2), 就 只 有 频率 是 w; 的 振荡 ,根本 不 再 有 频率 是 o 一 о 的 振荡 ， 如 果 о, 在 那个 
范围 之 外 ,那么 ,在 bib 平面 上 就 有 一 个 稳定 的 极限 环 , 因而 也 就 可 以 说 明 图 7.6-2 所 表 
未 的 现象 . 

在 某 些 非 线性 系统 里 ,一 个 频率 是 w% 的 振荡 可 以 被 男 一 个 频率 是 оо, 的 振荡 激发 起 来 
或 者 抑制 下 去 ,而 o 却 根本 不 等 于 о. 在 第 一 种 情形 中 , 那 种 现象 就 称 为 异步 激发 ,而 第 
二 种 情形 中 的 现象 就 称 为 异步 抑制 . 我 们 从 以 下 的 事实 就 可 以 理解 这 些 现象 : 即使 在 相 
空间 中 存在 一 个 极限 环 ,系统 也 不 一 定 有 持续 的 自 激 振 荡 . 如 果 要 发 生 持续 的 振荡 ,极限 
环 就 必须 是 稳定 的 ,所 谓 ” 稳定 ”的 意思 ， 也 就 是 说 ， 当 系统 受到 扰动 或 者 从 极限 环 移 到 相 
空间 的 其 他 一 点 以 后 ， 系 统 具 有 一 个 再 回 到 极限 环 上 去 的 倾向 。 不 稳定 的 极限 环 在 一 个 
实际 的 物理 系统 中 是 不 可 能 实现 的 .既然 如 此 ,我 们 就 不 难看 出 , 在 一 定 的 情况 下 , 一 个 
新 的 振荡 的 发 生 ,就 可 能 给 另 一 个 振荡 创造 出 稳定 的 条 件 , 也 可 能 破坏 另 一 个 振荡 的 稳定 
条 件 , 第 一 种 情形 就 是 "异步 激发 "现象 , 第 二 种 情形 就 是 "异步 抑制 ?现象 ， 这 里 “异步 ” 
这 样 一 个 形容 词 只 是 用 来 强调 吧 与 w 之 间 的 关系 是 完全 任意 的 而 已 。 


188 第 七 章 ” 非 线性 系统 


7.7 参数 激发 和 参数 阻尼 


很 久 以 来 人 们 就 知道 ,如 果 一 个 振荡 系统 中 有 一 个 以 频率 % 作 周期 变化 的 参数 ,系统 

就 以 频率 w/2 开始 振荡 ， 瑞 雷 (Rayleigh) 曾经 用 以 下 的 实验 来 说 
Ge 明 这 种 现象 : 把 一 根 拉 紧 了 的 金属 线 的 一 端 系 在 音 又 的 一 股 上 ， 
如 果 音 又 以 频率 名 进行 振荡 , 那么 , 金属 线 就 以 频率 w/2 进行 模 
向 振荡 .我 们 再 举 一 个 类 似 的 例子 : 一 个 单 摆 《〈 也 就 是 悬挂 在 一 
根 没 有 重量 的 杆子 的 一 个 质量 〉 在 杆 的 上 端 受 到 一 个 正弦 变化 的 
外 力 (图 7.7-1). 假设 9 是 单 摆 离 开 铅 直 位 置 的 微小 角度 位 移 , 不 
损害 普遍 性 , 我 们 还 可 以 假定 正弦 变化 的 外 力 的 频率 是 1。 这 个 
外 力也 就 可 以 写作 mg 十 acost， 于 是 9 的 微分 方程 就 是 

ml “ + (mg 十 acos1)0 = 0, 


Нфт, 8 是 重力 加 速度 ，! 是 摆 的 长 度 , а 是 周期 外 力 的 振幅 .这 个 方程 可 以 写 


я 


28 + (е + 8соѕ:)0 = 0, (7.7-1) 
dt 
MA ® 就 等 于 8/1, В 等 于 a/ml， 对 于 倒立 摆 ( 也 就 是 质量 在 支承 点 上 方 的 摆 ) 的 情形 ， 
Ө 的 方程 也 还 是 C7.7-1), 只 不 过 把 其 中 的 8 换 成 一 g 就 是 了 .所 以 , 对 于 普通 的 摆 , « 是 
正 数 ; 对 于 倒立 摆 ，% 是 负数 . 方程 (7.7-1) 是 一 个 线性 方程 ,只 是 加 在 摆 上 的 外 力作 周期 
性 的 变化 而 已 。 因 此 ,我 们 就 可 以 把 这 个 系统 看 作 是 参数 作 有 周期 性 变化 的 系统 . 

方程 (7.7-1) 就 是 有 名 的 525 Mathieu) 
方程 。 解 的 稳定 性 是 由 4% 和 8 这 两 个 常数 来 в 
确定 的 .具体 地 说 ,可 以 把 ав 平面 分 成 一 个 
稳定 区 域 和 一 个 不 稳定 区 域 ,就 象 图 7.7-2 所 
画 的 那样 《这 个 图 中 有 阴影 的 就 是 稳定 区 
域 )， 可 以 从 图 7.7-2 看 出 , 对 于 正 的 а, № 
就 是 普通 的 摆 的 情形 来 说 ， 当 周期 外 力 不 存 
在 的 时 候 , 或 者 说 В 一 0 的 时 候 , 系统 就 是 
有 兴趣 的 事实 是 ， 如 来 6 取 某 些 适当 的 值 ， 
系统 就 成 为 不 稳定 的 了 。 这 时 ， 摆 的 摆动 的 
振幅 就 会 越 来 越 大 ， 直 到 非 线 性 效应 最 后 把 
振幅 固定 在 一 个 相当 大 的 常数 上 为 止 ， 这 种 
现象 就 称 为 参数 激发 。 对 于 负 的 cc， 也 就 是 倒立 摆 的 情形 来 说 ， 当 支点 上 没有 周期 外 力 
的 时 候 ,系统 自然 是 不 稳定 的 ;但 是 , 当 8 在 一 个 一 定 的 狭小 范围 之 内 的 时 候 , 系 统 还 可 以 
是 稳定 的 ,只 要 “ 也 取 某 些 适 当 的 数值 就 可 以 了 。 这 个 现象 就 称 为 参数 阻尼 . 
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任何 一 个 系统 ,只 要 它 有 一 个 作 周 期 变化 的 参数 ,在 这 个 系统 中 就 可 能 发 生 参 数 激 发 
和 参数 阻尼 的 现象 . 

这 种 现象 和 以 前 介绍 过 的 几 种 非 线 性 现象 ,都 可 以 在 控制 系统 中 加 以 利用 ,使 控制 系 
统 得 到 所 需要 的 性 能 .事实 上 ， 的 确 也 有 不 少 非 线性 现象 已 经 被 应 用 到 伺服 控制 系统 的 
许多 元 件 上 去 了 , 但 是 ,这 些 非 线性 元 件 在 目前 还 只 是 一 些 “ 新 奇 ” 的 重要 性 不 大 的 东西 ， 
而 且 ,与 其 说 它们 是 根据 理论 分 析 设 计 出 来 的 , 倒 不 如 更 恰当 地 说 它们 是 依靠 经 验 和 试验 
“设计 ”出 来 的 。 我们 在 以 上 几 节 中 的 讨论 只 不 过 是 说 明 这 种 应 用 的 广泛 的 可 能 性 而 已 。 
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对 低 阶 非 线 性 系统 的 分 析 可 以 应 用 相 空 间 内 的 几何 方法 (或 者 称 为 拓扑 方法 )， 这 种 
方法 的 实质 是 在 相 空间 内 将 系统 的 运动 轨 线 分 为 各 种 类 别 ， 并 将 各 类 运动 在 相 空间 内 绘 
出 图 来 .根据 全 局 运动 的 各 种 几何 特点 ， 便 可 一 目 了 然 地 判定 这 个 非 线性 系统 内 特有 的 
周期 解 的 参数 及 其 稳定 性 ,零点 的 稳定 性 ,过 湾 过 程 的 主要 特征 等 等 。 这 种 方法 对 二 阶 系 
统 的 分 析 特 别 有 效 ,因为 此 时 系统 的 一 切 运动 轨迹 均 可 完整 地 在 平面 上 绘制 出 来 . 因此 ， 
这 一 方法 得 到 了 广泛 地 应 用 ”六 。 本 节 将 主要 介绍 如 何 利 用 相 平面 法 分 析 典 型 非 线 性 
系统 的 性 能 ,为 此 ,我 们 先 以 二 阶 线性 系统 为 例 , 说 明 这 个 方法 的 实质 . 

如 果 ”是 输出 量 ( 受 控 量 ), x 是 输入 量 ( 控 制 量 ), 那 么 一 般 的 二 阶 系统 的 微分 方程 可 
以 写 为 


Ку, у. у; 1) 一 x(z)， (7.8-1) 
这 里 的 和 表示 对 时 间 # 的 一 次 和 二 次 导数 ,根据 第 二 章 内 的 讨论 可 以 把 式 (7.8-1) 改 
写成 完全 等 价 的 方程 组 : : 


= (7.8-2) 


如 果 我 们 把 ” 与 ?看 作 是 因 变 数 ,那么 , 方程 组 (7.8-2) 就 是 未 知 函 数 У 与 ?的 两 个 一 阶 
联 立 微分 方程 ， 如 果 象 常常 遇 到 的 情形 一 样 , 系 统 是 自治 的 ,也 就 是 说 ,不 但 方程 7.8-17 
中 的 函数 了 与 时 间 е 无 关 , 而 且 输 入 х 0， 那 么 , 就 可 以 把 47/41 从 方程 组 (7.8-2) 的 
第 一 个 方程 中 解 出 来 ,而 把 47/4: 表示 为 ?与 了 的 函数 ,假定 系统 的 方程 组 又 可 以 写成 


dy 
Pr = yky, У), 
dt 


dy 
di 


这 个 方程 组 不 明显 地 包含 : (除了 运算 符号 d/dt 之 外 ). 把 方程 组 (7.8-3) 的 第 一 个 方程 
用 第 二 个 方程 除 一 下 ,我 们 就 得 出 

= kyy). (7.8-4) 
这 是 一 个 以 y 为 自 变数 而 以 y 为 因 变 数 的 一 阶 微分 方程 ， 把 这 个 方程 解 出 来 以 后 ，。 就 可 


= 3, (7.8-37 
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以 利用 方程 组 (7.8-3) 把 y 和 + 的 关系 计算 出 来 . 

从 物理 的 观点 来 看 ， 上 一 段 所 提 到 的 作法 是 以 下 列 的 概念 为 依据 的 ， 只 用 y A y A 
可 以 描述 系统 的 状态 ,而 不 象 比 较 普 通 的 方法 那样 ,用 y 和 : 来 描述 ， 如 果 说 y 是 描写 一 
个 质点 的 位 置 的 变数 , 那么 y 就 是 速度 ， 因此, 也 就 可 以 用 y 来 代表 质点 的 动量 ， 所 以 ， 
y 和 5 就 分 别 代 表 质 点 的 位 置 和 动量 ， 物 理学 家 把 这 样 一 种 不 用 时 间 变 数 * 的 状态 表示 
法 称 为 相 空 间 中 的 表示 法 。 在 我 们 所 讨论 的 特殊 情形 中 , 相 空间 只 是 二 维 的 (》 和 у), 所 
以 , 它 就 是 相 平面 . 这 样 一 来 ,二 阶 系统 式 (7.8-3) 的 运动 状态 就 可 以 用 相 平 面 上 的 一 条 曲 
线 来 描述 ， 这 条 曲线 上 的 每 一 点 都 表示 系统 在 某 一 个 时 刻 t 的 状态 .根据 一 般 的 习惯 ， 
| 在 这 条 曲线 上 ,我 们 用 箭头 表示 时 间 增 加 的 方向 ， 
就 象 图 7.8-1 所 画 的 那样 。 如 果 系 统 的 阶 数 ”大 
于 2, 相 空 间 就 是 维 的 ,系统 的 运动 状态 就 要 用 
这 个 2 维 空间 中 一 条 曲线 来 表示 . 

相 平 面 表示 法 的 具体 优点 就 是 ， 非 常 多 的 二 
阶 非 线性 系统 都 是 自治 的 ， 而 且 都 能 表示 成 方程 
《7.8-4) 的 形式 . 这 个 方程 至 少 总 可 以 用 等 倾 法 把 
解 用 图 线 表示 出 来 。 事 实 上 ,只 要 把 方程 (7.8-4) 
所 规定 的 曲线 的 方向 场 在 相 平面 上 表示 出 来 以 
后 ， 系 统 的 特性 就 很 清楚 了 。 相 平面 的 这 样 一 些 
性 质 的 应 用 是 非 线性 振动 理论 的 基本 方法 之 一 . 

A ABS 这 种 方法 称 为 非 线性 力学 的 拓扑 方法 ， 

为 了 把 以 前 的 一 些 概念 改 用 相 平 面 的 方法 来 表示 ， 我 们 举 一 个 例子 ， 考虑 一 个 没有 

驱动 函数 的 二 阶 线性 系统 


а?у ду 
а? Е PP y > 4 ) 


只 要 把 时 间 的 量度 单位 适当 地 加 以 选择 就 可 以 使 方程 (3.4-3) 中 的 自然 频率 о, 等 于 1, 因 
而 就 得 出 方程 (7.8-5). & 当然 就 是 系统 的 阻尼 与 临界 阻尼 的 比值 .对 于 振荡 的 情形 来 说 。 
151 < 1。 可 以 把 方程 (7.8-5) 改 写成 

dy 


2; ке-—2ў—®» 
ду. = 
в" 7. (7.8-6) 
因此 ,我 们 就 得 到 相当 于 方程 (7.8-4) 的 方程 : 
Я 2 2:8 эь. ЭУ. (7.8-7) 
ду 了 у 


根据 方程 《7.8-7)， 不 难看 出 , 曲线 斜率 dy/dy 只 在 从 相 平 面 的 原点 出 发 的 每 一 条 射线 
上 是 相同 的 常数 .图 7.8-2 到 7.8-6 所 画 的 是 五 种 不 同 的 运动 类 型 ， 它 们 分 别 相 当 于 
ё<—1, —1<i<0, 5 一 0，0 一 二 1 UR 1<, 7.8-2 和 图 7.8-6 是 非 振荡 
的 情形 .图 7.8-3 到 7.8-5 都 是 振荡 的 情形 。 图 7.8-4 是 真正 的 简 谐 振荡 . 

在 以 上 所 画 的 这 些 图 里 , 相 平 面 的 原点 相当 于 平衡 状态 ,因为 在 这 一 点 dy/dt 和 dy/dt 
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图 7.8-4 
都 等 于 零 . 用 数学 的 术语 来 说 ， 原 点 是 方程 (7.8-6) 的 奇 
д. 然而 ,在 $5 二 0, 5 一 0 和 “> 0 这 三 种 不 同 的 情形 
下 ,平衡 状态 的 特性 是 十 分 不 同 的 ， 图 7.8-2 和 图 7.8-3 Ж 
ВЯ, 当 &<0 时 , 系统 的 运动 曲线 总 是 从 平衡 状态 发 散 出 
去 的 . 所以， 原点 是 一 个 不 稳定 的 平衡 点 。 图 7.8-5 和 图 
7.8-6 表明 , 当 5 0 时 ,系统 的 运动 曲线 总 是 收敛 到 平衡 
状态 上 来 的 ， 所 以 原点 就 是 一 个 稳定 的 平衡 点 ， 用 数学 的 
术语 来 说 , 在 图 7.8-2 和 图 7.8-6 中 , 因为 原点 是 所 有 运动 
曲线 都 要 经 过 的 点 ,所 以 称 为 结 点 。 图 7.8-3 和 图 7.8-5 的 
原点 是 螺 线 的 中 心 ,这 时 , 它 被 称 为 焦点 。 在 图 7.8-4 的 特 


殊 情 形 中 ,5 一 0, 运动 曲线 总 是 把 原点 包围 在 内 部 ,这 时 ， 
原点 就 称 为 中 心 点 . 


图 7.8-3 


图 7.8-6 


如 果 二 阶 系统 的 基本 方程 有 一 个 常数 驱动 项 ,也 就 是 说 : 
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dy 
аг 
这 里 的 с 是 一 个 常数 .这 时 也 就 有 


dy — с) йу — с) 2 
У + (у суш, 
аё? p dt O 2 


р уе, (7.8-8) 
t 


因此 , 相 平面 上 的 运动 曲线 和 图 7.8-2 到 图 7.8-6 所 画 的 完全 相似 , 只 不 过 把 平衡 点 改 为 
УЖ ЕАУ = сж Г. 

掌握 了 对 二 阶 线性 系统 的 分 析 方法 后 ， 我 们 试 讨论 二 阶 继 电 系 统 的 运动 特征 ， 在 以 
下 的 讨论 中 ,为 了 简化 继电器 的 开关 问题 的 讨论 ,我 们 先 假设 继电器 只 能 有 两 种 状态 : 单 
位 大 小 的 正 输出 和 单位 大 小 的 负 输 出 ,没有 输出 等 于 零 的 情形 .不 难 了 解 ,输出 总 是 单位 
大 小 的 假设 并 不 会 限制 问题 的 普遍 性 . 

我 们 先 来 考虑 比较 简单 的 线性 开关 的 情形 ,所 谓 "线性 开关 ”, 就 是 继电器 所 产生 的 输 
出 驱动 函数 < 的 大 小 总 是 1: || =1, 而且 这 个 输出 的 符号 与 ау 十 у 的 符号 相同 . 
在 这 里 讨论 线性 开关 的 目的 就 是 想 借 此 说 明 开关 问题 的 一 些 特点 . 

在 弗 吕 格 -有 罗 茨 〈Flaigge-Lotz) 的 论文 忆 以 及 弗 吕 格 - 罗 茨 与 克 罗 特 尔 《Klotter) @ Ж 
的 论文 中 中 都 分 析 过 有 线性 开关 的 继电器 的 伺服 系统 的 运动 状态 .以 下 的 讨论 就 是 他 们 
在 定性 方面 的 研究 结果 的 简单 总 结 . 

这 两 位 作者 所 研究 过 的 系统 的 微分 方程 是 

+ 2095 + у = за (ау + 27), 0 <E < 1, С7.8-9) 

М): 十 1 时 , 那么 , ЖАЗ БАО — 24 ж НН 2 К 0 ЈЕСТ ЕБ 5 
Р). 反之 , 当 驱 动 函 数 是 一 1 时 ,相当 的 一 条 运动 曲线 弧 就 称 为 一 个 负 弧 (简写 为 N). 所 
有 的 正 弧 的 总 体 称 为 正 系 统 。 所 有 人 负 弧 的 总 体 称 为 负 系 统 . 根据 我 们 对 方程 (7.8-8) 的 讨 
论 , 已 经 知道 ,方程 (7.8-9) 的 正 系统 是 由 收敛 的 螺 线 所 组 成 的 ， 这 些 螺 线 的 焦点 都 是 y= 


+1, 7=0; 方程 (7.8-9) 的 负 系 统 也 是 由 收敛 的 螺 线 所 组 成 的 ,这 些 螺 线 的 焦点 都 是 у= 
—1, 3 = 0. 我们 当然 希望 系统 的 最 终 状 态 就 是 原点 у = ў 一 0. 
у 按照 方程 《7.8-9) 右 端的 开关 函数 中 а 与 2 的 符 


=. 可 以 规定 四 种 情形 ， 
我 们 把 а> 2, 22 0 的 情形 称 为 第 一 种 情形 . 
这 时 ,开关 曲线 ау 十 by = 0 是 一 条 经 过 相 平 面 的 原 
点 而 且 位 置 是 在 第 二 象限 和 第 四 象限 内 的 直线 . 在 这 
› ”条 直线 的 右 方 ay 十 by ZEX. 所 以 ,那里 是 一 个 正 
系统 的 区 域 . 在 这 条 直线 的 左 方 ，ay 十 by 是 负数 ， 
所 以 ,是 一 个 负 系 统 的 区 域 . 在 这 条 开关 线 上 , 正 系统 
开关 线 和 人 负 系 统 连 接 起 来 , 而 且 , зоо СЕУ 
ay + =0 负 弧 的 连接 点 ) 也 发 生 在 这 条 线 上 (图 7.8-7)， 存 在 周 
图 7.8-7 期 解 的 条 件 就 是 : 存在 一 个 正 弧 ， 这 个 正 弧 与 开关 线 
的 两 个 交点 与 原点 距离 相等 .理由 是 这 样 的 ， 如 果 确 实 存在 这 样 一 个 正 弧 ,那么 ,根据 对 
称 性 ,在 开关 曲线 的 男 一 方 也 必然 有 一 个 连结 这 两 个 交点 的 负 弧 .因此 ,这 两 个 弧 就 组 成 
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一 条 相 平 面 上 的 闭合 曲线 .用 非 线 性 力学 的 术语 来 说 ， 这 种 周期 解 就 称 为 极限 环 . 在 以 
下 的 讨论 中 我 们 就 会 看 到 ,在 所 考虑 的 情形 中 确实 可 以 发 生 周 期 解 . 

不 难看 出 ,总 会 有 一 个 正 弧 和 一 个 负 弧 与 开关 曲线 相 切 , 设 这 两 个 切 点 分 别 是 S。 和 
Ss СЕ 7.8-8). 而且， 设 这 两 个 弧 与 开关 曲线 的 另外 的 交点 分 别 是 Re 和 Км. Sp 与 Sy 
对 于 原点 是 对 称 的 。Rz 与 Ry 也 是 这 样 的 。 先 假设 t а 和 4。 之 间 的 关系 ,使 得 Ry 点 
在 55у 线段 之 外 《就 象 图 7.8-8 的 情形 )， 这 时 ， 如 果 某 一 个 解 在 开关 曲线 上 的 超 点 与 
55у 线段 足够 接近 , 那么 , 经 过 这 个 点 的 运动 曲线 必然 在 开关 曲线 的 左 方 或 右 方 离开 开 
关 曲 线 ， 不 再 与 开关 曲线 相交 .至 于 在 哪 一 方 离开 开关 线 就 要 由 起 点 的 位 置 来 确定 ， 璧 
如 说 ,起 点 在 Ss 与 Rp 之 间 , 那么 , 经 过 这 个 点 的 运动 曲线 就 在 开关 曲线 的 右 方 离开 开关 
8. 我 们 也 可 以 证 明 , 如 果 开 关 线 右 方 的 正 弧 与 开关 曲线 相交 于 两 点 , MWA, XAMA 
点 (第 二 个 交点 ) 到 原点 的 距离 小 于 起 点 《第 一 个 交点 ) 到 原点 的 距离 。 因 此 ,永远 不 可 能 
满足 有 周期 解 的 条 件 。 所 以 ,系统 的 运动 曲线 永远 是 围绕 某 一 个 焦点 的 螺 线 , 因此 , 最 终 
状态 不 可 能 是 相 平 面 的 原点 . 

但 是 ,如 果 Ry 和 К 都 在 SpSw 线段 上 《图 7.8-9)， 就 存在 一 个 周期 解 . 理由 是 这 样 
的 : 根据 我 们 的 假设 , 正 弧 А5 的 起 点 Re 到 原点 的 距离 小 于 终点 5р 到 原点 的 距离 .但 
是 ， 把 图 7.8-5 的 收敛 螺 线 的 焦点 从 原点 移 到 十 1 点 《相当 于 正 弧 》 和 一 1 点 (相当 于 负 
弧 ) 的 手续 对 于 离 原 点 很 远 的 部 分 影响 非常 小 。 所 以 ;如果 一 个 正 弧 在 开关 线 上 的 起 点 离 
原点 非常 远 ,那么 , 这 个 弧 在 开关 线 上 的 终点 与 原点 的 距离 就 比较 近 一 些 ( 这 是 螺 线 的 性 
质 ). 因 此 ,这 种 弧 与 RpSp 弧 的 性 质 刚好 相反 .因为 曲线 之 间 的 变化 是 连续 的 , 所 以 , 一 
定 有 一 个 中 间 状 态 的 正 弧 ， 这 个 正 弧 的 起 点 和 终点 与 原点 的 距离 相等 。 这 就 是 存在 周期 
解 的 条 件 . 图 7.8-9 中 所 画 的 闭合 曲线 就 是 这 个 周期 解 . 事实 上 , 已 经 作 过 的 数学 分 析 不 
但 证 明了 上 述 的 事实 ,而 且 还 进一步 证 明 : 这 个 周期 解 不 只 是 唯一 的 ,而 更 重要 的 是 ,这 个 
解 还 是 稳定 的 ,具体 地 说 : 所 有 初始 点 在 这 个 闭合 曲线 外 面 的 解 , 最 后 都 趋 近 于 这 个 周期 
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(周期 解 》 
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7.8-8 图 7.8-9 
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解 ; 所 有 初始 点 在 这 个 闭合 曲线 内 部 而 在 闭 曲线 RoSpRySwR。 所 包围 的 区 域 (也 就 是 图 
7.8-9 的 阴影 区 域 ) 之 外 的 解 , 最 后 也 趋 近 于 这 个 周期 解 ， 初 始点 在 闭 曲线 RpSpRNSwRp 
内 部 的 运动 曲线 最 后 总 是 趋 近 于 某 一 个 焦点 ,也 还 是 没有 趋 近 于 原点 的 可 能 性 . 

第 二 种 情形 就 是 0 而 Б 二 0 的 情形 。 这 时 ,开关 曲线 ay 十 好 一 0 经 过 第 一 
象限 和 第 三 象限 。 正 系统 和 负 系 统 与 前 一 种 情形 是 一 样 的 。 在 这 种 情形 中 不 可 能 有 周期 
48. Re Rus Sp 和 Sy 的 定义 也 与 以 前 相同 .这些 点 和 原点 在 开关 线 上 的 位 置 的 顺序 是 
Rp, Sps 0, Sns Юм; 图 7.8—10 所 画 的 就 是 这 种 情形. 在 SpSN 线段 上 有 一 种 新 的 现象 : 
我 们 来 考虑 一 个 在 E 点 与 这 个 线段 相交 的 解 СЕ 点 是 SrSw 上 某 一 点 )。 假 设 这 个 解 与 开 
关 线 的 相互 位 置 就 象 图 7.8-10 所 画 的 那样 , 那么 ， 这 个 解 在 五 点 将 会 怎样 昵 ? 既然 互 点 
在 开关 线 上 , 照 道 理 讲 , 到 达 点 以 后 ,表示 系统 运动 状态 的 动 点 就 应 该 沿 一 个 负 弧 前 进 . 
但 是 ,从 E 点 开始 的 负 弧 又 会 使 动 点 再 回 到 原来 的 半 平 面 ( 也 就 是 到 达 E 点 以 前 所 在 的 半 
平面 ) 上 来 ,可 是 ,在 这 个 半 平 面 上 ay + рус 0, REBER, ВТ, 到 达 五 点 以 
后 , 动 点 不 可 能 再 沿 负 弧 前 进 ; 另 一 方面 , 动 点 到 达 E 点 以 后 也 一 定 不 能 再 继续 沿 正 弧 前 
进 ， 因 为 上 只 有 刚刚 走 过 的 路 线 是 经 过 E 点 的 唯一 的 正 弧 。 因此, 我们 可 以 说 ,点 以 后 的 
解 是 不 存在 的 ,或 者 说 , 解 在 互 点 终止 。 任 何 一 个 从 ЕК 线段 的 外 部 开始 的 解 , 在 没有 

与 RpRw 线段 相交 之 前 总 是 旋转 地 逐渐 接近 原 

5 во №: 最 后 ,如 果 这 个 解 与 SR 相交, 它 就 趋 近 

od 于 +1; WRS SwRw 相交 , ВЖЕ 一 1 

点 ;如 果 这 个 解 最 后 与 SrSw 相交 , 那 就 会 发 生 

古怪 的 “终止 现象 ， 在 “终止 > 的 情况 下 ， 系 统 

的 “位 置 ? 和 “速度 ”都 固定 不 变 ， 这 当然 是 不 合 
情理 的 事情 . 

其 实 ,在 真实 情况 中 ,系统 的 运动 状态 是 不 
可 能 “终止 > 的 , 它 总 是 要 在 时 间 过 程 中 进行 的 . 
得 出 上 述 的 荒 廖 结果 的 理由 也 是 可 以 解释 的 : 
因为 实际 的 开关 动作 总 是 有 时 滞 的 ,所 以 ,一 个 

лз 解 与 开关 线 相交 时 驱动 函数 并 不 立刻 改变 符 
号 ,所 以 解 还 要 继续 前 进 一 段 时 间 , 在 这 一 段 继续 前 进 的 时 间 中 驱动 函数 还 保持 原来 的 符 
号 ， 在 第 一 种 情形 中 ,因为 这 样 一 个 时 滞 不 很 大 ,所 以 对 系统 的 基本 运动 状态 没有 什么 影 
响 , 但 是 , 在 现在 的 情形 中 , 时 沾 就 可 以 使 系统 的 解 避免 发 生 “终止 现象。 现在 我 们 来 观 
察 一 个 到 达 “ 终 止 点 ”的 解 。 由 于 时 灌 的 缘故 , 解 不 再 在 这 一 点 终止 ,而 要 继续 前 进 某 一 段 
距离 ,然后 才 发 生 开关 动作 ,开关 动作 就 使 解 在 相 平面 上 画 出 一 个 隅 角 , 但 是 ,在 隅 角 上 解 
还 是 存在 的 。 从 这 个 隅 角 出 发 , 解 又 在 相反 的 方向 上 越过 开关 线 , 解 越 过 开关 线 一 个 短 的 
距离 以 后 ,又 在 相 平 面 上 画 出 另 一 个 阳 角 ,以 后 的 过 程 也 是 类 似 的 , 就 象 图 7.8-11 所 画 的 
那样 .从 这 个 图 可 以 看 到 ,这 种 “锯齿 状 * 的 运动 ,最 后 就 使 得 系统 “ 抱 出 ”5pSw 区 域 ,最 后 ， 
解 就 趋 反 于 某 一 个 焦点 。 所 以 ,时 滞 可 以 消除 解 的 终止 现象 , 但 是 , 系统 的 运动 状态 还 是 
不 能 令 人 满意 ,因为 , 解 还 是 不 能 最 后 到 达 原点 . 
在 第 三 种 情形 中 。a 二 0, 而 5 > 0. 这 种 情形 的 开关 线 也 是 通过 相 平面 的 第 一 象 
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限 和 第 三 象限 的 ,但 是 ,现在 的 正 系统 在 开关 线 的 左 方 , 负 系统 在 开关 线 的 右 方 (这 与 第 二 
种 情形 恰好 相反 7. 在 这 种 情形 中 , 总 是 存在 一 个 稳定 的 周期 解 (或 者 说 是 一 个 稳定 的 极 
限 环 《图 7.8-12)， 而 且 , 这 个 周期 解 就 决定 了 所 有 的 情况 ,因为 ,所 有 其 他 的 解 最 后 都 趋 
近 于 这 个 周期 解 . 所 以 ,在 这 种 情形 里 ,还 是 不 能 使 系统 达到 相 平 面 的 原点 ， 


7.8-11 图 7.8-12 


第 四 种 情形 就 是 a < 0 同时 <0 的 情形 。 这 种 情形 的 开关 线 与 第 一 种 情形 相同 ， 
而 正 弧 和 负 弧 的 分 布 状态 与 第 三 种 情形 相同 。 可 以 证 明 , 在 这 种 情形 中 不 可 能 有 周期 解 . 
如 果 , 开关 动作 没有 时 滞 , 那么 ，SpSw 线段 (图 7.8-13) 就 是 由 终止 点 组 成 的 ， 如果， 从 
55у 线段 上 每 一 点 出 发 向 后 (也 就 是 在 时 间 减 小 的 方向 上 ) 描 画 解 的 图 线 , 就 可 以 看 到 这 
些 曲线 盖 满 了 全 平面 ,这 也 就 是 说 ,所 有 的 解 都 “终止 ”在 开关 线 的 SrSw 线段 上 . 

但 是 ,这 里 也 和 第 二 种 情形 一 样 ,时 滞 的 存在 
就 使 情况 大 不 相同 了 。 当 解 还 没有 到 达 SpSw 线 
段 的 时 候 ， 时 灌 并 没有 什么 重要 作用 ;但 是 , 当 解 
到 达 55у 线段 时 ,时 滞 就 使 解 不 再 终止 ,而 能 
解 越过 开关 线 一 段 不 大 的 距离 。 然 而 ， 画 出 一 个 
隅 角 , 接 着 又 越过 开关 线 ， 又 作出 另 一 个 隅 角 , 以 
后 还 是 这 样 继续 下 去 .从 图 7.8-13 可 以 看 出 , 这 
种 锯齿 状 的 运动 就 使 系统 的 运动 状态 趋 近 于 原 
点 ,最 后 ,系统 就 在 原点 附近 作 频 率 高 振幅 小 的 振 
动 ， 时 沾 越 小 ， 振 动 的 频率 就 越 高 ， 这 种 状态 就 
称 为 继电器 伺服 系统 的 颜 震 . 

这 样 一 来 ， 我 们 就 看 出 ， 讨 论 过 的 四 种 情形 аи 
中 ,只 有 第 四 种 情形 能 使 系统 趋 于 所 希望 的 平衡 状态 ,但 是 ,即使 如 此 ,系统 还 是 在 平衡 状 
ЖИПТЕЙ. 

以 上 就 是 弗 吕 格 - 罗 茨 和 克 罗 特 尔 的 理论 分 析 的 介绍 ,从 这 里 就 可 以 看 出 线性 开关 的 
缺点 ,同时 也 就 会 知道 ,使 伺服 系统 具有 最 优 运转 状态 的 最 优 开关 函数 一 定 不 会 是 线性 开 
关 函 数 ， 究 竟 什 么 样 的 开关 函数 是 最 好 的 呢 。 这 一 问题 最 早 由 布 绍 (Bushaw) 给 出 了 确 
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切 的 答案 ， 目 前 任 一 线性 受 控 对 象 的 理想 开关 函数 的 形式 均 可 迅速 求 出 . 关于 二 阶 系统 
的 最 优 开关 理论 的 主要 结论 和 更 一 般 的 线性 系统 最 优 开关 函数 的 综合 理论 将 在 下 章 内 详 
яла. 
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如 本 章 前 面 几 节 所 指出 的 ， 通 常 非 线性 元 件 对 系统 产生 不 利 影响 .最 常见 的 是 使 系 
统 的 稳定 性 变 坏 , 对 信号 的 相位 产生 述 后 效应 等 等 . 但 是 , 巧妙 地 应 用 某 些 非 线 性 环节 ， 
可 以 使 它们 的 不 利 因素 变 成 有 利 的 因素 .前 节 内 讲 到 的 具有 最 优 开 关 的 继 电 系 统 便 是 一 
个 重要 例证 .在 一 般 随 动 系统 中 继 电 元 件 常 引 起 不 衰减 的 持续 振荡 .但 是 正确 地 选择 开 
关 时 刻 以 后 , 系统 就 会 获得 快速 性 . 以 后 还 要 严格 证 明 , 当 控 制 信号 的 强度 受到 限制 时 ， 
一 切 最 速 控制 系统 都 有 继 电 系统 的 特性 . 
文献 [8] 中 指出 了 另外 一 种 情况 ,通常 认为 有 害 的 间隙 性 的 元 件 ( 参 看 图 7.3-10)， 也 
可 以 反 其 害 而 得 利 ， 用 它 构 成 一 个 简单 的 相位 超前 环节 。 为 了 介绍 这 个 思想 ， 我 们 将 图 
7.3-10 所 示 的 元 件 运 动 方程 式 写 出 : 
0 一 他 一 2? 9, > 0, 
9. +8 =, 
[0, — 0,| < в, 0,= 0. (7.9-1) 
若 将 这 种 环节 按 图 7.9-1 所 示 办 法 连接 , 就 得 到 一 个 新 的 非 线 性 系统 . 当 K > К, 
时 ,这 个 新 系统 的 运动 特性 示 于 图 7.9-2 中 , 它 的 运动 方程 式 为 


图 7.9-1 7.9-2 


(К, — К,)0, + К,5, 0, > 0, 

(К. — К,)0, — К,5, 6, < 0, 

К.0, — К,(0,„ах — 8), Omax — 0, < 28, 

К.В, 一 天 (Onin + 6), Oi — Oimin < 28. (7.9-2) 
式 中 Omar 和 Omin 为 6 变 号 时 刻 Ө, 的 取 值 , 8139220 6, 自 正 值 变 为 负 值 时 Ө, 的 取 值 , 后 
者 为 和 自负 值 变 为 正 值 时 Ө, 的 取 值 ， 


0, 一 
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设 Ө, 按 余弦 函数 变化 , 即 
Ө, = 4coscot。 
代入 式 (7.9-2) 以 后 , 6: 的 变化 规律 为 
К.А соѕоі — К,А + Kð, 2mr < wt < 2ma + Pz, 
(К, — K:)A coswt — K8, 2тл + фз < ог < (2т + Пл, 
К.А созо: + К,А — Кб, (2т + Пл << ог < От + Пл + фә, 
(К, — КА созо: + K8, (2m + 1)х + р» S шг < 2(т + Пл, 


式 中 т =0,1,2, --+, Pz = соз ! (1 Е 22) 当 输 入 Ө, = Acosar 时 ,新 的 非 线 性 系 
统 的 输出 形式 示 于 图 7.9-3 н, 


9, = 


| Ө, = А соз wt 


,0,(7) 


7.9-3 
把 0,4) 展 成 侍 氏 级 数 ,并 写 出 第 一 次 谐 波 的 表达 式 : 
0:(t) = acoswt + Ьѕіпо + R(t), (7.9-3) 


AP RGO 为 各 高 次 谐 波 的 和 . 容易 检查 , 上 式 内 一 次 谐 波 的 两 个 系数 可 由 下 式 算出 : 


(12 aa 
p (1 二 | -Wani в), 


а = Kis| ciez 十 с, кш суга — с 
p = Кай (= 1), 
-L gok B 
сі = 5° 2 К, С7.9-4) 
с 足够 大 的 时 候 , 即 К, 比 К, 大 得 多 的 时 候 ，a > 0, р < 0. 记 
1 с, Ай... coso = ы... 
ТГ 
这 样 定 义 的 角度 9 为 正 值 。 于 是 , 式 (7.9-37 可 以 写成 
0, (2) = Ма + bcos lwt + p) + RO. (7.9-5) 


由 此 可 知 ,图 7.9-1 所 示 的 结构 图 的 确 具 有 相位 超前 的 作用 ,只 要 К, 取得 合理 ,使 а с 0 
就 可 以 了 .同时 ,第 一 次 谱 波 的 相位 超前 量 可 以 用 变化 K 和 К, 的 比 任意 加 以 调整 . 

在 文献 [8] 中 , 作者 还 指出 ， 如 果 在 图 7.9-1 所 示 的 网 络 后 面 串联 一 个 极 化 继电器 类 
的 元 件 ， 则 输出 与 输入 之 间 依 然 可 以 有 相位 超前 的 作用 。 这 种 网 络 在 原理 上 可 以 用 来 补 
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偿 系统 中 的 时 延 或 惯性 . 

为 了 用 具有 非 线 性 特性 的 器 件 改善 线性 系统 的 性 能 ， 有 人 专门 设计 了 一 种 非 线性 积 
分 器 ,用 以 代替 普通 的 积分 器 , 它 的 线路 见 图 7.9-4， 从 图 中 可 以 看 出 , 它 实 际 上 是 由 两 个 
积分 器 联合 组 成 的 ， 上 面 一 半 专 为 积分 正信 号 而 
设置 的 ,下 面 一 半 积 分 负 信号 。 当 输入 端 е; 加 上 
茶 一 正弦 信号 后 ， 这 个 线路 输出 信号 基 波 振幅 是 
输入 信号 的 振幅 的 积分 ， 然 而 相位 滞后 却 不 象 通 
币 的 积分 器 那样 为 90", 而 只 有 —38.1°. 这样 一 
来 , 它 与 普通 积分 器 进行 比较 ,图 中 所 示 的 线路 好 
有 具有 “相位 超前 ”的 作用 .下 面 我 们 概略 分 析 一 
下 它 的 工作 特点 ， 

假定 图 7.9-4 所 示 的 非 线性 积分 器 的 输入 е; 


为 


图 7.9-4 
在 正 半 周期 中 ,上 半 积 分 器 起 积分 作用 ,输出 为 


і 
е 一 -一 一 -- | E; sin wtawt 
0 


е; = Е; ѕіп ot, 


Е; 
wRC 
在 负 半 周期 中 ,下 半 积 分 器 起 积分 作用 ,输出 为 
1 


rtt 
ew = — | E; sin wtdwr 
WRC - = 


(1 一 созо), 0 <; < л, 


Е; 
ок С 
因此 ,一 个 周期 中 非 线性 积分 器 的 输出 co 应 为 

Е, 
ок С 
ер = ШЕ 
ок С 
这 个 函数 的 波形 画 在 图 7.9-5 中 .将 式 (7.9-7) 定义 的 非 线性 函数 o) 展开 为 传 里 叶 级 
数 : 


(1 一 созо), zt 2л, (7.9-6) 


(1 一 созо), 0 <; < я, 


(1 一 созш), я < < 2л, С7.9-7) 


Е; 4 
co = 一 cos 01 十 一 
wR C т wRC 


略 去 展 式 中 的 高 次 谐 玻 ,近似 地 取 


_ 4 
ео = 一 
т 


+ sin 3021 sin Sw 
sin wf 一 一 一 一 十 一 一 一 一 :|]， 


Е; . Е; 
sin wt 一 cos wt 
wRC wRC 


E; ta 
| == Е + 1 sin (о =“ Өө.) (7.9-8) 
一 38.1"， 所 以 它 的 等 效 传递 函数 为 


式 中 0, = гапт! = 
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Fio) + LCL = 1262,0, 7.9-9 
Ки) {юу wRE М 


应 用 这 种 积分 器 能 起 线性 积分 器 所 不 能 起 到 的 作用 . 璧 如 说 ， 在 以 干 摩擦 为 主要 负 
载 的 伺服 系统 中 ， 用 通常 的 线性 积分 器 就 无 法 消除 干 摩擦 造成 的 静态 误差 . 但 是 应 用 非 
线性 积分 器 代替 它 ,不 仅 可 以 在 相当 大 的 程度 上 消除 静态 误差 ,而 且 系统 的 动态 性 能 也 将 
得 到 改善 


图 7.9-5 


非 线 性 特性 有 益 利用 的 例子 当然 不 只 这 两 例 , 举 这 两 例 只 是 说 明 这 样 一 点 ,一 些 非 线 
性 元 件 在 特定 的 条 件 下 巧妙 地 应 用 , 可 以 收 到 很 好 的 效果 . 
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第 五 章 内 我 们 曾 研 究 过 线性 系统 的 设计 ， 那 里 设计 出 来 的 控制 装置 产生 的 控制 规律 
是 系统 误差 座 标的 线性 函数 。 这 种 线性 规律 的 结构 形式 常常 是 预先 给 定 的 ， 或 者 是 设计 
指标 所 要 求 的 。 这样 设计 出 来 的 线性 系统 的 一 个 重要 特点 是 控制 量 的 取 值 与 误差 的 大 小 
成 比例 ， 当 系统 误差 很 大 时 控制 量 的 值 -一 般 来 讲 也 是 很 大 的 .。 因 此 可 以 说 在 线性 系统 中 
控制 量 是 被 假定 为 不 受 任何 限制 的 。 这 种 假定 在 系统 误差 较 小 的 情况 下 是 与 实际 情况 相 
符合 的 ,例如 在 稳 态 工作 的 随 动 系统 ， 它 的 基本 工作 方式 是 消除 小 误差 ,误差 座 标 和 控制 
量 之 间 的 这 种 线性 关系 总 能 准确 地 保持 . 

但 是 , 当 误 差 座 标 很 大 时 ,控制 量 按 比例 送出 大 的 控制 作用 往往 是 不 现实 的 。 实际 问 
题 表明 ， 任 何 控制 作用 的 取 值 总 要 受到 客观 条 件 的 限制 ， 例 如 液压 和 伺服 阀 的 位 移 受 到 结 
构 尺 寸 的 限制 ; 如 果 它 是 电信 号 ,将 受到 电源 电压 或 电源 电流 的 限制 ; 如 果 控 制 量 是 飞行 
器 的 舵 偏 角 ， 则 它 将 受 极限 位 置 的 限制 等 等 。 这 种 限制 最 具有 代表 性 的 例子 是 前 章 内 曾 
讨论 过 的 继 电 伺 服 系统 。 如 果 用 继电器 作为 控制 装置 的 输出 元 件 ， 则 控制 量 的 取 值 只 可 
能 有 两 个 或 三 个 , 即 最 大 值 , 最 小 值 和 零 值 . 在 控制 量 受 限制 情况 下 如 何 设计 控制 装置 ， 
这 就 是 我 们 将 要 讨论 的 问题 。 这 一 章 主要 讨论 最 速 控制 问题 。 我 们 假定 : 

(1) 设计 指标 是 过 渡 时 间 最 小 . 

(2) 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 线性 的 ( 除 第 8.7 节 外 )， 其 诸 系数 可 能 是 常 值 或 为 时 
[НУ E Я1рА Ж. 

(з) 控制 量 的 取 值 范围 受 限制 ,其 限制 形式 为 

[а] < М, i=1,2,.*r, (8.0-1) 


或 


llall = JÈ (а) < М, (8.0-2) 


以 后 我 们 将 称 第 一 种 限制 为 4 型 限制 ,第 二 种 限制 为 巨型 限制 ， 每 一 分 量 w; 的 变化 速率 
假定 不 受 任何 限制 ,它们 可 以 瞬时 变化 取 值 ,如 果 需 要 的 话 , 可 以 像 继 电器 一 样 地 工作 . 

对 最 速 系统 的 研究 , 近 二 十 年 来 有 很 大 进展 , 对 线性 受 控 对 象 来 讲 , 设计 方法 问题 已 
基本 解决 。 本 章 内 我 们 将 主要 叙述 这 些 方法 的 基本 原理 。 至 于 对 数学 严格 理论 感 兴 趣 的 
读者 , 可 参看 本 章 的 参考 文献 ， 


81 最 优 开关 函数 


上 一 章 曾 用 相 平 面 的 方法 讨论 了 二 阶 继 电 系 统 的 各 种 开关 规律 对 系统 性 能 的 影响 . 
从 那里 可 以 看 到 线性 开关 的 缺点 ， 从 前 章 的 讨论 中 我 们 也 得 到 了 启发 ， 最 好 的 开关 函数 
一 定 不 是 线性 函数 ， 本 市 内 我 们 先 介绍 一 些 早 期 的 研究 结果 ， 即 在 相 平 面 上 如 何 找 出 最 
好 的 开关 沙 数 。 这 里 我 们 先 不 谈 一 般 理 论 ， 以 使 读者 能 看 到 一 般 理 论 是 如 何在 这 些 具体 
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研究 工作 的 基础 上 发 展 起 来 的 . 
如 果 一 个 二 阶 系统 的 控制 量 的 取 值 只 能 是 土 1, 这 个 系统 的 方程 可 以 写成 
4% у 
dt а 
全 + бу, y) = (у, ў) (8.1-1) 


其 中 фСу, у) 是 一 个 不 连续 的 函数 , 它 只 能 取 十 1 和 一 1 这 两 个 值 ， 我 们 可 以 提出 这 样 
一 个 最 优 开关 问题 : 要 求 找 出 一 个 函数 Су, ў), 使 得 方程 (8.1-1) 的 经 过 相 平 面 上 任何 
一 点 了 的 解 都 能 到 达 原 点 0; MEH, 沿 着 这 条 经 过 P 的 解 的 路 线 , 从 P 变动 到 0 所 需要 的 
时 间 对 于 9 来 说 是 极 小 的 ,也 就 是 说 ,任何 一 个 其 他 的 函数 9 都 不 能 使 这 个 时 间 更 短 . 这 
样 求 出 的 函数 Су, у) 就 是 这 个 特殊 间 题 的 "最 优 开关 函数 ”， 这 个 特别 的 开关 问题 曾经 
被 布 绍 研究 过 中 。 对 于 gCy, 7) 为 线性 的 特殊 情形 gCy, 7) = 269 十 у 是 任何 实数 )， 
他 给 出 了 完全 的 解答 .然而 , 布 绍 所 用 的 数学 方法 非常 复杂 ,而 且 很 难 推广 到 其 他 情形 中 
去 ,所 以 ,在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 只 限于 说 明 他 所 得 到 的 结果 . 

只 要 20, у) 是 连续 函数 , 那么 ， 布 绍 所 提出 的 正则 路 线 的 概念 就 是 一 个 很 有 用 的 
普遍 概念 ， 所 谓 路 线 就 是 相 平面 上 的 运动 轨 线 .既然 ФО, 只 能 取 + 和 一 1 两 个 
值 , 所 以 一 个 路 线 便 只 由 正 弧 《P) AAI O) 组 成 的 ， 在 时 间 增 加 的 过 程 中 ， 当 控制 函 
数 从 十 1 变 为 一 1 时 ,路 线 就 由 一 个 正 弧 转 到 一 个 负 弧 上 去 ,这 两 个 弧 的 交点 称 为 一 个 正 
АВ. 类 似 地 ， 相 当 于 开关 函数 从 一 1 变 到 十 1 的 交点 就 称 为 负 正 隅 和 角 . 如 果 一 条 路 
RE y 轴 的 上 方 不 包含 负 正 隅 和 角 而 且 在 У 轴 的 下 方 不 包含 正 负 隅 角 , 那 么 ,这 条 路 线头 称 
为 正则 路 线 . 正则 路 线 的 重要 性 在 于 : 极 小 路 线 ( 所 用 的 时 间 是 极 小 值 的 路 线 ) 一 定 是 正 
则 路 线 . 这 也 就 是 说 ,如 果 从 了 点 出 发 给 定 一 条 不 是 正则 的 路 线 A， 那 么 ,总 可 以 找到 一 - 
条 从 P 了 出 发 的 正则 路 线 ， 经 过 这 条 路 线 所 用 的 时 | 间 比 经 过 人 所 用 的 时 间 短 . 这 是 很 容易 
证 明 的 .譬如 说 , 一 条 路 线 在 y 轴 上 方 有 一 个 负 正 隅 角 Р. 就 像 图 8.1-1 所 画 的 那样 . 
用 疡 表示 路 线 在 P 点 以 前 的 最 后 一 个 隅 角 或 者 路 线 与 y 轴 的 交点 , 这 两 个 点 中 哪 一 个 点 
离 了 比较 近 ， 就 规定 P' 是 那 一 点 .在 P 点 以 后 的 相当 点 用 P” 表示 . MAP 点 出 发 向 前 画 
一 条 正路 线 , 再 从 P” 出 发 向 后 男 一 条 负 路 线 ， 这 两 条 路 线 相交 于 Р” 点. 根据 基本 方程 
《8.1-1) 我 们 就 有 : 


dy ӯ 

因此 ， 在 相 平 面 上 的 任何 一 点 正路 线 的 斜率 的 代数 值 总 是 大 于 负 路 线 的 斜率 的 代数 值 . 

所 以 ,路 线 之 间 的 几何 形式 就 是 图 8.1-1 所 画 的 那 种 情形 。 如 果 我 们 把 给 定 的 路 线 Р'РР” 

改 为 РР”Р", ЯВА, KRE Y 轴 上 方 的 负 正 隅 角 己 就 被 销 除 掉 了 ,因而 也 就 变 成 了 正则 

路 线 ， 如 果 我 们 用 (PPP) RRM P BI Р 9] Р” 所 用 的 时 间 , 用 РРР”) 表示 经 过 
EWER РРР” 所 用 的 时 间 , 那 么 

= [rr Z> 


dý _ —8(, 9) + ФО, Do, (8.1-2) 


iCP'P P") == засы у" 
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但 是 ,对 于 任何 一 个 固定 的 У 值 来 说 ,正则 路 线 上 的 y 值 总 是 大 于 原来 路 线 (PPP) 上 的 
ў Am, (PPP) < ‹СР'РР”). 所 以 ,正则 路 线 比 非 正 则 路 线 “ 短 ”. 

作为 应 用 最 优 开关 函数 理论 的 一 个 简单 例子 ， 我 
们 取 gCy, 7) 一 5“y。 于 是 ,方程 组 (8.1-12 变 为 
ду 


„= ы деш у 
dt Í 


а = =ý + ply, 9). (8.1-3) 
路 线 弧 的 正 系统 和 负 系 统 当 然 与 导 值 有 关 ; 但 是 ,由 于 
方程 组 (8.1-3) 中 不 明显 地 包含 y, 所 以 , 弧 的 系统 所 
包含 的 弧 都 是 沿 》 轴 方向 移动 而 得 出 的 平行 曲线 .在 
图 8.1-2 中 ,对 于 “ 值 的 三 种 可 能 的 情形 ,。 画 出 了 通过 Е а 
н О ОТЕ Т у АЗ, С 0 的 情形 与 其 余 两 种 情形 不 同 ， 如 果 要 
求 最 后 到 达 原 点 ,那么 ;的 初始 值 就 必须 在 —1/5 与 二 1 人 之 间 。 所 以 ， 对 于 这 种 情形 
ЗМ, RAA у 的 初始 值 在 所 说 的 范围 内 的 时 候 ,最 优 开关 问题 才 有 意义 ， 


0<& 


8.12 


我 们 用 Г 表示 经 过 原点 的 正路 线 在 7 轴 下 方 的 那 一 部 分 ,用 Го 表示 T 对 原点 的 
“反射 ”〈 斜 对 称 曲线 )， 所 以 , Г 就 是 经 过 原点 的 负 路 线 在 》 轴 上 方 的 部 分 .T* ЖИ ГУ #8 
成 一 个 曲线 T。 如 果 在 某 一 条 曲线 的 上 方 ,开关 函数 ФС) № 一 1 值 ,在 这 条 曲线 的 下 
HARAR pO, 7) 取 十 1 值 ,这 条 曲线 就 称 为 开关 曲线 ; 布 绍 证 明 , 上 述 的 曲线 就 
是 最 优 开 关 曲 线 ， 图 8.1-3 就 是 这 种 情形 . 开关 动作 的 物理 过 程 是 这 样 的 ， 从 TT 上 方 的 
任何 一 点 了 开始 ,控制 函数 的 值 是 一 1, 系统 的 运动 沿 着 一 个 负 弧 到 达 开 关 曲 线 Г. МЕ 
控制 函数 的 值 就 变 为 +1, 然后， 系统 就 沿 着 了 最 后 达到 原点 .如果 初始 点 了 在 了 的 下 
方 ; 控 制 函 数 的 值 是 十 1。 于 是 系统 沿 着 一 个 正 弧 到 达 开关 曲线 T， 在 开关 线 上 , 控制 函 
数 的 值 变 为 一 1, 然后 系统 就 沿 着 工 达到 原点 . 

从 以 下 的 说 明 中 ,就 可 以 看 到 布 绍 所 解 出 的 最 优 开关 曲线 是 正确 的 .首先 ,我 们 都 知 
道 ; 为 了 达到 原点 路线 的 最 后 一 部 分 必须 是 了 ， 因 为 只 有 了 是 通过 原点 的 路 线 。 假 定 初 
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始点 在 T 的 上 方 , 按 照 布 绍 的 结果 ,最 优 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 从 P 到 本 的 负 弧 ， 第 二 部 
分 就 是 沿 着 T 到 达 原 点 的 路 线 ， 这 也 就 是 图 8.1-4(a) 中 包含 虚线 部 分 的 路 线 . 如 果 开 关 
动作 开始 得 太 早 , 在 到 达 了 之 前 就 有 一 个 负 正 隅 和 角 . 为 了 到 达 原 点 ,我 们 还 必须 使 开关 动 
作 再 进行 一 次 ,因而 也 就 要 再 作出 一 个 正 负 隅 角 . 如 果 这 个 开关 动作 在 P ARE, ХЕ] ў 


ё<0 С == 6 o<% 


图 8.1-4 


还 是 负数 ,于 是 路 线 就 不 能 满足 正则 路 线 的 条 件 . 因此 ,在 这 条 变化 了 的 路 线 上 所 用 的 时 
间 一 定 比 最 优 路 线 长 。 如 果 正 负 隅 角 在 Р” 点 ,这 时 了 是 正 数 ,然而 , 沿 这 条 路 线 到 达 原 点 
所 用 的 时 间 还 要 更 长 一 些 , 因 为 在 这 条 路 线 中 还 包含 了 一 条 花费 时 间 的 多 余 的 闭路 线 . 因 
此 我 们 可 以 看 出 : 过 早 的 开关 动作 是 不 利 的 . 图 8.1-4(b) 表示 的 是 开关 动作 过 述 发 生 的 
情形 。 既然 P'0 和 PP” 这 两 条 路 线 是 平行 的 ,经 过 这 两 条 路 线 所 用 的 时 间 也 应 该 是 一 样 
长 的 ， 所 以 从 图 8.1-4(b) ЖЖ, 过 退 发 生 开关 动作 也 是 有 害 的 。 图 8.1-4(c) 所 表示 的 又 
是 另 一 种 情形 , 这 时 , 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 正 弧 而 不 是 负 弧 .可 是 ,从 图 形 上 能 明显 地 
看 出 ,这 个 情形 也 比 最 优 路 线 的 情形 坏 . 以 上 的 各 种 芳 虑 表明 ,选取 正则 路 线 为 最 优 路 线 
的 作法 是 正确 的 . 

布 绍 把 (у) = 25у + у Е 可 以 是 任意 实数 ) 的 二 阶 线性 系统 的 最 优 开关 曲线 具 


8.1 最 优 开关 上 函数 205 


体 地 确定 了 出 来 ， 下 面 ,我 们 将 只 叙述 他 的 结果 而 不 加 以 证 明 ; 从 上 述 比较 简单 情形 的 讨 
论 来 看 ,所 要 介绍 的 结果 的 一 般 性 质 也 是 不 难 理解 的 。 对 于 这 个 ву, y) 来 说 , 正 系统 和 
负 系 统 就 是 把 图 7.7-2 到 图 7.7-6 中 的 原点 分 别 移 到 (十 1, 0) 点 和 (一 1， 0) 点 所 得 到 的 两 
族 曲线 . 

和 上 面 的 简单 情形 最 祖 似 的 就 是 “>1 的 情形 。 开 关 曲线 C 是 由 一 条 从 相 平 面 上 的 
无 限 远 处 到 原点 的 正 弧 和 一 条 从 无 限 远 处 到 原点 的 负 弧 组 成 的 。 和 前 述 情况 一 样 .在 С 
的 上 方 , 开关 函数 ?的 值 是 一 1; 在 C 的 下 方 ,9 的 值 是 
十 1， 如 果 初 始点 在 C 的 上 方 , 最 优 路 线 就 是 图 8.1-5 ВТЕ 
的 那样 

当 5 二 一 1 时， 也 和 前 面 的 简单 情形 一 样 ， 只 有 当 
初始 点 在 相 平面 的 一 个 有 限 的 区 域 之 内 时 ， 系 统 才能 最 后 
到 达 原 点 ;这 是 因为 当 控 制 函 数 9 为 夫 的 时 候 ,系统 是 不 稳 
定 的 缘故 ， 布 绍 证 明 : 这 个 区 域 的 边界 是 由 两 个 驱 组 成 
的 : АВ СНЫ 0) 点 到 (一 1, 0) 点 的 正 弧 , 另 一 个 
弧 是 从 (一 1, 0) 到 《十 1,0) 点 的 负 弧 ， 图 8.1-6 所 画 的 就 
是 这 种 情形 。 只 有 当初 始点 在 这 个 区 域内 的 时 候 ， 开 关 问 
题 才 有 意义 ， 最 优 开关 曲线 C 是 由 一 条 走向 原点 的 正 弧 和 
一 条 走向 原点 的 负 弧 组 成 的 。 在 C 的 上 方 ， 开 关 函 数 9 等 к 
于 一 1， 在 C 的 下 方 ,9 等 于 二 1. 图 8.1-6 画 出 了 一 条 初始 
点 P 在 C 上 方 的 最 优 路 线 . 

щ р 一 0 时 , 正 系统 和 负 系 统 分 别 是 以 (十 1,0) 点 和 《一 1,0) 点 为 中 心 的 无 限 多 个 
圆 ， 最 优 开关 曲线 C 是 一 系列 半径 是 1 的 半圆 弧 《图 8.1-7), 这 一 系列 半圆 从 原点 出 发 


hy 


图 8.1-6 图 8.1-7 


沿 着 У 轴 向 左右 两 个 方向 无 限 地 延伸 出 去 . ЖЕ У 是正 数 的 部 分 ， 这 些 半圆 都 在 >》 轴 的 下 
方 ; 在 ?是 负数 的 部 分 ,这 些 半圆 都 在 》 ЯНУ Е У. 在 C 的 上 方 , 开 关 函 数 9 等 于 一 1, 在 
СР, PET +1. ЛИ 8.1-7 中 所 夯 的 那样 一 个 P 点 出 发 ， 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 
负 弧 , 负 弧 当然 就 是 一 个 以 《一 1,0) 点 为 圆心 的 圆 弧 。 当 路 线 与 C 在 4 点 相交 的 时 候 ,路 
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线 就 变 成 一 个 正 弧 , 正 弧 就 是 一 个 以 《十 1,0) 点 为 圆心 的 圆 弧 。 然 后 ,路 线 又 在 5 点 与 C 
相交 ,于 是 路 线 又 在 5 点 变 为 负 弧 ,接着 ,又 在 下 一 个 交点 处 变 为 正 弧 ,以 后 的 过 程 也 是 类 
似 的 .路 线 与 C 的 最 后 一 个 交点 是 4, Ма 点 开始 ,系统 就 沿 着 C 到 达 原 点 。 这 样 一 个 开 
关 动 作 的 过 程 就 比 $ > 1 的 情形 复杂 得 多 了 . 


От 的 情形 ， 也 就 是 收 
敛 螺 线 的 情形 ， 它 比 上 面 的 情形 还 
要 困难 一 些 ， 对 于 这 种 情形 ， 布 绍 
证 明 最 优 开关 曲线 的 画 法 是 这 样 
№9: 我 们 先 从 原点 开始 沿 着 时 间 的 
反方 向 画 一 条 正 螺 线 ， 从 原点 到 这 
RRRS y 轴 的 第 一 个 交点 之 间 的 
螺 线 驱 就 是 C 的 第 一 个 驱 〈 见 轿 

图 8.1-8 8.1-8). 既然 ,每 一 个 7 轴 上 方 的 螺 
线 弧 都 与 7 轴 相 交 于 两 点 ， 我 们 就 可 以 把 每 一 个 弧 对 于 它 的 右边 的 交点 的 反射 图 形 画 出 
来 ;这样 就 得 出 一 系列 “反射 * 的 螺 线 弧 ， 最 后 , 我 们 再 把 这 些 弧 平行 于 y 轴 移动 , 使 它们 
按 着 顺序 首尾 相 接地 排列 成 ” 轴 下 面 的 一 条 连续 曲线 ， 这 条 曲线 从 原点 开始 向 У 轴 右 方 
无 限 的 延展 下 去 。 这 就 是 最 优 开关 曲线 的 正 半 部 分 ; 这 条 曲线 对 于 原点 的 反射 图 形 就 是 
最 优 开关 曲线 的 负 半 部 分 。 同 样 ,在 这 条 开关 曲线 C 的 上 方 开关 函数 ”等 于 一 1; 在 C 的 
FY, PET +1 (图 8.1-8)， 这 个 情形 和 图 8.1-7 НН с = 0 的 情形 是 十 分 类 似 的 . 
唯一 的 区 别 就 是 把 半圆 弧 换 成 了 螺 线 弧 . 

最 后 一 种 情形 就 是 发 散 螺 线 的 情形 ,这 时 一 1 二 + < 0. 最 优 开关 曲线 的 作法 基本 上 
和 前 一 种 情形 完全 相同 ,不 过 这 里 的 一 系列 螺 线 弧 是 越 向 外 越 小 的 ,和 前 一 种 情形 中 越 向 
外 越 大 的 情况 恰好 相反 .虽然 螺 线 弧 的 个 数 是 无 限 多 的 ,但 是 开关 曲线 所 占据 的 范围 却 是 
有 限 的 ,正如 图 8.1-9 所 画 的 那样 , 它 的 宽度 是 在 y》 轴 上 的 (一 a, 0) 点 到 (十 a, 0) 之 间 . 事 
实 当 然 也 应 该 是 这 样 的 ; 因为 这 里 的 阻尼 
是 负 的 , 正 象 图 8.1-6 的 情形 一 样 , 只 有 当 
初始 点 在 原点 附近 的 某 -一 个 有 限 的 范围 之 
内 时 ， 路 线 才 能 够 最 后 到 达 原 点 。 这 里 的 
边界 是 由 一 条 从 《十 a,0) 到 (一 a,0) WE 
弧 和 一 条 从 (一 a,0) 到 (十 a,0) 的 负 弧 组 
成 的 ， 在 开关 曲线 C 的 上 方 的 相 平面 部 分 
最 优 开关 函数 Pp 取 一 1 值 ,在 C 的 下 方 ,9 
取 十 1 值 . 

在 图 8.1-9 和 图 8.1-6 的 情形 中 ,最 优 
开关 状态 的 初始 值 的 范围 可 能 都 是 有 限 
的 ,而 且 这 个 范围 是 由 闭合 的 边界 曲线 所 
限定 的 ,很 显然 ,这 两 个 闭 曲线 都 是 在 Ж 
›=0 发 生 开 关 动 作 的 极限 环 。 每 一 个 都 表示 相应 的 继 电 伺服 系统 的 一 个 周期 解 ， 但 
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是 ,也 可 以 明显 地 看 出 : 这 样 的 周期 解 是 不 稳定 的 , 即 是 微小 的 一 点 扰动 都 会 使 得 系统 的 
运动 曲线 离开 这 个 周期 解 , 或 者 趋 近 于 原点 , 或 者 无 限 地 发 散 出 去 . 因此 ,实际 上 是 不 可 
能 有 周期 解 的 . 

在 上 述 最 优 开关 问题 的 各 种 解 中 ,我 们 可 以 看 出 一 个 共同 的 性 质 : 在 所 有 情形 中 ,最 
优 开关 函数 9 在 相 平 面 的 第 一 象限 里 总 是 取 一 1 值 ， 在 第 三 象限 里 总 是 取 十 1 值 。 把 方 
程 (8.1-3) 写 成 下 列 形状 : 

dy ss 

ай dt 
从 这 个 方程 可 以 很 容易 地 看 出 上 述 性 质 的 原因 .我们 的 设计 目的 就 是 要 求 在 尽 可 能 短 的 
时 间 内 使 系统 回 到 у = 0 的 状态 (或 + Е. МУЖ 4у/4: 都 是 正 数 的 时 候 , 为 了 达 
到 设计 目的 ,我 们 就 使 22y/4dz 或 убт) 的 曲率 为 一 个 数值 尽 可 能 大 的 负数 , 所 以 ?应 该 
是 一 1. ЩУЖ 47/4 都 是 负数 的 时 候 ，4d?y/dr 就 应 该 是 一 个 尽 可 能 大 的 正 数 , 所 以 9 
应 该 是 +1. 这 样 一 个 直观 的 推理 与 关于 最 优 开关 消 数 的 严密 结果 是 一 致 的 。 当 7 与 
dy/dt 的 符号 不 相同 时 ,最 优 开关 函数 9 的 值 就 不 能 这 样 简单 地 确定 出 来 了 , 因为 这 时 系 
统 回 到 г 轴 的 速度 与 y 和 > 之 间 的 复杂 的 交互 作用 有 关 ; 布 绍 的 贡献 就 在 于 把 开关 函数 
9 在 这 一 部 分 ( 相 平面 的 第 二 象限 和 第 四 象限 ) 也 确定 出 来 了 . 但 是 ,从 以 上 讨论 中 ,我们 
可 以 肯定 ,最 优 开关 曲线 C 一 定 在 第 二 象限 和 第 四 象限 里 . 

对 于 阶 数 更 高 的 系统 以 及 被 控制 量 的 个 数 大 于 一 的 系统 来 说 ， 就 不 能 再 用 相 和 平面 来 
表示 运动 状态 了 ,对 于 这 些 情形 ,我 们 就 必须 用 多 维 的 相 空 间 来 表示 运动 状态 。 因 而 布 绍 
的 方法 也 就 难以 应 用 了 . 为 了 解决 更 复杂 的 问题 要 发 展 新 的 方法 . 近 二 十 年 来 所 提供 的 
方法 ,从 理论 上 讲 , 对 任意 高 阶 系统 和 多 个 控制 量 的 系统 都 能 找 出 最 优 开关 函数 。 布 绍 的 
方法 虽然 只 限于 二 阶 系统 的 讨论 ， 但 它 的 普遍 意义 在 于 这 样 一 个 事实 ， 当 控制 量 受 限制 
时 ,线性 系统 内 的 最 速 控制 必定 是 开关 式 函 数 ,这 一 点 在 以 后 几 节 内 我 们 将 进行 详细 的 讨 
论 和 证 明 , 并 且 给 出 一 个 普遍 的 综合 方法 . 


8.2 最速 控 制 函 数 的 特性 


设 受 控 对 象 的 运动 方程 为 
ёк = Ax + Ва, (8.2-1) 
式 中 4 为 常量 方 阵 ; x == Ce ---,х„) 为 7 维 相 空间 内 系统 的 状态 向 量 ; В Хх + № 
КУЖ; и = (m,e w,)， 即 系统 具有 ?+ 个 控制 量 。 当然 ; 式 (8.2-1) 的 形式 也 包括 了 
一 个 高 阶 方程 所 描述 的 受 控 对 象 
dx dy 


an r Ян ты 士 … + ах = и, (8.2-2) 
为 了 讨论 方便 ,我 们 假定 每 一 个 控制 量 u 所 受到 的 限制 均 为 
|| S1, 1=1,2,3,:--, 7, (8.2-3a) 


或 
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lal <1. 《8.2-3b7 

(8.2-За) 型 的 限制 条 件 的 物理 意义 已 为 大 家 所 熟悉 ,而 (8.2-3b) 型 的 限制 也 是 在 实际 

问题 中 时 常 出 现 的 ， 例 如 , 设 火箭 的 飞行 路 线 靠 其 主 发 动机 的 摇摆 去 控制 ,或 者 在 火箭 尾 

部 装 有 专 为 控制 用 的 小 型 摇摆 发 动机 ， 此 时 和 欲 使 火箭 改变 飞行 路 线 ， 必 须 使 发 动机 的 推 

力 方向 偏转 ,从 而 使 其 产生 相应 的 弹道 弯曲 。 若 火箭 在 大 气 层 外 飞行 , 它 不 受 各 种 气动 力 

的 作用 ,速度 向 量 的 方向 与 火箭 纵 轴 重 合 , 这 时 火箭 重心 的 运动 方程 是 
42 


т —— = Psinasinf — meg ѕіп Ө, 
dt 


тои = Рсоѕа — mg cos0, 


тоф = Рїп «соз, 


инт КЕЛА, Ө 为 弹道 轨迹 角 , 4 为 弹道 偏 航 角 , 和 8 分 别 为 推力 及 其 投影 与 > 
= ARKE. 如 果 火 箭 按 预 定 轨 道 飞 行 , 而 控制 的 目的 是 微量 修正 的 话 , 那么 , 可 认为 上 
RAR v6 = у, оф =; 于 是 在 垂直 于 弹道 的 平面 上 ,上 列 第 二 ,三 两 式 可 改写 为 


—^ == и — mg cos, 
ар 

ае 

一 一 == изсоѕ 8, 

dt? 


上 式 可 在 引入 两 个 新 变数 后 改写 为 由 四 个 一 阶 方程 式 组 成 的 方程 组 ， 对 我 们 重要 的 
是 上 式 内 的 wm, wz 集体 受 限制 ， 因 为 и = Рсоѕа/т, ш, = Рзіпо/т, 限制 条 件 是 发 动 
机 推力 |P| <Р. 这样 一 来 ,对 控制 量 的 限制 就 成 为 条 件 
Га] = Ма + Poa/m. 
这 无 论 在 数学 意义 上 或 在 实际 意义 上 均 与 限制 条 件 式 (8.2-3a) 不 同 。 这 里 受 限制 的 是 控 
制 向 量 的 长 度 ， 而 限制 条 件 式 (8.2-3a) 是 分 别 独 立地 加 在 每 个 控制 分 量 上 的 。 本 节 内 我 
们 将 同时 讨论 具有 式 (8.2-3a) 和 (8.2-3b) 型 的 限制 条 件 时 最 速 控 制 的 一 些 特点 ， 由 于 它 
们 之 间 的 许多 共性 ,因而 我 们 在 本 节 内 统一 地 讨论 它们 ， 在 以 后 讨论 系统 综合 问题 时 ,再 
分 别 考 虑 A 型 和 B 型 的 具体 特点 . 
式 C8.2-3) 内 и; 和 |al 的 最 大 值 假设 为 1 并 不 影响 问题 讨论 的 一 般 性 ,因为 限制 形式 


式 (8.0-1) 和 (C8.0-2) 中 的 М; 可 以 合并 到 每 项 的 系数 因子 中 去 .例如 , 令 We № и; = 


Mi9; 代入 方程 式 (8.2-1) 后 ,其 新 系数 为 Ри = bxM;， 此 时 , 当 9, = 1 时 wi 依然 为 M. 
总 之 , 式 (8.2-3) 的 限制 形式 仍然 具有 一 般 性 , 

一 切 u(z) ， 如 果 每 一 个 分 量 在 整个 控制 过 程 中 都 满足 限制 条 件 式 (8.2-3), 则 说 它 是 
可 准 控制 .不 等 式 48.2-3a) 和 (8.2-3b) 可 以 看 成 是 在 7 维 欧 氏 空间 内 的 一 个 正方 体 和 单 
位 球 ,前 者 的 每 一 根 边 长 为 2《 以 原点 为 中 心 ), 后 者 的 半径 为 1( 以 原点 为 球 心 )， 这 一 个 
正方 体 和 单位 球 用 符号 U 表 示 . Ж або) 为 可 准 控 制 ,我 们 将 简写 为 u(z) Ц. 

设 系 统 的 初始 条 件 是 z == (хи, X23 °°°› х), 如 果 有 一 个 可 准 控制 а(г) = 
Си С), tts и, (0)2 EU， 能 使 系统 式 (8.2-1) А x 状态 以 最 短 时 间 归 零 , 那么 , 这 一 组 
控制 函数 将 称 之 为 最 速 控制 。 这 个 最 短 的 时 间 һ 称 为 最 速 过 渡 时 间 ， 
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方程 式 (8.2-1) 的 通 解 可 写成 
X(t) = ех + е“ | е7 Ви(т)ат, (8.2-4) 
式 中 e == (pG) IA (8.2-1) 的 齐 次 方程 式 的 基本 解 矩阵 . М :一 0 时 显然 有 
х(0) 一 xo。， 初 始 条 件 得 到 满足 ， 设 选 定 某 一 可 准 控制 и) 后 ， 在 :一 了 时 系统 状态 
的 各 分 量 均 归 零 , 即 хСТ) 一 0， 此 时 有 
Xo = -| е^ Ви(т)ат, (8.2-5) 


比较 式 (8.2-4) 和 (8.2-5) 可 知 , 在 工时 间 内 系统 式 〈《8.2-4) 归 零 这 一 事实 可 以 写成 另外 形 
х. 因为 受 控 对 象 方程 式 诸 系 数 与 时 间 无 关 , 故 研究 式 (8.2-1) 的 同时 ， 可 讨论 它 的 逆 运 
动 方程 式 : 


= — Ay — Ви, у(0) = 0, (8.2-6) 
t 
后 者 的 解 是 

уб) = — e74 | e^ Bu'Cs)ds, (8.2-7) 


式 中 а (0) 与 式 (8.2-1) 内 的 uG) 的 关系 是 uC) = аСТ 0), 即 上 一 了 一 上 Ш 
不 可 能 发 生 误 会 时 ,以 后 和 w 的 上 标 略 而 不 写 . 设 и) 使 初始 状态 x 在 时 间 工 内 引 
至 原点 ( 按 式 《8.2-4)), 则 аСТ — 2) АМ yO 在 同一 时 间 内 按 式 (8.2-7) 自 原点 到 达 xo 
点 , 且 一 切 式 (8.2-7) 所 能 到 达 的 点 УСТ), 式 (8.2-1) 都 能 用 同一 个 控制 在 同一 时 间 内 将 
其 引 至 原点 。 因 此 , 式 (8.2-1) 与 其 逆 运 动 方程 式 (8.2-6) 完 全 等 价 。 以 后 这 两 种 方程 式 都 
将 被 应 用 . 

MZE ж 至 原点 的 最 速 控制 已 经 找到 , 它 是 立 (z) ， 我 们 看 看 它 有 些 什么 特点 .为 
此 假定 自 ж 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 是 .现在 先 研 究 一 下 在 4 时 间 内 式 (8.2-6) 内 的 
усл) 都 可 能 是 些 什么 点 .任意 取 一 个 可 准 控制 и) 代入 式 (8.2-6) 后 就 可 以 得 到 一 个 
уб), ЖМИ uG) ЇЇ, уба) 也 随 之 而 变 ， 一 - 切 可 准 控制 {и (о), 0 <: < а}, 《它们 有 
无 穷 多 个 !1) 所 对 应 的 VC) 用 СО) RR. 它 是 在 и 时 间 内 式 《8.2-1) 所 能 引 至 原 
点 的 一 切 初 始点 的 集合 ， 显然 , 它 是 个 凸 性 区 域 , 并 且 对 原点 对 称 ， 事实 上 ,从 式 (8.2-7) 
的 线性 形式 可 知 , 若 u(z) 使 УС) а КАЈА у, = х д, А, (0) Ф УС) 
到 达 一 yi 一 —х. ВЯ Є Сл), 则 必 有 —x Е СС), 因此 GO) 对 原点 对 K. 
其 次 , 若 x 和 xz: 都 属于 GG), 那么 ,这 两 个 点 的 连 线 上 的 一 切 点 z= Ах, + (1—4), 
0<2<1, BRET СС). 这 是 因为 : 若 ш@) 和 ee) ЗЛИ УС) 到 达 x 和 
х ЗАРЕ aG) 一 2m G) + A aG) 必 使 y(z) 到 达 z 点 .事实 上 


>= 一 一 еВ [ли Ст) + (1 — 2)и,(т)]ат 


ц ц 
一 —}Де 4% | e^ Bu Cr)dr — (1 — А)ет 4" | е*Ви,(т)ат 
0 


= дж, + (1 — 4). 
同时 2a (2) + СІ — Фи) 也 是 可 准 控制 ,因为 对 A 型 限制 ,任何 分 量 и (0) 均 有 
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u; (t) = ди: lt) + (1 — иш). 

|а: Се) | «Аа (| + аи (ә) | <А+Т-А=Т, 
对 B 型 限制 则 有 

[аш (0) + Co А) (2) | < Аа Се) |+ а — 5)|а,б) < 1. 
于 是 ,在 时 | 间 内 式 (8.2-6) 所 能 到 达 的 一 切 点 的 集合 СО) 是 一 个 凸 性 区 域 , 它 称 之 为 
абмі 

WR аб) 是 将 хо 引 至 原点 的 最 速 控制 ,那么 ,xz 点 必 在 等 时 区 C) 的 边界 上 ， 
否则 йб) 就 不 会 是 最 速 控制 了 ， 关 于 这 一 点 的 证 
明 以 后 将 给 出 .由 于 СС) 是 凸 性 区 域 ,那么 ,通过 
其 边界 上 任 一 点 均 可 做 一 个 超 平面 P, 使 GU 完 
全 位 于 此 平面 的 一 侧 ， 它 称 为 等 时 区 的 支 面 ， 这 个 
平面 的 与 C) 不 在 同 侧 的 法 向 量 称 为 P 的 外 法 向 
量 , 或 简称 为 СО) 的 外 法 向 量 , 后 者 用 Ф, Жл. 
依 定义 ,对 С) 内 的 一 切 点 x 均 有 下 列 不 等 式 成 
立 ( 图 8.2-1). 
Ch, х — ж = ЕЭ Ф — хш) < 0, 

或 者 改写 为 

图 8.2-1 Сф,, хо) > Ch, x). (8.2-8) 
设立 (z) 和 иб) 是 分 别 对 应 于 x 和 x 的 控制 ，y = х, y= х,у, A (8.2-) КЛ 
式 (8.2-8) 化 简 后 得 到 不 等 式 : 


а, ва (г) >|" бее, Вад )аг, (8.2-9) 


式 中 Фф = еф, 4 是 4 的 转 置 和 矩阵， 从 第 二 章 可 知 ,向 量 函 数 e4 地, 是 式 (8.2-6) 
的 共 弧 方程 组 的 解 : 


49 = 4"ф, PW) = p = фе“. i (8.2-10) 
由 于 式 《8.2-8) 内 的 x 和 其 相应 的 а (г) 是 任意 的 ;所 以 不 等 式 (8.2-9) 只 有 在 下 列 条 件 下 
才能 成 立 : ` 
Сф (г), Ва (г) ) — тах Сф (г), Ви(:)). (8.2-11) 
这 意味 着 ,最 速 控制 @ (2) 在 任何 时 刻 都 使 式 (8.2-112 右 端 获得 极 大 值 。 令 20) ЕН ж 
引 至 原点 的 最 速 轨 线 ,在 式 (8.2-11) 的 两 端 分 别 加 以 (е) ,A%()) 后 , 便 有 
HCA), ARCE) + Bål) = тах(ф (ғ), 4 (2) + Ви). (8.2-12) 


НЮ. ЖЖ ЕМЕН Ж ЖЕ ЕНИ Ж{Ш@Х— Е E 5 Ж © УЕ 
ао. 
АЕ а (г) 满足 极 大 值 条 件 式 C8.2-11) 或 (8.2-12), 对 A 型 限制 便 有 
й (2) = sign СВ"Ф(#)), 
AH Br В н АВЕ, 
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或 者 将 上 式 展 开 
ù; (2) = sign Сф (г), Ь;), 
ССР А (8.2-13а) 
式 中 b; ЮВЕ В 的 第 i НЕ, ФС) 是 式 《8.2-10) 以 Ao = —е-“'%ф„ 为 初始 条 件 
的 解 。 对 B 型 限制 则 有 
„у са. BAO) _ 
й (t) — увс: (8.2-13Ь) 
-因为 只 有 的 方向 与 B'o 相同 时 , Н ВЕЧА 
值 ， 这 样 就 得 到 了 最 速 控制 的 一 个 重要 特性 如果 
KER СФ (2), bD 在 任何 小 的 正 区 间 内 不 恒 为 零 ， 
则 受 A 型 限制 的 立 () 的 每 一 个 分 量 а. 都 是 开 
关 函 数 ， 而 受 В 型 限制 的 @() 必 取 值 于 单位 球 的 
表面 。 此 时 最 速 控制 函数 为 共 力 方程 式 48.2-107 的 
解 所 唯一 确定 . 
如 何 判别 〈% С), b 不 恒 为 零 吧 ? 这 只 需 将 
它 微分 п 一 1 次 后 找 出 各 阶 导数 不 为 零 的 条 件 : 图 8.22 


Сф), Б) = (Areri bi), 


EI OO b) = (Aed Б), 
这 组 函数 不 同时 为 零 的 条 件 是 向 量 组 
Б,, Ab;, А?Б,, -+., А", (8.2-14) 
线性 无 关 ， 如 果 对 任何 i 二 1, 2,.…，, +， 上 和 列 向 量 组 均线 性 无 关 ， 则 称 系统 式 (8.2-1》 
为 非 赔 化 系统 , 或 者 说 该 系统 是 能 控 的 ， 一 切 非 赔 化 系统 的 受 A 型 限制 的 最 速 控 制 均 为 
开关 函数 ,而 且 为 式 (8.2-13) 所 单一 确定 ， 容 易 检查 , 形 如 式 (8.2-2) 的 阶 系统 都 是 能 
控 的 ,因而 它 的 最 速 控制 一 定 是 开关 函数 或 取 值 于 单位 球 表面 上 的 点 . 

还 有 一 个 有 意思 的 事实 是 沿 最 速 轨迹 式 (8.2-12) 内 的 函数 Н = const， 而 且 不 小 于 
零 .函数 及 是 常数 可 以 用 直接 微分 的 方法 检查 ， 人 = 0, 至 于 н> 0 这 一 事实 下 面 我 
们 将 会 看 出 . 

对 于 等 时 区 Сл) 的 特性 还 可 以 补充 两 点 ， 首先 Са) 是 严格 凸 的 ， 也 就 是 说 
G(4) 的 任何 支 面 P ,只 可 能 与 CO) 的 边界 交 于 一 点 .假设 这 一 事实 不 成 立 ,那么 ,GC4) 
的 边界 必 包 含 一 个 直线 线段 ， 设 x 和 x; 不 为 同一 点 ， 而 且 两 者 的 连 线 均 位 于 CO) 的 
边界 上 ， 设 开关 函数 а.) 和 本 (分别 为 自 两 点 引 至 原点 的 最 速 控制 。 到 达 边 界 点 
2 = Ах + (1— 2), 的 控制 将 是 а (2) = А, (0) + Aaa. NA л хх, Ж 
AG) зе 8,00). 既然 最 速 控制 а та 总 取 值 于 正方 体 的 顶点 或 单位 球 的 边界 ， 
那么 , 必 有 一 个 时 间 间 隔 存 在 ,在 该 时 间 间 隔 里 а Сс) 的 取 值 ,不 在 顶点 或 不 在 球面 上 , 因 
此 au(z) 不 是 到 达 边界 点 的 控制 ， 这 与 z 是 СО) 的 边界 点 相 矛 盾 。 由 此 可 知 ССА) 


212 第 八 章 ”最速 控制 系统 设计 


的 边界 上 的 任何 两 个 点 的 连 线 除 端点 外 均 位 于 G 的 内 部 ， 这 恰恰 是 СО) 严格 凸 
的 定义 ， 

当 原 点 是 系统 的 终点 时 ， 等 时 区 Сол) 的 另 一 个 特性 是 它 对 л 单调 扩张 ， 或 者 说 
СС) 随 л В КЕ МК, Ж а> л, Ш СО) AEAT Са) 的 内 部 , 二 者 没 
有 共同 的 边界 点 . и и то, 
定理 的 推论 .这 一 情况 可 以 用 简单 的 几何 事实 来 加 以 解释 . 设 xi 是 СО) 的 边界 点 ,以 
原点 为 中 心 做 一 个 小 球 5, СЕ 8.2-2), WRA x 对 应 的 控制 @ (2) 代 人 式 (8.2-77, 但 初 
始 条 件 取 小 球 S 内 的 任意 点 х. 那么 , 当 t = 4 时 小 球 51 内 的 所 有 点 均 到 达 x 附近 的 
小 区 域 5; 内 , 且 x 点 是 它 的 内 点 。 男 一 方面 可 用 可 准 控制 使 原点 到 达 5, 内 的 任何 点 ， 
S 越 小 ,到 达 其 内 各 点 所 需 的 时 间 Ал 越 小 . 由 此 可 知 对 任何 Дл > 0， 均 有 一 相应 的 小 
球 5XA4)， 其 内 的 任何 点 均 可 用 л 十 Ал 的 时 间 自 原点 到 达 , 因此 5, 内 的 一 切 点 均 属 
于 Са + Ал). ВЯ Са) 必 完 全 位 于 G + Ал) 的 内 部 ,因此 С 是 严格 
扩张 的 ， 这 一 事实 的 详细 证 明 请 参看 文献 [5]. 由 于 这 个 特性 便 可 推 知 自 等 时 区 的 任 一 
边界 点 到 达 原 点 的 控制 式 (8.2-13) 是 最 速 控制 .根据 СО) 是 单调 扩张 这 一 事实 又 可 以 
推 知 : 方程 (8.2-1) А ж 到 达 原 点 的 最 速 控制 是 唯一 的 。 其 次 ， 如 果 可 以 用 某 一 种 控制 
ul) 将 x 点 引 至 原点 , 那么 , 必 存 在 一 个 (唯一 的 ) 最 速 控制 @ (р), ， 后 者 以 最 短 时 间 将 
ж 引 至 原点 . 这样, 我们 就 得 到 了 关于 最 速 控制 的 存在 和 唯一 性 定理 . 

根据 GC4》 的 单调 扩张 特性 也 可 以 推 知 式 (8.2-12) 中 的 哈密 顿 函 数 瑟 沿 最 速 轨 线 永 
远大 于 零 . 这 从 几何 意义 来 看 是 十 分 明显 的 . 

归纳 上 述 讨论 ,最 速 控制 的 特性 可 简 述 如 下 . 若 系 统 式 (8.2-1) 为 能 控 的 ,最 速 控制 如 
果 存 在 , 则 必 是 唯一 的 ;对 A 型 限制 它 是 开关 函数 ,对 В 型 限制 它 取 值 于 单位 球 的 表面 ,并 
由 最 速 过 渡 时 | 间 的 等 时 区 的 外 法 向 量 Ф 所 单一 确定 ;位 于 等 时 区 GO) 边界 上 的 任何 
点 只 能 用 最 速 控制 才能 在 时间 内 到 达 原 点 . 

A 型 最 优 控制 函数 每 个 分 量 的 开关 次 数 和 B 型 每 一 分 量 的 变 号 次 数 ,一 般 说 来 , 与 初 
始 条 件 和 函数 ФО) 的 变化 规律 有 关 . 但 是 ,如 果 受 控 对 象 运动 方程 式 内 的 矩阵 4 的 所 
有 特征 根 均 是 实数 ,这 时 它们 的 变 号 次 数 (对 A 型 是 开关 次 数 ) 可 以 确定 下 来 .确切 的 答 
案 是 变 号 次 数 不 大 于 ”一 1， 而 且 ， 对 几乎 所 有 的 初始 条 件 变 号 次 数 都 等 于 ”一 1. № 
号 次 数 小 于 ”一 1 的 一 切 初 始点 的 总 和 在 л 维 空间 中 所 占 的 体 积 等 于 零 .， 这 一 事实 首 
先 在 文献 [5] 中 给 出 了 说 明 。 这 里 我 们 根据 前 面 的 讨论 来 证 明 。 将 式 (8.2-13a) 展 开 后 有 


而 (太一 sa (27 pale) ba). (8.2-15) 


假定 矩阵 4 的 所 有 特征 根 均 为 实数 单 根 : А, А, +++, А. ВА, Ф. (0) 必 为 下 列 形式 : 
Palt) 一 аше В дыё 十 а 0 tnt, (8.2-16) 
式 中 ар, 均 为 常数 . 当 4 的 特征 根 为 2 时, 则 一 2 是 一 4 的 特征 根 ,因为 行列 式 
|-—4 + Е | = |—4 + 1E| =(—1)”"|4—Е|=0, 
将 式 (8.2-16) 代 入 式 (8.2-15) 后 有 


h; (С) = >) фе Сг) bai = сце + сме rt 十 сет", (8.2-17) 
а=1 
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其 中 cj; 为 常量 。 上 式 右 端 每 一 项 都 是 上 的 单调 函数 ， 例 如 当 ce > 0, — А22 0, N 
сне” 单调 上 升 ; 若 cr > 0, 而 А. < 0, М] сые 单调 下 降 , 如 此 等 等 ， 因 此, Ч 
式 (8.2-17) 之 右 端 只 有 一 项 时 ，4(z) 不 会 变 号 , 20) 也 不 会 变 号 ， 当 式 (8.2-17) 之 
右 端 只 有 两 项 时 ，h;(z) 只 能 通过 零点 一 次 ; 若 只 有 三 项 , 则 #0) 最 多 变 号 两 次 ; 以 此 
类 推 , 当 所 有 系数 均 不 为 零 时 ，hi(z) 最 多 变 号 4 一 1 К, а, 最 多 变 号 4 一 1 次. 

在 上 面 的 讨论 中 曾 假 定 2,，…'，2。 都 是 单 根 ， 若 其 中 有 重 根 ， 上 述 讨论 依然 有 效 . 
因为 此 时 式 (8.2-16) 变 为 


Palt) = аР. (t) + аР) + ++ + а„Р, (е), (8.2-18) 
式 中 а BARH PO = (D) F) ези 仍然 为 :的 音调 函数 (参看 第 2.7 节 ), 所 以 
К=1 。 


前 面 的 讨论 继续 有 效 . 总 之 , 在 这 种 情况 下 ,一 般 来 讲 , 最 速 控制 函数 的 变 号 次 数 比 系统 
的 阶 数 少 1， 或 者 说 ， 最 速 控制 一 般 由 = 段 组 成 (图 8.2-3), 这 一 事实 后 来 被 称 为 ” 段 定 
йй, ЖИ А В 型 控制 也 有 效 . 

在 本 节 的 最 后 ,值得 指出 下 列 事实 : 当 控制 量 w 的 取 值 范围 不 受 限 制 时 , 最 速 控 制 
就 完全 没有 意义 .此 时 任何 离 原 点 为 有 限 距离 的 初始 点 xz 均 可 以 在 无 穷 小 的 时 间 内 被 
引 至 原点 。 这 从 下 列 事实 中 可 以 看 出 ， 对 二 > 0， 等 时 区 CO) 是 # 维 西 性 区 域 ， 引 用 


关系 式 (8.2-7), 设 只 有 一 个 控制 量 и. Пп из = и, =. = и, =0. ЖЕ 
уб) = фе 4 ү еб и, (т)ат, (8.2-7) 
p x0) 


图 8.2-3 
MRE” 个 不 同 的 控制 函数 09 (г), eau (2) : 
и (2) = 2 (C2) , Б), i= 1,2, ть (8.2-19) 


式 中 go (г) 为 矩阵 е ЧР =(ф, (г) ) 的 第 i 行 向 量 ,mm 为 足够 大 的 正 数 ,使 ut Со) | 
三 1。 将 式 (8.2-19) 代 入 式 (8.2-7) 后 有 
Сф. Ө; 2 b.) 
уб) = 一 Сф, (2), Б.) (ФФ. Ь) dt, 


Сф, (г), Б) 
i 一 1， ужей, (8.2-20) 
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因为 假设 系统 为 能 控 的 , 故 # АА Сф; (г), Б), і = 1, 2, .--, п, ХХ. 否则 将 
存在 一 个 非 零 向 量 e 使 

(Ce4ib ,ec) 一 0， 

(Аг, с) = 0, 

(A™!e4ib, с) = 0, 
令 :一 0 ДЬ, Abo ++, ль 线性 相关 ,这 与 假定 不 符 . 


S hD = lab O bW А „бб бй. 


将 У.С), УС), tts Ya) 排 成 矩阵 , 便 得 到 一 个 格拉 姆 《Gram) 行列 式 , 从 代数 学 
中 我 们 知道 它 必 大 于 零 , 即 

Уп Ул *°° Ym «#1, в) +" * his ha? 
1 <#> ШУ; Ка <> hn? >0. 


зоо ооо ооо уе ә э о е о 


Б 


eeeeeee。 


Yin Уа °°° Ynn [has hi) кне has hn? 

由 此 可 知 , 用 ”个 式 (8.2-19) 的 控制 得 到 ”个 线性 不 相关 的 点 , 故 等 时 区 С(и) 是 ” 维 凸 
性 区 域 , 并 包含 着 原点 .。 Ж m 的 取 值 不 加 限制 ，G(4)》 将 无 限制 地 扩展 ， 当 |ш| 一 co 
ы, GO) 将 包含 整个 相 空 间 内 可 控 区 域 的 有 限 部 分 . 由 于 л 是 任意 的 , 令 л->0, 但 
Aœ 0, |a| 一 oo， 这 样 相 空间 可 控 区 内 任何 点 УС) 均 可 以 用 任意 小 的 时 间 到 达 ， № 
言 之 ,系统 式 (8.2-1) 自 任意 可 控 点 出 发 ,总 能 以 任意 小 的 时 间 到 达 原 点 . 这 在 实际 问题 中 
是 没有 意义 的 . 这 样 的 讨论 告诉 我 们 , 若 控 制 量 的 取 值 范围 不 受 限 制 , 则 所 谓 最 速 控制 既 
没有 实际 意义 ,也 没有 数学 上 的 意义 . 


8.3 ”特定 的 最 速 控制 综合 


实际 工程 中 常 出 现 这 样 一 类 问题 : 系统 的 初始 条 件 是 已 知 的 ， 即 系统 的 初始 误差 只 
能 取 若 干 个 有 限 的 值 ， 后 者 在 系统 工作 开始 之 前 可 以 较为 准确 地 测量 出 来 ， 这 种 例子 很 
多 ,例如 飞行 器 进入 轨道 的 问题 , 轨道 和 发 射 场地 都 是 预先 选 定 的 , 这 时 飞行 器 对 轨道 的 
初始 偏差 为 已 知 ， 在 这 类 问题 中 ,当初 始 条 件 x。 为 已 知 时 , 要 求 综合 (设计 ) 出 一 个 特定 
的 最 速 控制 函数 立 (z) ， 使 系统 的 误差 以 最 快速 度 归 零 ， 这 一 节 的 目的 就 是 要 解决 这 类 
特定 的 最 速 控制 函数 的 设计 ， 

在 解决 这 个 问题 之 前 ,让 我 们 先 讨论 另 一 个 与 此 有 密切 联系 的 问题 , 即 自 面 至 点 的 最 
速 控制 的 综合 ， 设 在 相 空 间 内 有 一 个 通过 хо 点 的 ”一 1 ЫРШ Р, Ф, 是 它 的 外 法 
向 量 ( 图 8.3-1)。 平面 的 方程 式 是 


(Фо, х 一 х) ==: >; Фоа(Хоа 2 х.) = 0. (8.3-1) 
已 知 系统 的 初始 误差 在 平面 P Е. 设 从 平面 上 的 每 一 个 点 到 达 原 点 都 对 应 自己 的 最 速 控 


ИЖ. 要求 找 出 平面 上 的 一 个 离 原点 “最 近 ” 的 点 xo 自 此 点 到 达 原 点 所 需 最 小 时 间 比 
此 平面 上 所 有 其 他 点 到 达 原 点 所 需 的 最 小 时 间 还 要 短 . 形象 地 说 ， 就 是 要 找 出 自 平面 P 
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到 达 原 点 的 “捷径 ”>， 利 用 前 节 得 到 的 结果 解决 这 一 问题 是 极其 简单 的 . 

这 个 问题 表面 看 来 似乎 很 复杂 ,因为 这 里 是 “双重 ” 即 速 问 题 , 既 要 从 所 有 最 速 控制 中 
找 出 一 个 时 间 最 短 者 。 但 是 ,不 难看 出 ,如 果 利 用 
方程 式 48.2-6) 那 么 就 会 得 到 一 个 简单 的 等 价 命 
题 : 求 出 式 (8.2-6) 自 原点 至 平面 了 的 最 速 控制 .为 
了 解决 后 一 个 问题 我 们 已 经 有 了 足够 的 知识 。 从 
前 节 中 我 们 知道 ,方程 式 (8.2-6) 的 等 时 区 С (е) 
是 单调 扩张 的 ， 当 :不 断 增 大 时 , С (г) 也 不 断 增 
大 ; 必 存 在 这 样 一 个 时 刻 а, 使 Са) 恰好 碰 上 
PH Р, 由 于 Са) 是 严格 是 的 ,所 以 此 时 它 与 
Р 只 相遇 在 一 个 孤立 点 x 上 (图 8.3-1)。 此 时 平 
ШР АКЕ) C) 的 支 面 , 而 支 面 的 外 法 向 量 
为 已 知 , CRE 如。 上 节 中 我 们 曾 指出 ,最速 控 
制 是 由 公式 (8.2-137 所 单一 确定 的 ,而 式 (8.2-13) 内 的 & JEN, Ф (г) ЕН 


40 аф, WO) = еф, (8.2-10) 


ПОЛЕ. 2 А ХА РЕ ФСО) 所 完全 决定 ， 而 这 个 初始 条 件 已 经 给 定 ， 这 就 是 平 
面 P 的 外 法 向 量 各， 于 是 式 (8.2-6) 的 自 原点 至 平面 P 的 最 速 控 制 必定 是 


Cp, 1) = sign Сейф, b;)， 对 A 型 限制 ， (8.3-2а) 
ч — (е^ Б any v 
Chis 1) MEZAK 对 B 型 限制 ， (8.3-2Ь) 


式 中 2 Ф. = — еф. 
如 果 仔 细 察 看 上 式 便 会 发现 , 这 里 还 有 一 个 未 知 数 一 一 最 速 过 渡 时 间 л, ee 
未 找到 之 前 问题 还 不 能 算 完 全 解决 . 为 此 不 得 不 求助 于 原 方 程式 (8.2-1) 和 (8.2-4). 


х 为 P 上 到 原点 的 “最近 ”点 , 自 xi 至 原点 的 最 速 控制 必 为 
lh, 1) = —sign В"ф (t), 对 A 型 限制 ， (8.3-3а) 
о ЗЕ BAO a І] Е 
lp, ғ) [BAG >| ， 对 B 型 限制 ， (8.3-3Ь) 
式 中 ФС) Ж&з\\(8.2-1) 05 РЕН 
4 – аф, $0) = Ф, (8.3-4) 


的 解 ， 这 里 的 初始 条 件 Фф, 5 һ ЯП х, 无 关 , 这 是 与 式 (8.3-2) 的 一 大 差异 . 当 : л 时 按 
式 (8.2-4) 有 


xC) = efha 十 et р eT Balp, тат = 0, 
А | 
же 一 人 eBay, Кат, (8.3-5) 
出 于 
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Сх, 一 Xis Фо) = 0, 
故 УЕ 


(| е^ ВаСф,, т)ат, d) + Cx; Фо = 0. (8.3-6) 


因此 ， 可 以 由 上 式 解 出 , 解 出 二 后 ，x 便 可 以 由 式 (8.3-5) 求 出 。 这 样 , 自 平面 P 至 原 
点 的 最 速 控制 函数 就 已 经 找到 了 ,同时 也 已 经 找到 了 自 平 面 忆 至 原点 的 “捷径 ”. 

现在 我 们 开始 讨论 本 节 初 提出 的 找 自给 定点 ж 至 原点 的 最 速 控制 函数 .这 里 介绍 
的 是 一 种 逐步 逼近 法 外 。 这 个 方法 的 机 理 很 简单 , 设 系统 的 初始 误差 z 已 经 给 定 , 方程 
式 (8.2-6) 自 原点 至 此 点 的 最 速 控制 是 dlho 才 。 根 据 前 节 的 讨论 可 知 , 必 存 在 一 个 非 零 
向 量 фо = еф 使 这 个 最 速 控制 为 式 (8.3-2) 所 唯一 确定 .逐步 逼近 法 的 目的 就 是 
找到 这 个 向 量 фе. 

iz o ERRAZ x 点 的 最 速 过 渡 时 间 . 那么 хо 点 必 位 于 等 时 区 G(w) 的 边界 上 , Ф 
是 СС) 的 过 x 点 支 面 的 外 法 向 量 . 假定 хо дА СО) 的 光滑 点 , 即 Рь 是 GC) i 
х, 点 的 切面 。 此 时 , 由 于 等 时 区 的 严格 凸 性 , 过 xz 点 的 一 切 平面 , 除 P 外 均 通 过 等 时 
区 的 内 部 。 令 d 为 过 x 点 的 任意 平面 Р, 的 外 法 向 量 . 因为 等 时 区 Сс) 对 :是 严 
ЖКО, ЖАЗ та Р, 到 达 原 点 的 最 速 过 渡 时 | 间 4， 也 就 是 


(2 
ye) = —е74 | e Blh, тат, фу = —е “1ф,, (8.3-7) 


自 原 点 到 达 平 面 Р, 的 最 速 过 渡 时 间 лп 必 小 于 д. НР P 是 任意 的 , 式 (8.3-7》 
内 之 y(z) 自 原点 到 达 x 的 最 速 过 渡 时 间 o 比 到 达 任 何其 它 过 x。 的 平面 Р, 的 最 速 
过 渡 时 间 л 为 大 。 于 是 有 基本 关系 式 | 

(хо) = тах С, Ф), (8.3-8) 


ERZA x p) 表示 由 向 量 儿 决定 的 过 x 点 的 平面 Pi 到 达 原 点 的 最 速 过 渡 时 间 . 
关系 式 (8.3-8) 指 出 了 求 Ф ЖИЛ. 
对 给 定 的 初始 状态 x。， 构 造 一 个 函数 [沿用 式 (8.3-7) 中 的 符号 ]: 

Е(х›ф) = (—х + yC), Ф) = (хо y e) y еф). (8.3-9) 
由 于 等 时 区 со) 包含 原点 ,由 公式 《8.2-8) 可 以 知道 (y (zx) , Ф) 是 一 个 非 负 的 量 , 且 随 
着 : 的 增 大 而 增 大 ,只 要 由 满足 条 件 《 一 xo, Ф) 二 0. 那么 ,把 上 看 成 多 的 函数 Сф) 或 
id )， 就 一 定 存 在 着 某 个 КФ) 使 得 

F(x $) = 0. (8.3-10) 

逐步 逼近 法 的 程序 是 这 样 的 ， 对 于 给 定 的 хо 任 给 一 ф, 只 要 符合 条 件 (xph < 0 
BPEJ. 根据 内 确定 一 个 相应 的 时 间 C1) 使 式 (8.3-10) 成 立 , 同 时 也 得 到 了 ye = 
y1!， 如 果 这 样 找到 的 yi 恰巧 等 于 xz， 那么 问题 已 经 解决 .但 由 于 Ф, 猜测 的 成 份 很 大 ， 
一 般 说 来 这 种 情况 是 不 可 能 发 生 的 ， 这 时 候 把 л 固定 , 考虑 为 Ф 的 函数 Е(ж, Ф), 
这 个 函数 当 ф=ф, 时 其 值 为 0。 然 后 利用 第 二 章 所 述 的 最 速 下 降 法 求 F 的 极 小 根据 
DRA ОЕА АЈА 


ӨЕ 
РУ == у;ХА, ф) 一 Xio (8.3-117 
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就 可 以 得 到 F 对 于 9 的 梯度 向 量 . 


并 


Ф, = pı 一 К grad Е = ф, — КО — ж), 


Ф = Ф — Ке (у, — ху), (8.3-12) 
Жүн к ЕН дЕ Ф 的 正 值 函数 .对 于 固定 的 4， 只 要 适当 地 选取 KK， 就 可 以 得 
到 


ЕСф,) < FC) =0. 
因此 对 于 Ф, 就 可 以 确定 一 个 相应 的 时 间 Сф) 使 Е = 0 成 立 , 而 且 
һ(ф,) < Ch). 
换 句 话说 , 式 (8.3-9) 所 决定 的 新 的 法 线 方 向 , 就 是 使 得 Kxo, Ф) 的 值 上 升 的 方向 ， 在 
式 (8.3-12) 中 ,将 а 看 为 Ф, 的 隐 范 数 ,利用 求 隐 函 数 微 商 的 法 则 得 


OF (Фә д 
2 = (IDn 1, Фф | — х + УС) =0, 
Оф: ай дф; Ф а: У М 7 


ё 1,26 =n, 


当 (260, Ф.) о 时 , 解 出 


дц ИС. *^—_ ACA) 
дф; (sa ф ) 
dt, э 1 


这 里 玉 值 的 选取 与 逐步 逼近 的 速度 关系 很 大 。 从 公式 《8.3-12) 中 可 以 看 出 , 如 K 取得 很 
大 , 则 由 ф, 所 决定 的 平面 P 可 能 转 至 待 求 平面 Р 的 另 一 侧 , 故 天 值 的 选取 应 该 适当 . 
ф, 决定 后 ， 同 时 求 得 必 ， 再 将 其 代 和 人 式 〈《8.3-7) 中 得 到 уб) 的 表达 式 ， 然 后 根据 式 
《8.3-10) 求 出 由 ф, 决定 的 Сф), 再 由 式 (8.3-7) 求 得 У = уб»). 如 果 х, > у, HB 
么 用 相 类 似 的 步骤 取 
ф, = $; — КО — x), 
或 者 
Ф, = p, — Ке“ (у, — ж). (8.3-12”) 
以 此 类 推 , 便 可 逐步 求 出 Ф, БЕТЕН А хо БУМЕР. 于 是 式 (8.2-67) 
自 原点 至 给 定点 хо 的 最 速 控制 便 是 
—«івпСВ еф), ХА 型 限制 ， 
ål) 一 4 Ве“ д (8.3-3) 
та” ЯВ ИМ, 
LEMAR ф 的 方法 中 , 采用 了 逆 运 动 方程 (8.2-6)。 这样 作 在 实际 中 可 能 不 太 方 
便 ， 此 时 可 直接 采用 原 方程 式 (8.2-1) 和 (8.2-4)， 首 先 任意 给 定 办 而 不 是 Фф. RAR 
《8.3-3), 解 式 (8.2-1) 得 
xlt) = ех, 十 e“ | е7 Ви(ф,, тат, (8.3-13) 


再 由 下 式 求 + 的 根 а: 
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Сх (г) ,ce “фо = 0. (8.314) 
将 代入 式 (8.3-13) 求 出 x) =х. ЖЕНТ ТЯ. 设 СО 代表 一 切 以 to 
ВАНА А НОЕ, #0) ЖН x。 点 到 达 原 点 的 最 速 轨 线 ，。 是 过 x 点 对 
СС) 的 支 面 的 外 法 向 量 ;由 前 面 我 们 知道 , 自 ж 出 发 的 最 速 控制 由 向 量 单一 决定 . 
由 定义 可 推 知 , М 0<,<» 时 . ХФ 点 必 也 位 于 С (0) 的 边界 . 过 #0) 点 也 可 做 
一 个 支 面 ， 其 外 法 向 量 为 ФФ. 根据 前 节 的 讨论 ， 不 难 推 知 ，% (2 与 Ф, 的 关系 正 
是 Pa) = e 4 加， 而 后 者 是 式 (8.2-1) 的 共 斩 方 程式 


аф. аф, Фо) ф, 
dt 


的 解 . 故常 称 上 式 为 伴随 方程 , 即 它 伴随 最 速 轨 迹 , 处 处 是 СУ (0) 上 过 点 (1) 的 支 面 
的 外 法 向 量 ， 现任 取 一 向 量 办 , 并 按 式 (8.3-3) 构 成 控制 函数 аСф,, г). 由 办 决定 的 平 
面 是 CO) 的 过 点 x 的 支 面 .因此 аф, г) ЖА х 点 至 原点 的 最 速 控制 .将 xo 写 
成 х= ж + (xo 一 xX!)， 代 入 式 (8.3-13) 后 有 


t 
X(t) = ex, + e| с ВаСф.,т)йт + e“ (x — x). 
0 


4 r= К, G) = е“\(х,—х,), ЗЕ 27 ENDREG 2.5 5), Се ph, 
х(2)) 二 0， 这 就 是 上 面 式 《8.3-14) 的 由 来 .显然 , 当 Ø = d 时 , 式 (8.3-14) 的 根 л 为 
RAKA. Ф е “4 = ф\, ха) = хф, !)， 此 时 式 (8.3-14) 可 改写 成 
Е = (х(ф\,), Ф) = 0. (8.3-14') 
ЖЕЗ Ф; 的 偏 导数 
ОЕ _ F Ou д дЕ _ Ou к 1) ‚ ф 


+ (фәл) =0, 


Әф; Әд Әф; Әф; Әф; dt, 
由 此 得 
дн 一 zzCdi， л) 
дф; (20), 4) 
ай 
或 


n P mpa, Ф)" х(ф\, в) 


а (200, Ф) хо. 


上 面 利用 了 关系 式 э або, Ф), Ф) ==. НР Фф, 是 外 法 向 量 , Ж (290, 4) 


< 0， 所 以 第 二 步 逼 近 时 应 取 
p: = p, + Кх(а), 
或 
p: = p, + Klx — х) = ф + Ке*х(и), (8.3-15) 
式 中 天 为 某 一 正常 数 ,需要 用 试探 法 确定 ， 
无 论 以 逆 运 动 方程 式 或 者 用 原始 运动 方程 式 为 基础 去 逐步 逼近 求解 最 速 控制 ， 都 可 
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以 用 数字 机 或 模拟 机 来 进行 。 只 要 在 程序 中 排出 系统 运动 方程 式 和 共 轿 方程 式 ， 最 优 控 
制 的 形成 规律 , 以 式 C8.3-10) 作 为 逐步 逼近 的 根据 去 求 出 a 然后 改变 初始 条 件 do E 
ALLL, У, 除 上 述 最 速 下 降 法 外 ,还 可 以 用 第 二 章 中 介绍 过 的 共 簿 梯度 法 或 其 
它 有 逼近 方法 。 
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在 控制 技术 中 常 遇 到 另外 一 类 问题 , 即 系统 的 终点 状态 往往 不 是 原点 ,而 是 相 空间 的 
某 一 个 区 域 。 可 以 举 下 面 几 个 例子 来 说 明 这 类 问题 的 实际 意义 。 如 果 一 个 伺服 系统 允许 
有 终点 误差 ， 但 这 个 误差 不 能 大 于 某 个 值 a。 这 时 允许 的 终点 误差 范围 可 以 看 作 是 在 相 
空间 内 以 原点 为 中 心 而 半径 为 s 的 球体 ,如 图 8.4-1 所 示 . 此 时 对 控制 的 要 求 是 以 最 短 的 
时 间 目 初始 状态 ж 到达 球 上 的 某 一 点 ， 

再 例如 ,在 其 一 设备 中 需要 用 四 个 电机 并 联 做 为 大 型 起 重 机 的 动力 ,控制 装置 要 求 保 
证 四 个 电机 的 转速 完全 相等 ,使 工件 不 至 于 因 电机 的 转速 不 同 而 翻转 ,并且 保证 四 个 电机 
的 功率 平均 分 配 , 如 果 os 0з, os 和 ws 是 四 个 电机 的 旋转 速度 , 上述 要 求 就 是 wo 一 в, = 
os = o4。 此 外 还 可 能 要 求 它 们 严格 同步 , 即 三 个 转角 恒 等 。 如 果 每 个 电机 的 运动 方程 是 
三 阶 , 那么 , 等 速 等 角 条 件 便 在 9 维 相 空间 内 决定 一 个 三 维 的 超 平面 ,控制 装置 的 任务 就 
是 将 任何 初始 速度 和 角度 偏差 引导 至 这 个 三 维 超 乎 面 上 去 叫 . 

又 例如 探 空 火箭 的 控制 问题 . 假如 要 求 火箭 达到 某 一 指定 高度 时 获得 预定 的 速度 . 
控制 量 是 发 动机 的 推力 .。 如果 火箭 的 运动 方程 式 是 > 阶 , 那 么 ,上 述 条 件 便 在 相 空间 内 确 
定 一 个 = 一 2 维 超 平 面 。 类 似 的 工程 技术 上 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 . 这 一 节 我 们 将 讨论 
自 点 至 区 域 的 最 速 控 制 问题 . 

如 果 系 统 预定 的 终端 状态 是 一 个 л 一 1 维 超 平面 ， 自 给 定点 到 达 这 一 超 平面 的 最 速 
控制 的 求解 方法 在 前 节 内 已 经 讨论 过 ,这 里 不 再 重复 ,这 里 我 们 讨论 另外 一 种 较为 普遍 的 
情况 . 设 可 允许 的 系统 的 终点 状态 在 相 空间 内 构成 一 个 凸 性 区 域 2， 它 的 边界 是 逐 段 光 
滑 的 ,而 且 , 一 般 讲 来 , 它 不 一 定 包 含 原 点 .区域 2 由 下 列 一 组 不 等 式 所 确定 : 

ё;бх\› X29 ** ts Xn) == р(х) E01=1,2,...,1. (8.4-1) 
为 了 书写 方便 ,我 们 以 后 用 g) ЗохлЖжеАЖКА(8.4-ПОНЖС 8.4-2). 在 


X2 


图 8.4-1 8.4-2 
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空间 内 给 定 一 个 点 xo, 它 是 系统 的 初始 误差 或 初始 状态 要求 找 出 一 个 控制 函数 
u(t)， 使 受 控 系 统 自 x。 出 发 ， 以 最 短 时 间 到 达 区 域 0。 系统 的 运动 方程 式 依然 是 式 
(8.2-1), 即 常 系数 线性 系统 。 对 控制 量 的 限制 条 件 可 以 是 前 面 讨 论 过 的 两 种 情况 中 的 任 
一 种 . 这 两 种 情况 我 们 将 同时 研究 ,因为 从 分 析 理 论 来 看 它们 没有 本 质 上 的 差别 . 

做 为 最 速 控 制 设计 的 理论 基础 ,我 们 将 利用 等 时 区 的 概念 59, 用 它 做 一 个 桥梁 , 导出 
需要 的 设计 方法 . 一切 用 可 准 控制 在 工时 间 内 能 够 到 达 终 点 区 域 2 的 初始 点 的 全 体 记 为 
ССО, 7T)， 称 为 2 的 等 时 区 .如果 受 控 对 象 运动 的 方程 式 是 完全 能 控 的 ,重复 第 8.2 15 
的 讨论 可 知 ，G(8, Т) 是 一 个 四 的 = 维 区 域 . 由 于 式 (8.2-12 的 通 解 的 线性 特点 , 若 两 个 
点 ху 和 х, 都 属于 CG(2, 7), 那 么 此 两 点 的 连 线 上 的 任 一 点 均 可 以 在 工 的 时 间 内 到 达 9. 
更 进一步 ; 当 2 为 凸 性 区 域 时 ，CC8@, Т) UA. B ССО, Т) 的 表面 不 可 能 包含 
任何 长 度 大 于 零 的 直线 .后面 这 一 事实 可 用 下 列 方法 去 证 明 : 设 хо 为 等 时 区 ССО, Т) 
的 边界 点 ,那么 , 必 有 一 个 点 20 zo 属于 2 的 边界 5， 写 为 wo€ $5， 和 存在 一 个 控制 函数 
(т), {# 


т 
Zo = ехо 十 e^T i e4 Ви,(т)ат. (8.4-2) 


因为 GCA, Т) Л (Чї ХЫ, ВО хо 点 可 以 做 一 支 面 Pp， 后 者 的 外 法 向 量 是 
Фф. Е РУКА К: 

Сф, x0) > Chos х), (8.4-3) 
式 中 x 为 GC, Т) 内 的 任意 点 ,将 上 式 展 开 后 有 


(Ф, eTA zZ 一 | Ват) ) > (+, ce-47Z 一 ji Вира"), 
式 中 z 为 点 xx 所 对 应 的 终点 状态 ，ze 5. 由 于 x 是 任意 的 , 故 z 也 是 任意 的 .因此 ,上 
述 不 等 式 可 改写 为 
(—Ф | Bul) ad ) ыы |, Ces BaH 


> (4. е“Т(ж— Z) — | ваба). 
不 难看 出 , 欲 使 上 式 始 终 成 立 , 自 ж 至 ж 的 控制 аг) 应 满足 条 件 [ 限 制 条 件 式 (8.0-17)] 


(г) 一 一 sign (Beidh), (8.4-4а) 
或 者 [限制 条 件 式 C8.0-2)] 
три Ве: ф, _ 
wC) = [жеө (8.4-4Ь) 


换言之 ,上面 式 〈8.4-4a) 对 应 4 型 限制 ,而 (8.4-4b) 对 应 B 型 限制 条 件 。 这 里 我 们 得 到 了 
与 前 节目 点 至 点 最 速 控 制 的 类 似 形式 . 

AIN GCR, Т) 的 单调 扩张 性 这 一 概念 对 我 们 很 重要 .因为 条 件 式 (8.4-3) 仅仅 是 
最 速 控 制 的 必要 条 件 ,因此 ,一 切 最 速 控制 只 能 具有 式 (8.4-4a) 和 (8.4-4b) 的 形式 ， 但 是 
一 般 说 来 ,一切 具 有 此 种 形式 的 控制 却 不 一 定 都 是 最 速 控制 ， 当然 ,如 果 通 过 分 析 后 确信 
只 有 一 个 具有 式 (8.4-4) 形 式 的 将 x 引 至 2 的 控制 ,那么 , 它 当 然 是 最 速 控制 了 。 有 时 这 
种 控制 有 很 多 个 ,那么 ,就 需要 从 一 切 满足 条 件 式 (8.4-4) 的 控制 中 选 出 过 渡 时 间 最 短 者 . 
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这 样 问题 就 变 得 比较 复杂 。 只 有 在 等 时 区 СОО, Т) 是 单调 严格 扩张 时 (对 727， 一切 式 

(8.4-4) 形 的 控制 函数 都 是 将 G(28, Т) 的 边界 点 x。3 引 至 8 的 控制 , 因此 它 必 是 最 速 控 

制 。 这 时 式 (8.4-4a) 和 (8.4-4b) 既 是 最 速 控制 的 必要 条 件 也 是 最 速 控 制 的 充分 条 件 。 由 

于 等 时 区 的 连续 性 和 西 性 ,可 以 推 知 ,最 速 控制 如 果 存 在 的 话 , 则 必 是 唯一 的 。 于 是 , 当 等 

时 区 GC, T) 单调 扩张 时 ,设计 间 题 就 简单 得 多 了 .只 要 能 找到 一 个 满足 条 件 式 (8.4-4》 

的 控制 , 它 必 是 唯一 的 , 且 一 定 是 最 速 控制 . 

既然 等 时 区 的 单调 扩张 性 这 样 重要 ,这 里 需要 指出 等 时 区 单调 扩张 的 两 个 充分 条 件 . 

设 z 是 2 的 边界 S 上 的 任 一 点 ， grad g(z》 是 过 z 点 5 的 文 面 的 外 法 向 量 . 若 对 S$ 上 的 
每 一 点 2 均 能 找到 一 个 控制 向 量 ae U《 它 不 取 值 于 品 的 边界 ), 使 下 列 两 式 之 一 成 立 ， 

(—grad g(z), Az + Ви) > 0, (8.4-5) 

Az + Ви=0, (8.4-6 


那么 ,等 时 区 GC8, T) 对 工 单调 扩张 . 

条 件 式 (8.4-5) 和 (8.4-6) 的 几何 意义 是 极其 明显 的 。 如 果 终 点 状态 8， 控 制 量 值 域 
UD 满足 条 件 式 (8.4-6), 那么 ,2 的 边界 3 上 的 任何 点 ,都 可 以 成 为 系统 的 平衡 点 。 根 据 第 
8.2 节 的 讨论 可 知 ,此 时 ж 的 等 时 区 GC, Т) 是 单调 扩张 的 , 故 GC, Т) 对 工 单调 扩张 . 
另 一 方面 , 若 2 和 忌 满 足 条 件 式 (8.4-5), 则 2 内 必 有 系统 的 平衡 点 , 即 存 在 чл), 使 ху) 
自 边 界 5 上 的 任 一 点 出 发 ,将 永远 停留 在 2 内 ,而 不 会 逸 出 界外 ， 于 是 , 当 Т,> Т, 时 必 
有 ССО, Т,)СС(0, Т,), 设 z 是 ССО, Т) Ням, w) ЕН ж 至 2,60 的 某 
一 控制 ， 且 аСТ) =u 满足 条 件 式 (8.4-5)， 根 据 常 微 分 方程 的 解 对 初始 条 件 的 连续 依 
ЖЕ, x 附近 必 存 在 一 个 以 _ x。 为 中 心 的 小 球 ,其 中 的 每 一 点 都 可 以 用 шог) 928 z И 
近 的 球体 5(zo，, 6) 之 中 , 6 为 小 球 的 半径 .再 根据 条 件 式 (8.4-5) 可 知 , 离 人 的 边界 S 足够 
近 的 点 均 能 用 某 一 控制 引 至 2， 这 是 因为 式 (8.4-57) 不 等 式 的 左 端 函数 对 z 和 и 是 连续 
的 . 于 是 , 靠 xz 足够 近 的 一 切 点 都 能 用 某 一 控制 在 了 十 АТ 的 时 间 内 引 至 О, 这 就 说 
明了 ССО, Т) 对 工 是 单调 扩张 的 ， 这 两 个 充分 条 件 的 严格 证 明 可 参看 文献 [5], 

介绍 了 单调 性 条 件 后 ,我 们 继续 研究 最 速 控制 规律 式 (8.4-4)。 下 面 的 讨论 总 是 假定 
等 时 区 是 单调 扩张 的 . 当然 这 不 是 一 个 完全 必要 的 条 件 ,在 这 个 条 件 不 满足 时 ,下 面 所 介 
绍 的 计算 方法 仍然 可 以 使 用 ,但 在 使 用 时 必须 要 做 其 他 辅助 性 的 检验 计算 . 可 以 看 出 , 式 
《8.4-4) 的 右 端 e7 do 是 式 (8.2-1) 的 共 斩 方 程式 


42 аф, фу — Фф (84-7) 


的 解 。 由 此 可 知 , 自 CCT) 边界 上 的 任何 点 x 在 工时 间 内 到 达 2 的 控制 (г) АЖ 
最 速 控制 4G). 
再 研究 ж 与 p 的 关系 .我 们 知道 , 若 Ф 是 ССО, Т) 过 хо АЗ 
量 ,那么 , 式 (8.4-7) 的 解 ФО) 在 二 7 了 时刻 的 向 量 A 是 等 时 区 С(О,л) 过 ж), 
(0) = x。， 点 支 面 的 外 法 向 量 . 当 一 0 Б, ССО, 0) = 0, Ш еф, = ФСТ) 是 
ССО, 0) ОЈ = = 站 TT)》 点 支 面 的 外 法 向 量 。 从 这 里 可 以 看 出 一 个 重要 事实 : 若 在 
Og 


д ЖЕ, 式 (8.4-1) 中 的 函数 gCzo》 为 光滑 ,而 梯度 向 量 gradg (ш) |an = (се, азы 
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KAFR WAE 


е “ТФ, = a gradg(zo)， (8.4-8) 
AH a 为 某 一 正常 数 。 换言之 ,向 量 e-47 与 向 量 grad (20) 方向 相同 , AR (8.4-8) 
解 出 如 得 
ф = ace47grad g(zo)。 (8.4-9) 
由 此 可 知 ,向 量 由 最 速 轨迹 С) 的 终点 zo。 所 唯一 确定 。 从 而 ,最 速 控制 @ 也 为 
2, 点 所 唯一 决定 ， 
АН x 至 z 的 最 速 控制 为 式 (8.4-4a) E C8.4-4b), IMA, GCA, Т) 必 为 严格 
凸 。 读 者 不 难 证 明 , 若 x 和 х 位 于 ССО, Т) 的 边界 ,那么 ,二 者 连 线 上 的 任何 点 x; 均 
位 于 ССО, Т) 的 内 部 ,证 明 过 程 几乎 完全 重复 第 8.2 节 中 有 关 的 讨论 
现在 着 手 解决 本 节 初 提出 的 自给 定点 x。 至 8 的 最 速 控 制 问 题 。 为 此 我 们 研究 式 
《8.2-1) 的 逆 运 动 方程 : 


dy _ — Ay — Ва. (8.4-10) 
dt 
引进 符号 
uz, z) 一 一 sign(CBre4 grad g《z))， 对 4 型 限制 ， (8.4-11а) 
и (+, 2) еа B'es! grad АЄЭ! ? 对 B 型 限制 ， (8.4-1 1b) 


Ве grad gCz)) 
则 逆 运 动 方程 (8.4-107 的 解 是 
yt, Z) = eiz eT | е Ви(т, 2)4т, (8.4-12) 


如 果 对 给 定 的 ж 能 找到 一 个 点 ж, 使 уб.) 通过 м 点 ,那么 , 相应 的 иб. z) 便 
是 y(z) НОА хо 的 最 速 控制 . 

为 了 求 出 自 8 至 x 的 最 速 控制 函数 ,我 们 还 采用 逐步 逼近 法 . 先 任 意 给 定 一 个 а, 
求 出 grad g(z1)、 做 为 式 (8.4-10) 和 (8.4-11) 的 初始 条 件 , 做 函数 

FC, 2) = (м — y(t, Z), е grad g(z)), (8.4—13) 

令 ж= z1， 并 设 所 选择 的 z 使 (ж 一 21, grad 8(2)) > 0. 利用 条 件 式 C8.4-3) 不 难 证 

明 ，F(z) 是 单调 递减 孜 数 , 在 某 一 :一 时 ，F 二 0。 利用 式 (8.4-13) Е = 0 的 条 件 确 

JE “上 的 最 小 根 л. ШОТ УС, 21) 的 特有 性 质 , 满 足 Fz) == 0 的 ya) 必 位 于 等 时 区 

С(д,һ) 的 边界 上 ,而 向 量 е8 grad g《z1) 是 过 убал) 点 等 时 区 支 面 的 外 法 向 量 . 条 件 

Е(л„ 21) = (х — уба, 21), ef" grad g(z,)) = 0 (8.414) 

的 几何 意义 是 向 量 хо — yaz) 和 ef^ grad (ж) 直 交 .由 于 等 时 区 ССО, Т) Нч 


的 且 严 格 扩张 的 ,只 有 当 Ф, = ef grad e(z) = фо, Вр Фф, 为 等 时 区 ССО, Т) 过 х 点 
的 外 法 向 量 Фо 时 , 式 (8.4-14) 的 根 + = 二 了 为 最 大 ,或 者 说 ,对 一 切 基 于 h 的 向 量 办 所 
确定 的 


, Е = (x, — у(л, 2), Фф) = 0 
НВ л 均 小 于 T. 因此 ,决定 最 速 控制 的 初始 点 z€5 应 该 满足 条 件 
Talx) = max 1(х,, 2), (8.415) 
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式 中 #(ж z)》 为 方程 式 C8.4-14) 的 根 ,当然 它 也 是 x 和 初始 点 zx 的 连续 函数 ， 

现在 我 们 用 逐步 逼近 法 求 式 (8.4-15) z= zo 的 解 。 为 此 ， 先 任意 给 出 265, WHE 
函数 gC(z) 求 出 grad gC(z1)， 代 入 式 (8.4—4), 得 到 最 速 控制 аб, ж). 再 将 aG, ж) К 
入 式 (8.4-12) ЩЩ уб. z); 然后 构成 函数 РС, ж), KEF = 0 的 根 = д. WR 
Yla, д) =x MWA, RERE dO) ВОНГ. WR УСА, д) = x MARE 
他 的 点 22, 使 уб, ж) EBET x дї. 2, 的 选择 可 按 下 列 方法 进行 : 记 e^ grad 
e(z) = Ф, WA 

Е(л, Ф) 一 (xz 一 ?Cn Ф), Ф) 20, (8.4-16) 

AH Фф. 为 等 时 区 ССО, л) 过 уба, Фф) 点 的 外 法 向 量 . 求 对 各 分 量 Ф 的 偏 导数 ， 
并 利用 关系 式 


5. (уба, Ф) Ф) = уба, Ф) 
则 得 到 
и во, Ф) (а, — уба,ф)). (8:4-17) 
И 


由 于 (Zeh, Ф)> 0, KERAHE вал 只 有 在 х, = убал, Ф) 时 为 零 ， 因 


此 ,做 为 第 二 步 逼近 ,可 取 
Ф, = ф, + Kigradt = h, + К,(х, — уба, ф,)), 
其 中 Фф, = е“ grad e(z). 上 式 两 端 乘 以 в. 后 有 


е Аф, = grad &(Cz2) = grad (21) + Ке aC 一 了 Cn ф,)). (8.418) 
上 式 右 端 第 二 项 为 已 知 向 量 , 而 第 一 项 中 的 ж ВАБ, 2, 可 从 下 式 内 求 出 : 
— Og(z) _ glz) ГУ _ 
гй =0, a a куы, (в.4-19) 


这 里 А; Сд) 为 向 量 е "Со 一 了 Ga Ф)) 的 第 i 个 分 量 ， 用 2, 和 grad (22) RAR 
《8.4-10) 和 (8.4-11), ЖШ y(t,z2), 再 从 式 (8.4-14) 内 求 出 л. WR УС, ж) 关 xz， 或 
者 |ж 一 УС, l 仍 为 足够 大 时 ,上 述 程 序 可 继续 进行 。 这 样 , 经 过 数 步 后 , 计算 过 程 
将 较为 迅速 地 向 ж 收敛 
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前 面 几 节 内 讨论 的 是 目 给 定点 至 原点 或 至 给 定 区 域 的 最 速 控制 函数 的 求解 方法 ， 正 
如 前 面 曾 指出 的 那样 ,这 种 设计 方法 只 适用 于 初始 状态 为 已 知 的 一 次 使 用 的 控制 系统 .如 
果 系 统 的 初始 状态 是 任意 的 ， 而 控制 装置 的 任务 是 要 对 系统 任意 的 初始 状态 x 自动 算出 
Ж ЈАК u(x)， 若 将 这 一 水 数 代 入 式 (8.2-1), 使 其 变 为 自治 系统 

dx 

а Ах + Ви(х), (8.5-1) 
无 论 初始 状态 为 何 , 式 C8.5-1) 的 解 总 是 自 初始 条 件 x 至 原点 或 给 定 终点 区 域 2 的 最 速 轨 
迹 ， 换 名 话说 ,设计 最 速 控 制 装置 的 任务 是 找 出 一 个 > 维 向 量 函 数 uCx) 一 (u(x),……， 
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u(x))， 并 在 技术 上 实现 它 , 用 这 种 规律 构成 的 控制 装置 ,将 保证 系统 的 任何 运动 均 是 最 
速 运动 。 当 然 , 函 数 uC) 的 取 值 必须 满足 限制 条 件 ue U. 

事实 上 ,本 章 第 一 节 内 介绍 过 的 布 绍 的 方法 正 是 解决 控制 装置 综合 的 方法 .那里 借助 
相 平 面 的 图 解 工 具 找 出 了 这 个 最 速 控制 函数 ибх), 在 本 节 内 ,我 们 希望 建立 一 个 普遍 的 
方法 , 使 其 不 仅 适用 于 二 阶 系统 , 而 且 适 用 于 高 阶 系统 , 不 用 纯粹 图 解法 , 而 采用 解析 方 
法 。 初 看 起 来 ,前 面 几 节 内 的 讨论 似乎 可 以 应 用 到 控制 装置 综合 中 来 ,只 要 对 可 能 出 现 的 
各 种 初始 误差 x， 求 出 相应 的 最 速 控制 函数 就 可 以 了 。 其 实 , 问 题 完 全 不 是 这 样 。 首 先 ， 
对 绝 大 多 数 系统 (特别 是 伺服 系统 ?来 说 ， 可 能 的 初始 条 件 不 是 几 个 或 几 十 个 ， 而 是 整个 
л 维 区 域 ,要 想 对 每 一 个 点 都 进行 计算 是 不 可 能 的 。 退 一 步 讲 ,即便 每 一 个 初始 状态 所 对 
应 的 最 速 控制 函数 都 已 经 找到 ,也 难以 在 一 个 简单 的 电 的 或 机 械 的 装置 里 实现 ,因此 ,前 
几 节 内 的 方法 ,不 太 适 合 于 解决 控制 装置 的 综合 问题 .设计 最 速 控制 装置 ,必须 另 找 出 路 . 

为 了 讨论 上 的 方便 ,我 们 假定 受 控 系统 的 可 允许 的 终点 状态 不 是 一 个 点 ， 而 是 一 个 
区 域 2. 若 0 只 包含 一 个 孤立 点 ， 例 如 原点 ， 那 么 ， 就 变 为 至 原点 的 最 速 控制 了 。 我 们 
还 假定 区 域 2 和 控制 量 的 取 值 区 域 忌 满足 下 列 条 件 : (С) 9 的 等 时 区 是 单调 扩张 的 ， 当 
т со 时 ,等 时 区 与 可 控 区 M 重 合 ， 以 后 的 综合 问题 都 将 只 在 可 控 区 M 内 讨论 ; (2) Ж 
统 是 非 晓 化 的 ; G) 控制 量 的 取 值 限制 属于 4 型 ( 见 前 节 ), 即 |а| <1, i= 1,2, tar. 

根据 式 (8.4-4a) 可 知 ,在 上 述 假定 下 最 速 控制 函数 的 每 一 个 分 量 u 在 每 一 个 时 刻 z 
只 取 +1 或 —1, 且 任 何 最 速 轨迹 不 可 能 有 自 交点 。 因 此 ,最 速 控 制 的 综合 问题 可 以 归结 
为 对 每 一 uw 把 可 控 区 分 成 两 个 部 分 Mi 和 Му, 使 u 在 М; 中 取 十 1, 在 M7 中 取 
—1. Я М? 表示 М; ММ; 的 公共 边界 . 下面 将 看 到 ，M? 是 相 空 间 内 7 一 1 维 超 曲 
面 , 称 为 系统 的 关于 分 量 w 的 开关 曲面 。 如 果 这 种 区 域 划 分 已 经 完成 , 则 最 速 控制 的 综 
合 函 数 可 以 写成 


十 1， 若 xe М}, 
ui(X) = о ое (8.5-2) 
在 最 速 轨道 上 控制 分 量 wi(z) 的 变 号 时 刻 所 对 应 的 系统 状态 x 称 为 的 开关 点 。 这样， 
如 果 对 每 一 个 控制 分 量 的 上 述 取 值 区 域 都 划分 完 后 ， 最 速 控制 函数 的 综合 问题 也 就 得 到 
了 解决 . 
ж х 为 可 控 区 MM 内 的 任意 点 , 且 x 不 属于 8， 自 x 至 8 的 最 速 过 渡 时 | 间 为 了， 则 自 
x 至 8 的 最 速 控 制 是 (参看 式 (8.4-11a)) 
alt) = sign (— Br'e (Tgrad g(z)), 
其 中 z 为 8 的 边界 S 上 的 某 一 个 点 . 当 : 一 0 时 有 
и(х) 一 一 sign(Bre47 grad 2(z)). (8.5-3) 
根据 前 节 的 讨论 可 知 ，x 点 是 等 时 区 GCT) 的 边界 点 ,而 且 Ф = eù grad g(z) 是 过 
x 点 的 G(Q8,T) 的 外 法 向 量 , $ Б, 是 矩阵 B 的 第 i 列 向 量 , 当 外 法 向 量 与 b; 的 数量 积 
为 负 时 ，xe M7; 当 由 与 6b; 的 数量 积 为 正 时 xE Мг; 数量 积 为 零 时 хє MI， 当 x 为 可 
控 区 内 任意 点 而 属于 开关 曲面 M? 时 , 则 x 必 满 足下 列 方程 组 : 


т 
х=е\Т (= + | еВ sign (Ве grad (2) dt, | 
0 
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(grad g(z), e476;) p= 0, 
g(z) = 0, (8.5-4) 
现 让 了 在 [0, со] 内 变化 , 则 可 以 找到 и; 的 开关 曲面 的 参数 表达 式 为 


t 
x = et (z + | еВ sign(Breas grad g(z)) ds)» 
0 


(атай 2(2), е“6,) = 0, 

202) = 0, (8.5-5) 
ЛЖВ » 十 2 个 方程 式 ,独立 变数 只 有 # 一 1 个 。 自 第 一 式 内 消 掉 两 个 自由 变量 后 , 它 
ЖЛЕ ГӘН п 一 1 个 自由 变量 的 开关 曲面 参数 表达 式 . 当 w == 2 时 ， 即 受 控 对 象 的 方 
程式 是 二 阶 时 ,应 用 表达 式 《8.5-5) 可 以 很 方便 地 求 出 开关 曲线 . 这样 ,在 第 8.1 节 内 布 绍 
曾 研 究 过 的 一 些 特例 中 均 可 用 这 个 参数 表达 式 导出 开关 曲线 . 

若 终 点 区 域 8 只 包含 一 个 点 хо 时 《xo 可 以 不 是 原点 但 满足 等 时 区 单调 扩张 的 条 

件 ), 上 列 参 数 表达 式 可 写 为 


i А 
х = (а + | еВ sign (В'еф,)а; )， 
0 


(do cea) = 0, 
П = 1, 0о<г<осо, (8.5-6) 
于 是 ,我 们 就 得 到 了 求 开关 曲面 的 一 种 普遍 方法 ， 
现在 再 介绍 另 一 种 综合 方法 . 这 个 方法 是 以 等 时 区 的 一 些 几何 特性 为 依据 的 ， 设 可 
控 区 M 内 任 一 点 x 到 达 2 的 最 速 过 渡 时 间 是 T(x) ， 由 于 最 速 控制 的 唯一 性 可 知 > 元 函 
Ж Т(х) 是 非 负 的 单 值 函数 , 它 只 在 & 上 等 于 零 . 可 以 证 明 ,函数 Т(х) 在 可 控 区 内 除 在 
诸 开关 曲面 M? i=l, 2, ttar ЕНУ, 在 其 他 点 上 都 是 可 微 函 数 中 , 当 Т, 为 大 于 
零 的 常数 时 ,方程 式 T(x) = To 决定 一 个 4 一 1 维 的 封闭 曲面 , 它 正 是 等 时 区 ССО, To) 
的 边界 曲面 。 因此 grad Т (ж) |=, 是 等 时 区 GC, То) 的 过 边界 点 x 的 外 法 向 量 。 根据 
式 (8.4-4a) 知 ,此 时 最 速 控制 必 为 
а(х) = —sign (B" grad T (x)), (8.5-7) 


或 
и;(х) = 一 sign (grad Т (х), Б). (8.5-7”) 
由 此 可 知 ， 若 能 求 出 最 速 过 渡 时 间 函 数 Т (х), 那么 ， 最 速 控 制 函数 的 综合 问题 就 按 式 
(8.5-7) 完全 解决 。 如何 求 出 函数 TC) 8? 从 物理 概念 可 以 推 知 , 如 果 T) 是 可 微 
函数 ,那么 , 工 对 时 间 * 的 全 导数 应 恒 等 于 一 1。 于 是 可 以 写 出 方程 式 
ат _ ҳу ӨТ dr; 


— -一 :一 d T(x), Ах + Вӣ) = —1, .5-8 
2; Z Өх, dt (gra ( Jo ù) (8 ) 


式 中 а 是 最 速 控制 函数 ,因此 , 它 的 每 个 分 量 只 取 土 1。 方 程式 8.5-8) 是 关于 工 的 一 阶 
偏 微分 方程 , 它 的 边界 条 件 是 在 2 的 边界 S$ 上 为 零 , 即 

Т(х) |5 一 0. (8.5-9) 
方程 式 (8.5-8) 和 (8.5-9) 联 合 起 来 便 得 到 偏 微分 方程 中 的 柯 西 间 题 ， 它 的 求解 方法 可 按 
下 列 方法 进行 : 
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欲 从 式 (8.5-8) 求 解 TC) 必须 先 确 定 @ 的 值 。 根 据 最 速 控 制 的 特点 , 在 2 的 边界 
S 上 的 立 的 值 可 以 完全 确定 , 即 
让 一 一 Sign 人 (Brzgrad(z))， (8.5-10) 
AHA z 25 上 的 点 。 用 关系 式 (агайе(шж),БЬ;) =0,;=1,2,-+++,, 将 曲面 5 分 为 2 
个 不 相 重 合 的 部 分 51, Stro Sx。 在 每 一 个 5, 上 @(х) 的 值 由 式 (8.5-10) 完 全 确定 . 
于 是 柯 西 问题 
(grad T(x), Ах + В sign (—grad в(2))) = —1, (8.5-11) 
T(x) |5, = 0 
有 唯一 解 . 再 将 此 解 T(x) А 5, 沿 方 程 组 
= — Ах — Ba 
的 积分 曲线 向 * 增加 的 方向 延 拓 ,直到 对 某 一 个 7， 使 
(grad Т(х), Ь,) == 0 (8.5-12) 
ЖЕ, АЛЕ (гад T(x), Ь;) = 0 所 确定 的 曲面 为 定 解 曲面 ,再 解 方程 式 
(grad T(x), Ах + Вй,) = —1, 
其 中 六 ,与 式 《8.5-11) 中 的 控制 只 差 第 i 个 分 量 的 符号 ， 式 8.5-127 所 确定 的 曲面 就 是 
开关 曲面 Му 的 一 部 分 .这样 继续 进行 便 可 以 求 出 全 部 TC). 
总 结 上 述 讨 论 ， 用 相 空 间 坐 标 表示 的 最 速 控制 为 式 (8.5-7), 而 关于 u 的 开关 曲面 
м: 由 方程 式 


(grad T(x), Б;) = 0 (8.513) 
所 确定 。 PA, CE?” 一 1 维 分 片 光滑 的 =” 一 1 НН. ХАННА 
最 速 控制 装置 的 设计 问题 就 得 到 了 解决 . 
现 举 例 说 明 如 何 利 用 后 一 个 方法 去 综合 一 个 最 速 控制 函数 。 设 受 控 对 象 的 传递 函数 
为 ( 见 图 8.5-1) 


(8.5-14) 

输入 作用 为 gle) = ғ 十 8git。 引 人 座 标 у: = у, ть = У2> SCz) 一 Уу = Xis сз = х,; 那 
么 , 受 控 对 象 的 误差 方程 组 可 写 为 

Яаа, би, |ш]<1, (8.5-15) 


设 终点 状态 2 为 以 原点 为 中 心 , 以 2 为 半径 的 圆 , 它 由 不 等 式 
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е(ху,х;) == х + х}— о < 0 (8.5-16) 
所 确定 .不 难 检验 , 系统 式 (8.5-15) 的 可 控 区 是 整个 相 平 面 , 即 相 平 面 的 任何 一 点 x 均 可 
以 用 可 准 控制 引 至 2， 其 次 ; 若 2 二 工时 ,2 的 等 时 区 GC, Т) 为 单调 扩张 。 因 为 此 时 
单调 性 条 件 式 (8.4-5) 得 到 满足 ， 因 此 不 等 式 

(grad g(x), Ах + Би) = 2х, + 2х и > 0 

总 可 以 成 立 , 注 意 到 a] < 1, RER 2r > 2х, 即 可 .由 于 grad g(x) = (2x1, 2х,), 
故 在 上 半圆 周 上 最 速 控 制 x = 一 1， 在 下 半圆 周 上 u= +1. 将 此 值 代入 式 (8.5-11) 后 ， 
对 上 半 和 平面 有 偏 微分 方程 


oT х2 ЭТ + 1 一 0， 
Өх; Эх. 


Т (х1 x2) [анал ао = 0, (8.5-17) 


解 上 述 柯 西 问题 得 


T(x1, х) = х — J ё +1 — 2( = 十 +a) 一 2 — х 一 ta). (8.5-18) 


下 半 平 面 内 的 了 函数 与 此 斜 对 称 . 故 “ 的 开关 曲面 为 方程 式 әт 一 0 所 确定 ,如 图 8.5-2 
所 示 . 于 是 ,整个 相 平面 被 两 个 斜 对 称 曲 线 M 和 
圆周 分 为 两 个 部 分 M+ 和 M, 最 速 控制 АКТ] 
写 为 下 列 形式 : 


+1, Ж xE Mt, 

и(х\, х2) = Е E АЕМ. (8.5-19) 
按 此 式 所 构成 的 最 速 控制 系统 的 方块 图 示 于 图 
8.5-1 中 .图 中 的 最 速 控制 器 的 作用 是 实现 函数 
式 (8.5-19)。 这 个 系统 对 任何 g0) = во + gt 类 
型 的 输入 作用 ，g а 为 任意 常数 ,从 任何 初始 8.5-2 
状态 出 发 , 均 以 最 短 时 间 使 误差 x， x; 趋向 圆 8。 容易 看 出 , 当 。 一 0 时 ,表达 式 (8.5-18) 
就 变 为 自任 何 点 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 函 数 . 由 此 求 出 的 最 速 控制 式 (8.5-19) 就 变 为 自 
任意 点 至 原点 的 最 速 控制 了 。 
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前 面 几 节 内 的 讨论 中 ， 我 们 总 假定 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 线性 常 系数 的 。 这 一 个 
假定 只 是 为 了 讨论 时 方便 ,而 不 是 问题 的 本 质 所 需要 的 .相反 ,前 面 几 节 内 的 一 切 讨 论 均 
适用 于 变 系 数 系统 ,只 要 在 各 公式 中 做 适当 的 变化 就 行 了 209。 变 系 数 系统 在 实际 工程 中 
РАЗ М. Ид, 飞机 的 控制 ,火箭 弹道 的 控制 都 要 处 理 变 系数 方程 组 . 因此 ， 我 们 在 本 
节 内 将 扼要 地 讨论 当 方 程式 是 变 系数 时 ,如 何 改变 前 面 几 节 内 的 讨论 ,使 之 适用 于 这 种 情 
їл. 

研究 方程 式 
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ИЯ ра... адены, (8.6-1) 
di” 21"! 
或 者 方程 组 
2 в Alx + Ви, (8.6-2) 
dt 


AR 400) 为 x X n ИН, REIR аб) 为 时 间 * КЕ; BO 为 x X 7 阶 长 方 
矩阵、 其 诸 元 素 bC) 也 是 时 间 г 的 连续 函数 ， 象 过 去 曾 指出 过 的 那样 ,方程 式 《8.6-1) 
总 可 以 化 成 一 阶 方程 组 《8.6-22。 所 以 我 们 以 后 只 研究 后 者 。 EE Plo г) 是 方程 组 
《8.6-2) 的 齐 次 方程 的 解 


2 = ACDD, Pln h) = Е, (8.6-3) 
t 
式 中 五 为 单位 矩阵 。 我们 称 OCs) 为 式 (8.6-3) 的 基本 解 矩 阵 ， 利 用 @， 式 (8.6-2) 的 


通 解 可 以 写成 


абу СЬ, 00 (а 4 | Ф— (и, т)В(т)и(с)4т), (8.6-4) 


这 里 ж 为 系统 的 初始 状态 ,与 式 (8.2-4) 比 较 即 可 看 出 ,如 果 用 Plo) 代替 г, 
式 (8.6-4) 与 (8.2-4) 类 似 。 唯 -~ 的 区 别 是 积分 下 界 不 同 , 这 是 变 系数 系统 的 重要 特点 , БР 
初始 运动 的 时 间 必须 给 定 , 否 则 初始 条 件 无 意义 . 

至 于 对 控制 量 а 的 限制 条 件 依然 假定 为 第 8.5 节 内 的 4 型 和 了 型 两 种 。 设 终点 状态 
为 原点 .在 时 刻 o 开始 运动 ,在 w 十 7 时 刻 能 到 达 原 点 的 初始 点 的 全 体 称 为 关于 原点 
的 工 等 时 区 ,用 符号 G СТ) 表示 .如 果 系 统 式 (8.6-2) 为 完全 能 控 的 系统 , 那么 ,重复 第 
8.2 节 内 的 讨论 , 可 以 证 明 , 4 Т> 0], С„(Т) Xa АК. АЕ 
件 这 里 变 为 每 组 向 量 : BG = 520), ЮФ), К = 2,3, ---, п, 在 任何 时 刻 为 线性 不 
HR, BPO = AOB) + = b*?(z)。 这 个 条 件 一 般 是 难以 检查 的 ,但 是 在 实践 
中 受 控 对 象 通常 都 是 完全 能 控 的 ,例如 方程 式 (8.6-1) 无 论 系数 ар) 是 什么 函数 ,系统 都 
是 完全 能 控 的 。 因 此 ,对 一 般 工程 系统 这 个 条 件 总 是 能 满足 的 . 

对 于 满足 完全 能 控 条 件 的 系统 ， 如 果 控 制 量 受 4 型 限制 ， 则 任何 最 速 控制 也 必 是 开 


关 控制 利用 第 8.2 节 内 的 证 明 方 法 可 以 算出 自 ж 点 到 达 原 点 的 最 速 控 制 为 
sign (B'A), 若是 4 型 限制 ， 
Ct, ф) 一 BENDE) чун: е р аы С8.6-5) 
Go о Е РНИ 
这 里 PO 是 下 列 方程 的 解 ; 
> = аф, ФС) = —ф, (8.6-6) 


Ф, 是 等 时 区 GT) 过 其 边界 点 x 的 支 面 的 外 法 向 量 ， 

于 最 速 控制 是 式 (8.6-5) 型 水 数 , 故 可 推 知 等 时 区 С„(Т) 是 严格 凸 的 并 且 对 了 工 单 
调 扩张 . 目 它 的 任何 边界 点 ж 到 达 原 点 的 最 速 过 渡 时 间 是 Т; 最 速 控制 按 式 (8.6-5) 由 
хо 点 的 外 法 向 量 Фо 单一 确定 ,因此 最 速 控制 是 唯一 的 ,这 些 性 质 可 以 用 类 似 于 第 8.2 节 


8.6 变 系数 系统 的 综合 229 


的 方法 证 明 . 

设 系 统 的 初始 条 件 是 x。， 初 始 运 动 时 刻 是 4， 现 写 出 求 自 х, 至 原点 的 最 速 控 制 的 
逐步 逼近 公式 : 过 x 作 一 任意 平面 P,， 其 外 法 向 量 是 办， 自 该 平面 到 达 原 点 的 最 速 
控制 必 为 式 C8.6-5), 其 中 Ф(ь) = —Ф, С 8.6-1). & х 为 平面 Р, 上 离 原点 的 "最近 
点 ”, 且 自 此 点 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 为 а, MWA. 在 
=r +i 时 , 必 有 关系 式 

(х(2), CO Cto, to + 1)) Фф) 

= (x), Ф(4)) = 0. (8.6-7) 
这 里 利用 了 这 样 一 个 事实 : (Фи, 0)! 5234902718 
式 〈8.6-6) 的 基本 解 矩 阵 ， 因 为 当 d = h Н, A 
《8.6-7) 的 根 为 极 大 ;, 故 第 二 步 逼近 应 取 
Ф, = ф, + К gradi 

=, + KD Cts to + в)х(в), (8.6-8) 图 8.6-1 
式 中 天 为 某 一 正常 数 . #—фФ, 做 为 式 (8.6-6) 的 新 的 初始 条 件 ,再 按 式 〈8.6-57 构成 新 的 
控制 函数 a(z;%) ， 并 代入 式 48.6-42) 解 出 运动 轨迹 为 


x(t, Фф) = Plts i + t) Е + | Ф "Си, т) Ви(т, Фә › 


再 代入 式 C8.6-7) 求 新 根 请， 依 此 类 推 ， 数 步 后 即 可 求 出 自 x 到 达 原 点 的 最 速 控制 
ål, фә). 

自给 定点 至 平面 或 自给 定点 至 区 域 2 的 逐步 求解 方法 与 第 8.5 节 内 的 讨论 基本 相 
同 , 只 须 将 各 式 中 的 基本 解 矩 阵 按 下列 关 系 置 换 后 即 可 继续 使 用 : 

ей» Ф(1, 1), 

е4 Om ha в = Ф(Ь в), 

е —> OCh, t) 

eTa — [O Cn, 1) 17 = O (т, to). 

对 变 系数 系统 最 速 控制 装置 的 综合 (设计 ) 要 比 前 节 所 述 方法 更 为 复杂 ,但 原理 都 是 
一 样 的 。 变 系数 系统 的 最 速 控制 装置 综合 的 任务 是 找 出 一 个 十 1 元 函数 @(1, х), Ж 
其 代入 式 C8.6-2) 后 , 方程 式 以 任何 初始 条 件 和 初始 时 刻 开始 运动 都 能 以 最 短 时 间 到 达 终 
点 状态 。 最 速 控制 系统 的 运动 方程 式 将 为 

ах 


Е = А(рх + BOGOR ж), (8.6-9) 
式 中 UC, х) = alt, ж), +++, Ct xX))， 它 的 每 一 个 分 量 均 满足 给 定 的 限制 条 件 4 


或 B. 
设 控制 量 受 4 型 限制 , 试 讨论 最 速 控制 函数 йб, x〉 的 求解 方法 。 系 统 的 终点 状态 
设 为 凸 性 区 域 2， 它 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 : 
glx) <0- 1=1,02, +, т, (8.6-10) 
gi(X) = 0, i=1,2, 7 决定 2 的 边界 3， BERERE 5 上 足够 光滑 ,梯度 向 
Е grad р;(х) 处 处 不 为 零 向 量 。 和 前 节 一 样 ,用 符号 #(х) 代表 вх) В. Я 6. 
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(0, Т) 表示 ь 时刻 开 始 运 动 而 在 љ Т 时 能 到 达 8 的 一 切 初 始点 的 集合 , 称 为 了 等 时 
K. 与 常 系数 系统 类 似 ， 等 时 区 单调 扩张 的 充分 条 件 是 : 对 任何 265 M >n FE 


z(t)， 后 者 不 在 U 的 顶点 取 值 ,有 使 
(gradg(z), 4@); + Вфи@)) <0, (8.6-11а) 


或 
Alz + В(ә)и(:) = 0, (8.6-11Ь) 
将 上 和 x 看 成 是 = + 125 К, 内 的 点 , 令 МО) 是 以 t 时 刻 出 发 并 能 到 达 
2 的 一 切 点 的 全 体 ， 我 们 称 它 为 关于 o 的 可 控 区 . 当 GC, Т) 为 单调 扩张 时 ，G。 
«О, оо) 与 МО) НЕА. 称 一 切 М@), 0 < < co， 的 总 和 为 变 系数 系统 在 Rs+ 内 
的 可 控 区 , AMER. 按 定义 , 自 M 中 的 一 切 点 (z, ж) 均 能 用 某 一 可 准 控制 在 有 限时 间 
内 到 达 о, Паж HAR @ (Е, х) 的 综合 (设计 ) 将 在 M 内 进行 .重复 前 面 的 讨论 , 可 
以 证 明 , 一 切 自 С,С0, Т) 的 边界 点 (т, x》 以 TT 时 间 到 达 © 的 控制 只 能 是 最 速 控制 , 后 
者 的 每 一 个 分 量 必 是 开关 函数 (对 4 型 限制 )。 因 此 , 对 最 速 控制 函数 的 综合 问题 可 归结 
为 对 每 一 控制 分 量 и, ТЕ К, 内 的 可 控 区 M 中 分 为 两 个 部 分 Mi 和 Mr, 使 


РЛ +1, Æ (х, € М}, 
240, йз] | т tege ИГ (8.6-12) 
或 者 在 ” 维 空 间 中 的 М) 内 
+1, # хє M7), TEF, 


ti(t, x) = E В ЖЕ мг. 


在 К,ы 内 Mi 和 M7 的 共同 边界 是 一 个 ” 维 超 曲 面 MI， 称 为 总 的 开关 曲面 ,而 在 
R, 内 Mi(z) 和 MTO) 的 共同 边界 МК 是 二 一 а. 后 者 在 相 空间 内 将 随时 
间 的 变化 而 连续 变动 。 这 是 与 常 系数 系统 的 开关 曲面 所 不 同 之 处 ， 在 那里 开关 曲面 是 与 
时 间 无 关 的 固定 超 曲 面 . 
由 于 等 时 区 的 凸 性 和 单调 扩张 性 ,因此 目 M 内 的 任 一 点 б, х) 到达 8 的 最 速 控制 是 
唯一 的 , 它 由 下 式 所 确定 : 
lt) = — sign (BO + Т, t) grad g(z)), (8.6-14) 
式 中 了 为 自 Cox) 到达 4 的 最 速 过 渡 时 间 ，z 为 8 边界 S 上 的 某 一 点 。 最 速 过 渡 时 间 
了 是 初始 状态 和 初始 时 间 # 的 连续 函数 , 写 为 了 (zxz)。 方 程式 ТО, х) = To 在 К, A 
所 确定 的 超 曲 面 正 是 等 时 区 С, СО, To) 的 边界 $, (9, T). 显然; 当 SC, T) 上 的 过 
点 x 的 外 法 向 量 与 b) 的 内 积 为 正 时 ，xe MO; 反之 , 当 外 法 向 量 与 Ь;(л) 的 内 
RAAN, xe MTG). 因此 ,在 SC, Т) 的 一 切 边 界 点 上 ,最 速 控制 可 以 确定 出 来 : 
Be = Ж (Cx, 2), b) <0, 
| —1, Ж (ф(х, 1), b) > 0. 
AR ФС, х) 为 5,9, Т) Мх УМЕЕ, WRAZ Та, х) 是 可 微 的 ,那么 ,由 


等 时 区 的 单调 性 可 知 ,向 量 (22, ӘТ, вне, 21) 的 方向 与 5,60, Т) 的 外 法 向 量 ФС, 
x) 方向 相同 , 即 


(8.6-15) 


grada T(i, ж) = аф(г, х), (8.616) 
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Ap а> 0， 为 一 常数 。 再 根据 最 速 控制 的 特性 式 (8.6-14) А1, 每 一 个 向 量 ФС, х) 必 
对 应 人 的 边界 5S 上 的 一 个 点 z， 使 

ФС, х) = O(t, t + T(t, x)) grad в(2). (8.6-17) 
ТР, GQ, Т) 的 边界 5,00, T) 可 用 下 列 参 数 方程 组 表达 出 来 : 


х=Ф(ф + Т, |z + ее + Т, Вб) ява Вб)" (в, а 
рая (а „ бай еы, | (8.6-18) 


而 疼 的 > 一 1 维 开关 曲面 的 参数 表达 式 为 
x = Ф( + Т, ПЕ + “об, ЭВ (у) sign (BCID ls, £ + T) grad g(z))ds, 


(Фа, £ + T) grad g(z), Б;(:)) = 0, 
g(z)=0, 0= Т < со, (8.6-19) 
що Н “ДАА xo 时 , 式 (8.6-19) 变 为 


х= Olt +T, ох + | ос, 1) В (5) sign (В"(5)Ф"( t + Т)ф)а, 


(Фа t + ТФ, Ь,(2)) = 0, 

ПФ = 1, 0< Тт < оо, (8.620) 
前 述 式 《8.6-19) 仅 确定 了 40, х) 在 М; 和 М; 内 的 值 , 而 在 开关 曲面 M; 上 的 值 
尚未 确定 .但 是 , 当 最 速 运动 轨 线 遇 到 Mi 使 п 变 号 并 穿 过 开关 曲面 时 , 4 Æ МЕ 
的 取 值 无 需 单独 确定 .不 能 排除 最 速 轨 线 的 一 眉 或 全 部 位 于 м} 上 的 情况 ， 这 时 ш ТЕ 
M; 上 的 取 值 就 必须 预先 求 出 。 容 易 证 明 这 时 и; 的 取 值 可 按 下 式 确定 : 


+1, F £ (Ф(б + T) grad (=), bi) |= < 0, 


и: (1, x) = d (8.6-21) 
—1, Ж РУ (Фа s + Т) grad #(2), b) |= > 0. | 


如 果 7 СФ" (2,5 + Т) grad (а), Ь,00)) | = 0 时 ,可 继续 取 对 + 的 二 次 导数 ,而 б, 


х) кта -21) 决 定 ， 因 此 ,利用 参数 式 48.6-19) 可 以 求 出 变 系数 
线性 系统 的 开关 曲面 М. 
Я 设 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 
йз ы xı + (1 + ели, 
dt 


dx 

dt 
系统 的 终点 状态 设 为 原点 。 显 然 , 系 统 是 完全 可 控 的 。 根据 式 (8.6-20), 在 相 平面 上 开关 
曲线 的 参数 表达 式 为 

Рта | Фу, DBUS чап (toy г + Тфу, 


= к + (1 + eus, |u| <1, || <1,‚ (8.6-22} 


(Фа + Т)ф, Ь()) = 0, 
[Ф| = 1, 07 = 5. (8.6-23) 


232 第 八 章 ”最速 控制 系统 设计 


式 中 
соѕ (т — 1) Зі (т — ғ) ) 


— sin (т — 1) соѕ (т — £) 


Ölt, т) = ( 


解 式 (8.6-23) 之 第 二 式 有 
Ф, = +(созТ, — sin T), 


d, = +(sinT, созТ). 
于 是 ,开关 曲线 上 的 点 由 下 列 参 数 式 表示 : 
|, ү 一 sin а Lp )a чека, 


° ‘в Т соѕ Г/ 、 一 Sign sin T 
在 区 间 Z< T е 内 积分 上 式 ， 


(22 + 1) 十 ec- X, о бое ва Кы ыы аш. со$ @ 
x= К Ж (8.6-24) 
—е* > е Z +1 — cosa — sina — Каа Sin @ 

=1 


式 中 右 端 之 “一 了 一 a xz。 将 式 48.6-24) 画 在 相 平面 上 ， 便 得 到 图 8.6-2 所 示 之 开关 曲 


图 8.6-2 


线 . 开关 曲线 МО PE e 的 增加 而 连续 变化 , 自 М0) 的 位 置 连续 变 至 Моо) 处 ,如 
Шт. КАЗА х0) 点 出 发 在 上 时 刻 与 МК 上 之 4 点 相遇 ,于 是 u(t) ЖЕ. 
然后 , 行 至 B 点 又 与 开关 曲线 M2(z) НВ, и) 又 变 号 。 此 后 ха) 沿 最 速 轨 线 进 至 原 
点 .显然 ，w(z) 的 变 号 次 数 与 初始 条 件 有 关 , 这 与 第 8.1 节 内 的 常 系数 情况 相同 . 

再 讨论 另 一 个 综合 方法 一 一 利用 最 速 过 渡 时 间 函 数 T(z, х) 的 方法 , 按 式 C8.6-15) 
和 (8.6-16) 所 示 之 关系 可 知 


8.7 非 线性 系统 综合 举例 233 


| _ [+1, Æ (гад, T(z, х), ЬЫб)) <0, _ 
а а а-а 
现在 的 问题 是 如 何 求 出 函数 ，T(:, х). 
设 x(z) 是 式 (8.6-2) 的 某 一 解 ,由 恒等式 
TCC T 2E х(п +0) = Tli, х(2)) — # 
з Н] А О ДЕ К] Ен 27 Ж: 
от + Cprad, TO, ж)„ Ar + ВОВ, ж) = —1, (8.6-26) 
a 
上 式 的 边界 条 件 是 ,在 Q 的 边界 S$ 上 有 
TQ, х) |5 =0. (8.6-27) 


这 里 又 得 到 一 个 柯 西 问题 ,求解 的 方法 完全 与 前 节 常 系数 的 情况 相同 ,只 是 变 元 增加 了 一 
个 +. 求解 的 次 序 依然 是 将 曲面 5 РА 5,00), :一 1, 2， …，2， 每 一 区 域 上 的 最 
速 控制 由 式 (8.6-25) 所 唯一 确定 ,而 S 上 的 梯度 向 量 grade Т |s = gradg(Cx)。 此 后 再 用 逐 
步 延 拓 法 , 即 可 在 全 空间 内 求 出 TC, 1). 于 是 最 速 控制 函数 а(х, г) 就 可 以 按 式 
《8.6-25) 完 全 确定 ， 
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至 今 我 们 讨论 过 的 综合 问题 中 受 控 对 象 的 运动 方程 式 均 假 定 是 线性 的 . 前面 已 经 看 
到 ,利用 等 时 区 的 概念 可 以 顺利 地 解决 最 速 控 制 的 综合 问题 。 但 是 ,在 实际 问题 中 常常 会 
遇 到 一 些 典 型 的 非 线 性 系统 , 即 受 控 对 象 的 运动 方程 式 不 是 式 (8.2-1) 或 《8.6-2) 型 的 ,而 
控制 量 和 受 控 量 往往 以 非 线性 形式 出 现在 运动 方程 式 右 端 .一 般 可 写成 下 列 形式 : 
ах 


a WE X23 `°% Xn) Uis < 
ах 
и Т» X29 `7°›Х»һ; И *"*> и,). (8.7-1) 


或 写成 向 量 方程 式 : 


£x = f(x, u), 


ARRAES EIE и БЕ А RIA B 型 限制 . 

对 非 线性 系统 的 分 析 和 综合 要 比 线性 系统 困难 得 多 。 但 是 对 某 些 接近 线性 的 非 线性 
系统 ， 即 所 谓 拟 线性 系统 则 可 以 利用 线性 系统 所 使 用 的 办 法 去 综合 。 本 节 内 将 详细 讨论 
一 个 在 工程 问题 中 比较 典型 的 非 线性 系统 的 实例 。 通 过 对 这 一 系统 的 综合 来 看 看 应 如 何 


处 理 这 类 问题， 
首先 让 我 们 研究 一 下 式 (8.7-1) 的 最 速 控制 立 (:) 应 该 满足 什么 条 件 ?。 设 函数 fi 对 
每 一 分 量 x; 具有 连续 一 阶 偏 导 数 ， #00) 和 йб) 分 别 为 自 初始 状态 х 至 原点 的 最 束 


1) 以 下 的 讨论 是 极 大 值 原理 


最 速 控 制 必 要 条 件 的 简要 说 明 . 详细 的 讨论 和 证 明 请 参看 第 九 章 及 所 引文 献 ， 
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轨迹 和 控制 函数 。 令 控制 量 (г) 不 变 ,而 将 初始 条 件 x 做 微小 变化 eyo € 为 一 小 的 正 
常数 ，s > 0，y。 为 某 一 预定 的 任意 常 向 量 。 利用 轨道 摄 动 法 可 以 求 出 以 х 十 ey 为 
起 点 ,以 йб) 为 控制 的 方程 式 C8.7-1) 的 解 的 主要 部 分 是 400) 十 гу), 其 中 y(z) 是 下 
列 摄 动 方程 式 的 解 : 


4 
ге = 4(:)у, Y) = у 


4( = U = 20). (8.7-2) 
AR AG) 是 n Xn МУ. НЫ (0) 在 г = т 处 做 微小 的 改动 ,用 以 观察 
最 速 轨 线 *(z) 所 发 生 的 变化 . © 
ål), Ж <s — 81,122 5, п 

= 一 | ДЖ 5 — &/ < г<, езу 
即 在 5 — el < г< 的 区 间 内 将 最 速 控制 函数 换 成 另 一 个 向 量 we VU， 而 在 此 区 间 以 外 
的 一 切 时 间 上 最 速 控制 函数 不 做 任何 变化 ;定义 式 《8.7-3) 中 的 7 是 任 一 正常 数 ,8 为 某 
一 足够 小 的 正 数 . 显然 ;在 <s 一 el 区 间 内 最 速 轨 线 x(z) 没有 变化 ,而 在 :一 el < 
1< + 区 间 内 轨 线 发 生 了 变化 ,这 个 变化 量 的 主要 部 分 是 ely. 


Г. (FCC), о) — ЕС), й(:)) 142 = elyo + 0(е), 


式 中 = fl), и) — FCC), @(:)), HRE йб) 的 每 一 个 分 量 在 这 个 小 区 间 内 是 
连续 的 . 令 ФС, 1) 是 式 (8.7-2) 的 基本 解 和 矩阵 ，@(i,1) = Е, ТЖ, иб) 对 应 的 变化 
了 的 轨 线 是 
ží), ts el, 
= е Фау) + 9689, >i. 
式 中 
убт) = ФС, пу. 

由 于 y(z) 是 у, 的 线性 函数 ,而 x) 又 是 & 和 У 的 线性 函数 , 不 难 理解 , 当 / 
固定 且 = 足够 小 时 , 一 切 式 (8.7-3) 型 的 控制 函数 所 对 应 的 轨 线 终点 构成 一 个 上 四 性 锥 体 ， 
而 且 过 ХС) 点 可 以 做 一 个 支 面 P， 使 一 切 变 动 了 的 轨 线 端点 xl) 位 于 此 支 面 P 的 
01]. ХФ 为 此 支 面 的 外 法 向 量 , 于 是 有 

(Фф, у(2)) < 0. 
将 уб) 之 表达 式 代 人 上 式 后 有 
(фи, DCs, д) [ЕСС ө) — ЁС), @(:)]) < 0, 
或 
COCs, д)ф,, FRCS), а(5))) > (Ф (5, нд, Ея), о) 
由 于 [P C, Г 2068.72) 27 Жез, 


40 = AOp, Pa) = (8.7-4) 


的 解 ,v 是 任意 且 属 于 UU 的 向 量 ,s 也 是 任意 的 ，0 委 * < a。 因 此 上 述 不 等 式 的 含义 为 
Н = (G), FCG), @(0)) = max (ØC), FG), 0)). (8.7-5) 
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式 中 Н = (H), Kx, u))， 称 为 哈密 顿 函数 ， 它 与 原 方程 式 (8.7-1) 及 其 摄 动 共 轿 方 程 
式 (8.7-4) 的 关系 显然 是 


ӨН _ 4х; y 

Өф; dt fi(x, и), 
ЭН _ _ dbi 

Ox; dt j 


归纳 上 述 ,得 到 式 (8.7-1) 最 速 控制 的 必要 条 件 是 存在 一 个 非 零 连续 向 量 函 数 ФСг), 沿 最 

速 轨 线 上 的 每 一 时 刻 ,最 速 控 制 &(z) АН ЭН. ЖУК, 可 以 证 明 , 沿 

最 速 轨 线 万 宇 0， 而 且 等 于 常数 。 下 面 我 们 就 利用 这 个 定理 去 解决 一 个 非 线性 最 速 控制 

系统 的 综合 问题 . 7 

现 讨 论 带 有 电机 放大 器 的 电力 拖 动 | | 

AR, mA 8.7-1 所 示 。 图 内 左边 加 

到 电机 放大 器 控制 绕组 上 的 电压 m Ж 

对 拖 动 系统 的 主要 控制 量 ， 加 到 右边 直 

流 电 机 激 磁 绕 阻 上 的 电压 n TUAR | 

是 第 二 个 控制 量 。 通 常 在 这 类 系统 中 取 “A 

um 为 常 值 电压 .实际 上 , 若 将 激 磁 电压 2 

и; 看 成 为 控制 量 , 而 在 控制 过 程 中 按 需 

要 去 变化 它 的 电 平 ,那么 , 拖 动 系统 的 性 m 

能 可 以 提高 ， 这 一 点 通过 下 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 令 * 表示 电机 输出 的 转角 , “为 电机 旋 

转速 度 ，e 为 电机 放大 器 的 输出 电压 ， 坟 各 分 别 为 控制 绕 阻 和 激 磁 绕 阻 的 电流 。 于 是 

受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 
ах 
dt 
do 
dt 
de 
dt 
di, 
dt 
di, 
dt | 

AH e, В, у, Е 均 为 正常 数 ,为 系统 结构 参数 所 确定 。 为 了 容易 掌握 综合 方法 的 实质 ,我 


们 假定 两 个 线 阻 的 时 间 常 数 T= i То 一 二 和 电机 放大 器 的 时 间 常 数 т, 一 - 均 很 


= (0, 


| 


aie + 012, 
== —@е + Ви, 
-= —#й + уй» 


== 一 61 + Eu, (8.7-6) 


小 , 从 而 把 式 (8.7-62 的 五 个 方程 式 化 简 为 一 个 二 阶 系统 .于 是 综合 问题 即 可 以 在 相 平面 
上 进行 . 
设 控制 系统 的 任务 是 位 置 随 动 ， 即 跟随 输入 作用 g(z) = 4 = cons, 引进 误差 座 标 


= — 0, u, = е. “› == 12 后 ,方程 组 (8.7-6) 可 化 简 为 


х= А — х, х. = 
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4х 5 

dt ы 

Я 一 — их, 一 аши), (8.7—7) 
dt 


可 以 看 到 这 是 一 个 非 线性 系统 ， 因 此 线性 综合 方法 这 里 不 能 应 用 ,但 是 必要 条 件 式 
《8.7-5) 却 是 适用 的 .控制 量 м, 受到 控制 电源 的 电压 限制 ,而 ww 除 受到 电源 电压 限制 外 ， 
还 需 保 证 直流 电机 不 因 激 磁 电 流 太 小 而 发 生 “ 飞散” 现象 ， 即 转速 大 大 而 失去 控制 .因而 
из 的 下 端 要 受到 限制 ,这 些 限制 条 件 可 写成 (适当 选择 受 控 量 的 单位 ) 


|| < 1, б< 5<д=,<1. (8.7—8) 
为 了 求 出 最 速 控制 , НУНС 8.7-7 В Е. 

dhi o 

dt н 
A э — +, (8.7-9) 

4 
然后 再 构成 哈密 顿 函数 

Н(х, ф, и) = {1х 十 Da — их == аш). (8.7-10) 


解 方程 组 (8.7-9) 有 
pCt) = фь = const, 


Ё т)ат z = [Tus )ds 
pCt) = г! йа | Фи 一 | Pue Г. a ar|. (8.7-11) 
0 


由 上 式 的 结构 可 以 看 出 ，y(z) 右 端 的 两 项 都 是 # 的 单调 函数 , ВХ ФС) 最 多 变 号 一 次 ， 
再 根据 极 值 条 件 式 (8.7-57 和 (8.7-10) 之 右 端 可 知 , 由 于 и, > 0， 所 以 最 速 控制 之 一 是 
(р) = 一 Sign ф (р). (8.712) 
ТИ АЈ %0) ЮРА, НА MARAS КИ: 
H(x, Фф, и) = dixz + Ф ЕС + а) F eaj, 


2х, 4х, 
最 速 控制 (т) 应 使 上 式 获 极 大 值 . 现 分 别 研究 两 种 情况 : 
(т) 设 400) < 0, ЖЕ м =1. ЛЕ ЕЗЕРА х,>0, h 应 取 最 大 值 +1. 在 
下 半 平 面 内 хо < 0 处 ,最 速 控制 4, 的 表达 式 为 


1， 若 >l, 
X2 
a= |<—|„ ial Elsi (8.7-13) 
2x 2%› 
д, 若 Pa < 2 
2x 


1 车 -“—>1, 
2х, 
а = 
w= 一 ， ес <l 
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| 2, 若 <1, (8.7-14) 


ЖЕ РИН х < 0, 4 = 1, 

显然 ,一 般 来 讲 , 每 一 个 a 均 由 两 段 组 成 , 因为 当 po 和 Фо 不 均 为 零 时 9:0) 
不 可 能 恒 为 零 , 故 WO BAFRA. ЯЛТЫ Сг) 一 般 是 由 四 段 组 成 ,在 其 中 的 
一 段 内 , 它 连续 地 取 从 4 到 1 的 所 有 值 ， 在 最 后 一 段 00) АЖ +1, 否则 在 最 速 轨 线 的 
终点 ,( 这 里 r 一 0，xz = 0) 哈密 顿 水 数 玉 [参看 式 (8.7-10)] 不 可 能 达 最 大 值 ， 其 次 ,在 . 
原点 附近 只 有 两 条 可 能 的 最 速 控制 通 向 原点 , 一 条 来 自 下 半 平 面 , 另 一 条 来 自 上 半 和 平面 . 
在 图 8.7-3 中 用 27 和 L 表示 这 页 条 线 . 显然 ;在 Г Е sl, Ж Lt ЕА = 
+1; 在 这 些 线 上 h 均 取 极 大 值 ;而 这 些 线 上 的 每 一 点 必 同 时 为 如 (2 的 开关 点 . 

总 结 前 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 相 平 面 上 的 最 速 控制 函数 的 取 值 区 域 。 整 个 相 平面 被 开 
关 曲 线 Lt 和 17 划分 为 两 半 , 每 半 平 面 内 又 被 两 条 直线 Sio 5, 和 51, 5 分 为 三 部 分 ， 
以 左 半 平 面 为 例 ， 在 直线 % ТЇШ и, = —1, и, = +1; 在 S Ж 5, ВУ] й = —1, 


m= 2: 在 L+ ЯП 5 WHA а= —1, & ==}; Е ГЕ д == +1, а +1, 在 
右 半 面 上 的 最 速 控制 的 值 域 划分 完全 类 似 . 

设 系统 的 初始 误差 x。 点 位 于 第 一 象限 ， 则 最 速 过 程 和 最 速 控 制 浮 数 随时 间 的 变化 
规律 如 图 8.7-2 所 示 。 这样 , 最 速 控制 函数 的 综合 问题 就 完全 解决 了 .我 们 看 到 ,虽然 极 


2х, 


8.7-2 图 8.7-3 


值 条 件 式 (8.7-5) 只 是 最 速 控制 的 必要 条 件 , 但 对 某 些 具体 非 线性 系统 则 可 以 提供 解决 综 
合 问题 的 足够 知识 。 当 然 ,一 般 来 讲 , 这 个 条 件 是 不 够 的 . 


8.8 最 速 控制 函数 的 技术 实现 


前 面 我 们 详细 地 讨论 了 特定 最 速 控制 函数 的 求法 和 最 速 控制 系统 的 综合 方法 . 但 是 
系统 的 设计 工作 尚未 最 后 完成 ， 因 为 设计 工作 要 求 技术 设计 者 按 求 得 的 函数 形式 做 成 控 
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制 装置 , 用 机 械 的 , 电 的 方法 在 实际 系统 中 实现 这 些 控 制 规律 。 当 然 ,在 原理 上 它们 是 可 
以 实现 的 ， 因 为 现代 计算 技术 已 给 我 们 提供 了 充分 条 件 去 实现 任何 复杂 的 ， 已 知 的 函数 
形式 .如 果 控 制 系统 是 一 次 作用 的 ,而 最 速 控制 函数 只 有 一 个 向 量 函 数 йб) 时 , 它 的 技 
术 实 现在 技术 上 是 草 无 困难 的 ， 如果 它 的 每 一 个 分 量 都 是 开关 函数 ,那么 ,可 用 时 间 程 序 
装置 去 实现 每 次 开关 动作 ,或 者 用 ?+ 个 时 间 函 数 产 生 器 就 足够 了 . 

当 控 制 系统 的 初始 误差 座 标 不 能 预先 测 出 时 ,就 需要 设计 出 一 个 自动 控制 装置 ,该 装 
置 根据 每 一 瞬间 测 得 的 误差 座 标 ， 按 给 定 的 函数 规律 去 算出 最 速 控制 函数 的 取 值 。 这 就 
不 是 一 个 简单 的 程序 装置 或 者 简单 的 函数 产生 器 所 能 实现 了 的 事 。 特别 是 当 受 控 对 象 的 
运动 方程 式 的 阶 次 较 高 时 , 欲 实现 + т 元 函数 ,只 人 靠 计 算 机 的 存 贮 器 是 很 不 经 济 的 ,其 
至 现 有 的 大 型 计算 机 的 数据 存 贮 能 力 都 将 无 能 为 力 . 因此 必须 找 出 其 他 途径 来 完成 最 速 
控制 函数 的 技术 实现 . 

一 个 普遍 可 行 的 办 法 是 用 简单 的 汰 数 去 通 近 最 速 控制 规律 . 实际 工程 问题 的 物理 特 
点 给 这 种 逼近 方法 提供 了 有 利 的 条 件 . 每 一 个 受 控 系统 的 初始 误差 值 总 不 可 能 是 无 限 
的 .系统 中 每 一 个 物理 量 都 有 自己 的 最 大 工作 范围 . 因此， 实际 系统 的 工作 状态 不 可 能 
是 相 空 间 的 任何 点 ， 而 是 终点 状态 附近 的 某 一 有 界 区 域 ， 区域 的 边界 只 能 根据 每 一 实际 
问题 的 物理 特点 去 确定 。 我 们 称 这 个 区 域 为 系统 的 基本 工作 区 ,并 且 用 符号 р 表示 . 如 
果 能 利用 简单 的 六 数 在 区 域 D 内 较 精 确 地 过 近 最 速 控制 函数 ， 而 前 者 在 技术 上 又 是 容易 
实现 的 函数 ， 那 么 ， 设 计 问 题 所 遇 到 的 困难 就 不 再 成 为 阻碍 ， 幸 运 的 是 这 种 方法 是 存在 
Бугы, 

设 ибх\, +++, х„) 是 最 速 控制 函数 立 (х) 的 某 一 分 量 . 现 试用 =” 个 单 变量 函数 的 积 
. 去 逼近 它 . 设 Ва), №), >ra в, (к) 为 一 串 单 变 元 函数 ,它们 按 下 列 意义 在 区 域 忆 
ERREA ux хз, tto к): 


R = | [z(xi， X23 `5 хь) = Аё. Сх), (х) * È -An Cx) Pd = min, (8.8-1) 
D 


式 中 a 为 某 一 常数 , 2 Х п ҖЕЎН^®|Н] РЧ ШИЖ Ял Ж. 00 — РА ЖЕ 5 21,07 К, 又 足 
/Л]\› В.Д, REIA E h H A k 
$\(х\, "55 х„) == Са) йк)" t А, Ск) (8.8-2) 
去 代替 最 速 控制 aCei tto xn). 假如 函数 S 尚 不 能 “足够 好 ”的 代表 wn， 可 对 差 消 数 
а(х) 一 S(x) = R(x) 再 继续 用 第 二 次 逼近 ， 即 找 出 另 一 串 函 数 gC), gr) 
Sn(xn) 使 
К, = |. [Оху tta Xn) — agil xi) * > „б xn) 220 = тіп, (8.8-3 Y} 


当 ЕЮ, 足够 小 时 就 可 以 用 

S = Six) + Sx) = М(х) А, Сх) + АС), Сх) 
去 代替 控制 函数 xx7。 如 果 第 二 次 逼近 仍 嫌 不 足 , 可 连续 取 第 三 次 逼近 ,等 等 ， 我 们 可 
以 相信 条 件 式 C8.8-1), 取 少数 几 次 逼近 后 , 即 可 得 到 技术 上 足够 的 精度 ?. 


1) 关于 这 种 逼近 的 收敛 性 , 当 п=2 时 已 有 证 明 , 当 n>2 时 尚 无 严格 证 明 , 见 文献 [22] 。 
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设 这 一 串 最 优 副 近 的 单元 函数 已 经 找到 ,那么 ,最 速 控 制 装置 的 技术 实现 就 没有 任何 
困难 了 ， 只 需 做 出 n 个 或 2” 个 单元 函数 产生 器 ,再 把 它们 连续 乘 起 来 即 可 .而 单元 函数 
产生 器 和 乘法 器 的 线路 结构 即便 用 模拟 电路 也 是 比较 容易 实现 的 。 下 面 我 们 就 来 讨论 用 
什么 方法 求 出 满足 极 值 条 件 式 (8.8-1) 的 那 一 串 单元 函数 ， 

引进 希 尔 伯 特 空间 2.00), НЕСЯ НН нх) 有 

lal? = |, [а(х "5 х,) 240 = <и, и», 


我 们 称 函 数 111 为 函数 xx) 的 范 数 ， 于 是 
В, 一 а(х) 一 АЊА, = Чи — и hns u А ВУ, 
设 1:(х:), i = 1,2, ety fs 为 一 串 任 意 平方 可 积 的 单元 函数 "， =; 为 一 捉 足 够 小 的 党 
Ж. 为 了 讨论 方便 ,我 们 假定 
Ж (5;Кх;) 十 ветках; = || + ет] = 1, 


AH р, 是 函数 h(x;) 的 定义 区 间 . 将 А + em: 代入 式 (8.8-1), 根据 h 的 极 值 条 件 
可 知 ,在 є;==0, ¿i= 1,2,.'*"., n, 处 有 极 小 值 . 令 
К.С; + вт) = |и— А П (в; + вп, 


Ж Е, 对 в 的 导数 ,于 是 有 
OR 
дє; 


= -2 (u— 2 Пл, m [ 4) =5, 
а=1 а=1 


BCS =å П Ке») П [ез] n(xi)dw = 0, 


因为 тС) 是 任意 函数 ,所 以 上 式 只 有 在 方 括号 内 的 函数 积分 等 于 零 时 才能 成 立 。 于 是 
便 得 到 对 名 的 下 列 积分 方程 组 : 


thi(x;) 一 |, иж tts хаз) Сх) ВС Rit ri) В.С) дю 1,2, 7 


(8.8-4) 
AH D, 和 dw; 分 别 表示 区 域 也 在 不 含 第 i 分 量 的 ”一 1 维 空间 的 投影 及 此 空间 内 的 体 
积 元 素 ， 可 以 看 到 ,方程 组 (8.8-4) 是 一 组 循环 积分 方程 , 其 中 的 核 函 数 u(x) 为 已 知 . 可 


以 证 明 , 此 组 方程 式 一 定 有 解 ,或 者 说 至 少 有 一 个 解 . 如 果 加 上 限制 条 件 | [hiCx;) Рах; 


一 1， 则 1 称 为 方程 组 的 本 征 值 。 如 果 有 许多 解 , 最 大 的 % 所 对 应 的 一 串 h(xi) 将 是 方 
程式 (8.8-1) 的 解 . 

求解 方程 组 (8.8-47 的 方法 很 多 ,例如 逐步 逼近 法 ,最 速 下 降 法 等 均 可 以 使 用 . 也 可 以 
采用 数学 分 析 中 的 特征 函数 求解 方法 .这 里 不 再 约 述 ， 这 一 串 函 数 求 出 后 ， 即 可 算出 式 


1) 实际 上 我 们 假定 (x) 是 平方 可 积 的 # 元 函数 于 是 n) 和 uC), m) 均 为 希 尔 伯 特 函 数 空间 LD) 
中 的 元 素 . 
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《8.8-1) 内 的 К. Æ Е, 的 值 还 相当 大 ,就 在 求 出 函数 u(x) 一 Sx) 以 后 , 把 它 当 做 新 
的 核 函 数 ,再 一 次 求解 方程 组 (8.8-47, 这样 就 找到 了 Sx), КИЗ. 

实际 经 验 表明 ,这 个 方法 的 收敛 速度 很 快 . цп 一 2 时 :方程 组 的 求解 极其 简单 . АК 
达到 1% 的 丈 近 精度 ,只 需 取 二 组 或 三 组 单元 函数 就 够 了 。 在 采用 这 个 方法 时 ,对 线性 系 
统 还 可 用 开关 曲面 函数 代替 最 速 控制 函数 xKx)， 这 时 函数 的 变 元 可 以 减少 一 个 .例如 ， 
对 三 阶 系统 可 以 只 处 理 二 元 函数 ,对 四 阶 系统 只 处 理 三 元 函数 等 等 。 当然 ,在 实际 中 可 以 
根据 实际 问题 的 特点 ， 利 用 其 他 类 型 的 近似 方法 去 处 理 计算 问题 。 上面 介绍 的 方法 昌 有 
普遍 意义 , 却 不 是 唯一 可 行 的 ,因为 对 每 一 个 系统 不 一 定 都 经 济 省 事 . 

上 面 的 讨论 基于 一 个 没有 明确 提 到 的 假设 条 件 ， 即 系统 的 每 一 个 误差 座 标 都 必须 在 
每 一 瞬间 完全 测 出 ， 否 则 上 述 л 元 的 最 速 控制 函数 的 瞬时 取 值 就 无 法 确定 了 。 为 了 测 出 
误差 座 标 ， 必 须 同时 测 出 受 控 对 象 的 一 切 座 标 取 值 和 输入 作用 的 一 切 座 标 。 如 果 受 控 对 
象 的 运动 方程 式 是 一 个 = 阶 线性 方程 式 ,为 了 确定 每 一 个 瞬间 最 速 控制 函数 的 取 值 ,必须 
连续 不 断 地 测 出 受 控 对 象 的 输出 量 及 其 各 次 导数 和 输入 作用 的 各 阶 导数 .如果 受 控 对 象 
的 运动 为 一 个 方程 组 所 描绘 , 则 可 不 必 测 出 输出 和 输入 的 备 阶 导数 ,只 需 测 出 各 座 标 就 够 
Т. 尽管 如 此 ,和 欲 实现 最 速 控制 装置 , 仍然 需要 大 量 的 测量 装置 , 这 在 实际 上 有 时 可 以 做 
到 ,有 时 也 很 困难 . 当 某 些 座 标 原 则 上 不 能 测量 时 ,最 速 控制 系统 就 难以 实现 了 .很 多 实 
际 问 题 中 的 情况 正 是 如 此 . 在 这 种 情况 下 ,设计 师 们 便 只 得 采用 其 它 方法 ,利用 不 完全 的 
座 标 信息 去 设计 系统 . 但 是 ,即便 在 这 种 情况 下 ,最 速 控制 理论 依然 有 其 指导 意义 。 利 用 
这 个 理论 可 求 出 理想 的 过 湾 过 程 ， 原 理 上 能 够 达到 的 最 短 过 湾 时 间 . 算出 这 些 极限 值 后 
就 可 以 用 此 来 评价 设计 出 来 的 系统 ,看 它 离 理想 指标 差 多 少 . 这 样 ,最 速 控制 理论 至 少 具 
有 认识 论 方面 的 意义 。 同 时 ,这 里 可 以 提出 一 个 重要 的 理论 问题 , 即 当 某 些 座 标 在 实际 上 
不 能 测量 时 (或 者 说 系统 没有 完全 能 观测 性 ), 如 何 综合 系统 ,使 系统 的 过 渡 过 程 的 时 | 则 在 
某 一 种 意义 上 最 短 。 这 个 问题 也 可 称 为 非 全 信息 的 最 速 控制 综合 问题 . 这 方面 的 研究 无 
疑 在 理论 上 和 实践 上 都 有 重大 的 意义 . 

在 应 用 最 速 控制 理论 设计 系统 时 ， 还 要 芳 感 到 另 一 个 困难 . 由 于 线性 受 控 对 象 的 最 
速 控制 是 开关 函数 并 且 求 出 的 运动 方程 式 不 可 能 完全 精确 地 反映 实际 情况 ， 可 能 在 零点 
附近 发 生 自 振 现象 . 为 了 避免 这 种 现象 发 生 , 可 以 将 设计 工作 分 为 两 段 进 行 ,在 误差 较 大 
时 用 最 速 控制 函数 ， 在 误差 足够 小 时 用 第 五 章 内 所 介绍 的 方法 去 设计 . 这 样 既 保 证 了 运 
动 的 快速 性 ,又 保证 了 零点 的 稳定 性 。 当 运动 方程 足够 准确 时 , 可 以 不 为 零点 的 稳定 性 耽 
心 , 此 时 最 速 控制 装置 将 使 系统 具有 最 好 的 零点 稳定 性 . 因为 前 节 内 求 出 的 函数 了 (х) 
就 是 李 雅 普 诺 夫 沙 数 , 它 满足 稳定 性 定理 规定 的 一 切 条 件 , 即 

Т(х)>0, # х % 0, 
аТ(х) _ 
аг 

这 就 是 说 ,最 速 控制 系统 的 一 切 运动 都 将 是 稳定 的 . 

当 控 制 系统 受 到 随机 干扰 时 ， 最 速 控制 系统 显然 没有 良好 的 滤波 性 能 。 由 于 它 对 输 
入 作用 的 反应 太 快 ,输入 噪音 也 将 最 大 限度 地 在 输出 端 复 现 . 从 这 一 意义 来 看 ,最 速 控制 
的 要 求 与 系统 对 “噪音 "有 良好 的 过 滤 能 力 的 要 求 是 有 了 矛盾 的 .。 只 有 当 确 信 系 统 不 受 有 害 
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噪音 扰动 时 或 信和 杂 比 很 高 时 ， 才 能 采用 本 章 内 讨论 的 方法 去 进行 设计 ， 关 于 如 何 设计 具 
有 良好 过 滤 “ 噪 音 ” 能 力 的 系统 ,将 在 以 后 详细 讨论 。 这 里 我 们 只 指出 ,在 有 随机 干扰 作用 
时 ,设计 者 应 巧妙 地 对 各 种 指标 进行 综合 平衡 、 在 各 种 矛盾 中 寻求 技术 上 合理 的 设计 方 


案 . 
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在 前 面 几 章 里 ， 我 们 主要 从 分 析 的 观点 去 讨论 控制 系统 的 设计 问题 ， 那 就 是 首先 假 
定 了 系统 的 结构 ,然后 找 出 系统 具有 什么 样 的 性 能 . 

在 上 面 一 章 里 ,我 们 第 一 次 引入 了 一 种 不 同 的 、 更 为 直接 的 观点 : 我 们 首先 指定 某 些 
性 能 ,然后 寻求 能 够 给 出 所 要 求 的 性 能 的 控制 系统 ， 本 章 内 ,我 们 将 把 这 一 原理 用 到 任意 
的 系统 上 去 . 在 这 种 控制 系统 中 ,被 满足 的 性 能 准则 是 用 被 控制 量 的 积分 表示 的 ,因此 可 
以 得 到 一 个 非常 普遍 的 用 微分 方程 来 表示 的 系统 的 性 能 .一 般 说 来 ， 这 是 一 个 非 线性 的 
微分 方程 . 按 这 种 原理 设计 成 功 的 控制 系统 通常 就 是 一 个 非 线性 系统 ，。 
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实际 上 ,第 八 章 内 曾 研究 过 的 最 速 控制 系统 ,就 是 属于 具有 最 短 过 渡 时 间 的 系统 , 而 
最 短 过 流 时 间 可 以 用 积分 公式 表达 出 来 .下面 我 们 将 讨论 一 个 更 为 一 般 的 问题 : 系统 质 
量 指标 是 具有 更 为 普遍 的 积分 形式 ， 设 受 控 对 象 的 运动 规律 为 下 列 一 阶 节 微分 方程 组 所 
ЗК 


dx 

fiCx1, Xas ***3 Fns Uis И)» и, 

ах з 

6 = МЄ X29 "75 Хһ› Ир, Uz3 "5 ЭР 

"ЕГУ ТТС Г УСК с Л 

ах 

к = }„(х\, Х2> 7*3 Хуу Uis М), *°°*, и,), (9.1-1) 


式 中 хэ i= 1,2, tsn, 为 受 控 对 象 的 状态 座 标 分 量 ， Uis И "И, ДЕН. Е 
也 可 以 写成 向 量 方 程式 , 令 x кчы Жуз Ме Жы)» и = (u, Uz ‘э и,), 则 有 
= f(x, и), (9.1-1а) 


式 中 f= (fis h LETE DA 
受 控 运 动 的 性 能 指标 ,我 们 用 积分 


== | fx, ч) а (9.1-2) 


来 表示 , 右边 积分 上 限 4 是 评价 运动 优 劣 的 时 间 区 间 , 即 仅 在 【0, 4] 时 间 间 隔 内 评价 
Жажа. BRM = 1 时 ,我 们 便 得 到 二， 此 时 运动 到 达 终 端 所 需 的 时 间 就 是 
评价 受 控 运 动 优 劣 的 指标 这 一 问题 我 们 已 在 前 一 章 内 详细 地 讨论 过 了 。 设 z = (хи, 
хыз 5755 хи) 是 受 控 对 象 (9.1-1) 的 初始 状态 . 控制 的 目的 是 使 受 控 对 象 由 此 点 出 发 到 
达 某 一 特定 状态 х 或 某 一 状态 集合 DC 状态 空间 内 某 一 特定 区 域 ). 

ER (9.1-2) 表示 控制 过 程 中 某 种 物理 量 的 耗损 , 如 能 量 或 燃料 消耗 等 等 , 则 希望 
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选择 控制 иб) 使 
j= |. иже), oA Yd = тіп, ж(0) = ж, (9.1-3) 


有 了 时 又 希望 使 J == max， 这 时 只 需 将 函数 f。 变 号 后 , 便 可 归结 为 条 件 式 (9.1-3)， 

设 м 是 受 控 对 象 的 初始 状态 ， 控 制 的 目的 是 使 受 控 对 象 到 达 某 一 状态 集合 р (区 
8). Е ж 到 达 DD 且 满足 条 件 式 C9.1-3) 的 控制 函数 称 为 最 优 控制 ， 不 难 想象 ,这 里 可 能 
有 四 种 情况 : 

(С) B ж 点 用 任何 控制 иб) 都 不 可 能 到 达 区 域 D， 此 时 不 存在 任何 能 到 达 目 的 
地 的 控制 函数 ,当然 也 无 最 优 控制 可 言 . 

Q) А x 点 只 有 一 个 控制 иб) 使 受 控 对 象 的 状态 到 达 D。 此 时 ， 到 达 终 端 状态 
的 控制 只 有 一 个 , 它 所 对 应 的 式 (9.1-3) 的 7 也 唯一 地 被 确定 ,对 于 这 种 情况 最 优 控制 也 
是 没有 意义 的 . 

G) В x。3 引 至 DD 的 控制 函数 有 多 个 (有 穷 多 个 或 无 穷 多 个 )。 如 果 这 种 控制 为 有 穷 
多 个 , 那么 其 中 使 了 取 最 小 值 的 控制 便 是 要 求 的 最 优 控制 , 若 这 些 控制 所 对 应 的 7 相等 ， 
则 可 认为 其 中 任何 一 个 控制 都 是 最 优 的 .如 果 自 xo。 引 到 人 DD 的 控制 函数 有 无 穷 多 个 ,其 中 
有 一 个 或 数 个 控制 使 了 取 最 小 值 , 此 时 我 们 说 最 优 控制 函数 存在 ,控制 设计 的 任务 就 是 找 
出 这 个 最 优 控制 来 . 

(4) B x 点 引 到 忆 的 控制 有 无 穷 多 个 ,但 其 中 设 有 一 个 能 使 了 取 极 小 。 此 时 最 优 控 
制 依然 是 不 存在 的 . 

上 述 四 种 情况 中 的 第 四 种 ， 初 看 起 来 很 奇怪 。 其实 这 种 情况 是 常见 的 .试看 下 面 的 
例子 。 设 在 水 平面 上 有 一 质量 为 wr 的 物体 ， 在 上 一 0 时 处 于 静止 状态 。 现 用 一 个 力 Е, 
将 物体 推 至 x 点 (图 9.1-13， 和 忽略 空气 阻力 和 摩擦 力 ,物体 运动 方程 式 为 

ах 
а? 
要 求 找到 一 种 控制 力 F(z)， 使 物体 到 过 * д, 且 消 耗 能 量 为 最 小 显然， 这 种 控制 力 


Е(1) ЕД 


0 х, x 


„ЖШ poan 


9.1-1 


《函数 ) 有 无 穷 多 个 但是, 消耗 能 量 最 小 的 控制 力 却 不 存在 。 实际 上 ， 能 量 耗损 由 下 式 
表示 


J = |“ одак = |" водат = тот, 


式 中 20 一 oC), n 是 物体 到 达 x， 点 的 上 时刻，F(z) 0. 为 使 耗 能 减少 ， 需 减 小 


(в), М об) 一 0 时 , 耗 能 J 一 0. 当 7 一 0 hf, v) 一 0， 此 时 FO) 二 0, 而 这 种 
控制 又 不 能 使 物体 到 达 ху 点 。 由 此 看 到 ,使 物体 到 达 х, 点 的 控制 力 有 无 穷 多 个 ,其 中 却 
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没有 最 优 控制 。 对 任何 使 оС РИ F(z), 还 可 找到 “更 小 的 ”F(z), 使 v4) Ж 
小 ,在 极限 的 情况 下 ,J 一 0, 而 F(z) = 0 不 属于 可 准 控制 范围 , 所 以 , 在 这 种 情况 下 ， 
最 优 控 制 并 不 存在 . | 

由 这 样 一 个 简单 例子 就 可 以 看 到 , 并 不 是 所 有 的 情况 下 , 最 优 控制 都 存在 ， 因 此 ,在 
进行 控制 设计 时 ,首先 重要 的 是 搞 清楚 最 优 控制 是 否 存 在 ， 否 则 ,寻求 最 优 控制 的 努力 可 
能 是 徒劳 的 . 

另 一 个 值得 提 及 的 概念 是 关于 对 控制 量 取 值 的 限制 ， 有 时 , 若 控制 量 ие) 的 取 值 不 
受 限 制 , 即 它 的 取 值 范围 可 以 是 整个 > 维 空间 ,这 时 最 优 控制 也 常常 没有 意义 ， 还 以 上 述 
例子 来 说 明 这 点 ， 设 图 9.1-1 内 所 示 之 力 FO) 不 受 限制 ,要 求 找 出 一 个 最 优 控制 使 物体 
自 零点 到 达 а, 点 费时 最 短 ， BA, FO 在 起 始 时 刻 的 取 值 越 大 , 物体 的 运动 速度 也 越 
大 ,如 果 对 F(z) 取 值 没 限制 , 当 РС) 的 取 值 趋 于 无 穷 大 时 ,物体 到 达 x 点 的 时 间 将 趋 
于 无 穷 小 ,这 在 实际 上 是 没有 意义 的 . 

由 此 可 见 , 做 最 优 控制 器 的 设计 时 ,首先 要 关心 的 问题 是 最 优 控 制 的 存在 性 . 即 首先 
乔 清 欲 达到 的 终点 状态 实际 上 是 否 能 够 到 达 ， 对 控制 量 有 哪些 限制 条 件 ， 以 及 在 这 种 限 
制 条 件 下 最 好 的 控制 函数 是 否 存在 等 等 ， 这 些 问 题 往 往 只 能 从 技术 问题 的 物理 概念 中 寻 
求解 答 ， 在 一 般 情 况 下 ， 最 优 控制 的 存在 性 难以 用 数学 方法 加 以 证 明 。 对 存在 性 问题 有 
了 肯定 的 答案 以 后 ,就 可 以 开始 最 优 控制 的 设计 . 

当 最 优 控制 找到 以 后 ,在 某 些 闭路 系统 中 ,设计 控制 装置 时 还 要 考虑 到 控制 系统 在 终 
点 状态 是 否 稳定 。 若 闭路 系统 不 能 保证 终点 状态 稳定 ， 那 么 有 时 它 就 不 能 作为 实际 装置 
加 以 实现 .稳定 性 的 要 求 是 一 种 特殊 的 准则 ,在 过 渡 过 程 里 , 主要 控制 系统 的 设计 , 常 不 
考虑 这 一 特殊 准则 ， 这 种 情况 象 上 一 章 一 样 ， 因 为 系统 满足 了 那些 指定 条 件 后 ， 整 个 系 
统 已 经 具有 了 合适 的 性 能 .设计 完毕 后 ,如 果 系 统 在 终点 状态 上 是 稳定 的 ,自然 就 无 须 采 
取 特 殊 措 施 。 也 有 另外 一 种 可 能 , 即 满足 最 优 条 件 的 控制 装置 ,不 能 保证 闭路 系统 的 稳定 
性 ,此 时 必须 在 系统 里 另 加 一 个 稳定 装置 , 后 者 只 在 过 渡 过 程 完毕 后 才 发 生 作用 , 因此 它 

会 影响 控制 系统 已 经 设计 好 了 的 运转 性 能 。 例 如 ,对 一 个 二 阶 系统 , 用» 表示 输出 ，y， 
表示 必须 保持 的 终点 状态 , 稳定 装置 应 保证 使 系统 在 у = у. ў 一 0 的 状态 上 稳定 .对 
于 三 阶 系统 ,稳定 装置 应 保证 下 列 状态 稳定 

у= у» y=0, ў=0, 
当 这 样 的 一 个 装置 加 到 控制 系统 以 后 ， 控 制 系统 有 两 种 运行 方式 ， 这 也 就 是 一 个 多 方式 
控制 系统 。 在 过 渡 过 程 期 间 ,主要 控制 系统 按照 指定 的 性 能 运行 。 过 渡 过 程 终止 时 ,再 换 
到 第 二 个 系统 进行 控制 ,这 时 候 将 保证 系统 最 后 处 于 稳定 状态 ,避免 系统 离开 希望 到 达 的 


除了 对 控制 量 常 常 存在 一 些 客观 限制 条 件 以 外 ， 还 可 能 存在 某 些 对 受 控 量 的 限制 . 
这 种 限制 条 件 也 可 以 写成 积分 形式 。 如 要 求 最 优 控制 满足 附加 条 件 


ti 
= | gi(X, u)dt < А, = 1, 2, +++, M, 
0 


式 中 8: 是 х = (ач» X29 "° ,Xs) 和 和 и 一 (и иу" и,) 的 пі ғ 元 连续 或 连续 可 微 
遂 数 。 下 节 内 将 用 实例 加 以 说 明 . 
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92 LS X H 


先 让 我 们 回忆 一 下 十 典 变 分 法 中 的 一 个 例子 , 即 所 谓 贝 努 利 (Bernoulli) 捷 线 问题 . 设 
欲 使 一 物体 依 重力 沿 某 曲 线 自 0 点 下 滑 至 P 点 .需求 出 一 条 曲线 ， 物 体 沿 此 曲线 下 滑 时 
将 以 最 短 时 间 到 达 P а, 设 任 取 一 光滑 的 曲线 у), o 
重力 加 速度 为 g. 若 忽略 摩擦 力 后 ,初始 为 静止 的 物体 
HE у(х) 点 时 的 速度 为 V2gy， 物 体 滑 过 弧 元 必 = 
М1 + С) ах 所 需 的 时 间 为 Е 

а МІЖ О) ак 
V 2ву 
TE MHAR у(х) 已 给 定时 ,物体 自 0 НИР y 
需 的 时 间 为 图 9.2-1 
(«МТ Су я g 
J аа, (9.2-1) 
现 需 找 出 一 条 “最 好 的 ”曲线 了 (x)， 使 时 间 Л 为 最 小 。 从 控制 理论 的 观点 ,上 述 捷 线 问题 
可 以 改 为 下 列 等 价 问题 ， 设 有 一 “ 受 控 对 象 ”, 其 运动 方程 式 为 
dy 


-—— = u, y0) = 0, уСк) == уы (9.2-2) 
ах 


Р(х, у) 


性 能 指标 为 
Ј = i УЕ. 
0 V2gy 
我 们 看 到 ,选择 一 条 捷 线 等 价 于 求 出 一 个 最 优 “控制 函数 ”#(*) 一 A 和 相应 的 
满足 条 件 式 (9.2-2) 的 “系统 运动 >。 这 一 问题 的 解 早 在 1696 年 为 瑞士 数学 家 贝 努 利 和 
牛顿 等 人 得 到 ,因而 开创 了 一 门 称 为 “ 变 分 法 ”的 数学 分 支 。 以 后 我 们 将 会 看 到 ,古典 变 分 
法 对 最 优 控制 系统 的 设计 是 极为 有 用 的 。 但 是 ,对 一 些 比较 复杂 的 问题 ,古典 变 分 法 中 的 
一 些 定理 和 计算 方法 不 能 完全 满足 控制 系统 设计 的 要 求 。 为 此 必须 对 古典 变 分 法 的 理论 
加 以 扩充 . 
为 了 说 明 最 优 控制 系统 的 命题 方法 ， 让 我 们 再 看 一 个 实例 ， 关 于 喷气 发 动机 工作 过 
程 的 控制 问题 . 喷气 发 动机 的 主要 运转 状态 是 它 的 运转 速率 VD ，, 它 是 受 控 对 象 的 受 
控 量 ， 当 М 的 变化 规律 被 确定 后 ,其 它 的 工作 特征 ,例如 发 动机 的 推力 也 就 被 决定 了 。 
在 发 动机 运转 时 对 它 的 限制 条 件 是 关于 超速 超 温 , 压缩 机 的 浪 涌 ,燃烧 室 的 熄灭 等 ， 令 
№, 表示 指定 的 速度 。 工 表示 加 到 轮机 里 的 温度 , P 表示 压缩 机 出 口 处 的 压力 ， 于 是 可 以 
用 下 述 积分 表示 发 动机 的 性 能 准则 : 
| нам — мәй, 控制 速度 ， 


(9.2-3) 


(поа, 超速 ， 
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(мета, 温度 容许 的 上 限 和 下 限 ， 
| ЫР— #0) 14, Ж. 
以 及 
|, 46, Я АЈ, (9.2-4) 


这 些 被 积 函数 的 性 质 如 图 9.2-2 所 示 , 量 Р 一 gN) 是 压缩 机 出 口 处 的 压力 超出 安全 压 
力 而 发 生 浪 涌 的 总 量 ，gCV) 表示 对 于 浪 涌 以 下 的 安全 值 , 是 每 一 个 发 动机 速度 所 对 应 的 
压缩 机 出 口 处 压力 . я ерун) 98—45 


主要 运行 状态 过 渡 到 另 一 总 共 需 要 的 时 间 ， 
1 ТА 
j И gCN)] 
P— gCN) 
- [Р— АСМ) ] у | 一 
一 ACN) 
图 9.2-2 


这 里 和 第 6.6 节 谈 到 过 的 喷气 发 动机 的 情形 相似 , 线性 化 以 后 发 动机 的 特性 可 以 表 
示 如 下 : 
T =aN + атм, 
Р= М + СТ, (9.2-5) 
Жү т 是 发 动机 的 时 间 常 数 ， 将 这 些 关系 式 代 到 方程 (9.2-4) 的 积分 里 , 我们 看 到 它们 全 
都 有 下 面 的 形式 : 
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|" ICN, Ма, 


其 中 了 是 X 和 六 的 连续 函数 , Y 是 时 间 * 的 连续 函数 .关于 这 个 问题 ,在 第 9.5 节 内 还 要 
讨论 . 


9.3 古典 变 分 法 的 应 用 


古典 变 分 法 给 控制 系统 设计 提供 的 理论 和 方法 大 体 分 为 两 类 .一 类 是 不 考虑 受 控 对 
象 的 运动 方程 式 , 即 在 整个 运动 过 程 中 受 控 对 象 本 身 的 特性 并 不 重要 ,重要 的 是 运动 规律 
的 全 局 .例如 , 求 探 空 火箭 的 最 优 弹道 问题 "…， 要求 找 出 一 条 理想 弹道 , 在 相同 的 燃料 消 
耗 条 件 下 ,使 火箭 达到 的 高 度 最 大 。 由 于 这 种 弹道 很 长 ,而 弹 体 上 控制 系统 的 动作 速度 相 
对 于 这 条 最 优 弹道 来 说 是 足够 大 的 ;因而 在 考虑 最 优 弹道 的 选择 时 ,可 把 弹 体 看 成 是 其 重 
心 ( 质 点 ) 的 运动 ， 而 忽略 刚体 运动 及 弹 上 控制 设备 的 运动 规律 . 另 一 类 问题 是 当 积分 指 
标的 计算 时 间 间 隔 与 控制 系统 的 动作 速度 为 同一 数量 级 时 ， 受 控 对 象 本 身 的 运动 规律 必 
须 考虑 在 内 ,其 至 成 为 决定 性 的 因素 . 

第 一 类 问题 可 叙述 如 下 : 设 x = Ce хо +++, х„) 为 控制 系统 的 ”个 状态 座 标 。 对 
控制 系统 的 要 求 是 找 出 连接 两 个 给 定点 хо 和 xi 的 连续 光滑 的 曲线 ,使 受 控 对 象 沿 此 曲 
线 运 动 时 积分 


J 一 ү foCts Xis Xas “rs Xn} Ж) № 5°) Ж): (9.3-1) 

取 极 小 值 。 БАРН i= e, i=1,2, +++, п. 如 果 引 进 向 量 符号 , 式 (9.3-12 可 改写 成 
J= i С x, u)dt, (9.3-2) 

= = и, а = (ш, и: Un). (9.3-3) 


AH и ХНН x(z) 的 切线 向 量 , 要 求 找 出 函数 az(z) ,使 x(z) 由 固定 点 x 引 到 х, Нб 
式 (9.3-2) 取 极 小 值 。 这 类 问题 的 提 法 也 可 以 改 为 端点 不 固定 的 情况 , 即 端点 ж 和 ж, 8 
足 一 些 附加 条 件 
gxXos ж) ==0, i=1,2,...,1, (9.3-4) 
在 满足 这 些 条 件 的 点 中 , 找 出 最 好 的 初始 点 和 终点 . 
第 二 类 问题 与 上 述 问题 的 不 同 点 在 于 受 控 对 象 的 运动 方程 式 比 式 (9.3-3) 更 复杂 , БП 
除 式 49.3-27 和 式 (9.3-427 外 ,运动 x(z) 必须 满足 条 件 式 (9.1-17) 
ах (Е 
хы). = f(t, x, и). 
为 了 掌握 古典 变 分 法 处 理 这 类 问题 的 主要 思想 ， 下 面 先 对 第 一 类 问题 当 ”一 1 时 ， 
栈 加 讨论 。 设 控制 指标 为 


Л 一 | ЕСу, У)4Е = тіп (9.3-5) 
0 
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其 中 y(z) 为 受 控 对 象 的 一 个 唯一 输出 座 标 ; у= 5, Е 是 y у ЕА, it 


TER НИЛА А уо == y(10), 而 受 控 对 象 的 终点 状态 是 不 固定 的 , 且 积 分 上 界 也 
ЖАШ ЕН. ER уб) 看 成 是 一 个 一 阶 系统 的 输出 
ФУ 3. (9.3-6) 


则 指标 式 (9.3-5) 也 可 改写 为 
Я = |" Е(у, u)dt = тіп, (9.3—5”) 


如 果 我 们 认为 уб) 是 一 个 最 优 解 , 那 就 是 说 ，y(z 是 所 有 可 能 得 到 的 输出 里 的 某 个 
输出 , 它 满足 方程 (9.3-5) 表 示 的 条 件 . 我 们 考虑 уб) 附近 的 一 些 解 y(z) + еду). Е 
中 бу(г) 是 一 个 任意 的 函数 ,s 是 一 个 数值 很 小 的 参数 .如果 у (г) 满足 方程 (9.3-57 Ж 
示 的 条 件 ,那么 了 应 在 в 一 0 处 达 极 小 值 , 即 


а г Ед 
[2 | Е(у + ғу, ў + УЛ 一 0 
ДЕ Jo E 一 0 


或 

i A буйт + |" е. буаг + F(t)6t = 0, (9.3-7) 
变 分 ёл 出 现 的 原因 在 于 : 方程 (9.3-5) 里 那个 积分 的 上 限 并 非 国定 ,而 是 在 图 9.3-1 Ж 
示 的 曲线 у = jz) 上 变动 。 这 就 是 前 面 讨 论 过 的 从 一 个 主要 变量 运行 状态 过 渡 到 另外 


一 个 状态 的 边界 条 件 。 用 部 分 积分 法 ,方程 (9.3-7) 变 成 


|, | = 2 (22) ST к уба) 一 (22), 6у(0) + Е(и)би = 0, 


由 于 终端 满足 的 条 件 ， 很 容易 计算 出 6y(z) 
Ж ёл 之 间 的 关系 , 即 

Сл) 十 буба) = ft. 
然后 把 бус) Ñ НА 0: 是 任意 的 , 我 
们 得 到 


(а [2E — 22| 
一 一 ôydt = 0 9.3-8 
% ду dt (52 3 ‹ 7 


буба) 
уу + ву) 
52 


图 9.3-1 以 及 
sa {FCD + (ÎE) [Ka — seol j= (RE) оуб -0. C9.3-9) 
如 果 在 方程 (9.3-5 ) 中 , 时 间 间 隔 д 被 考虑 为 系统 从 一 个 主要 运行 状态 过 渡 到 另 一 个 状 
态 的 时 间 ; 在 这 种 情况 下 ， 系 统 变 数 ”从 一 个 固定 值 变化 到 另 一 个 固定 值 。 那 么 曲线 
у = f(z) 必须 是 一 条 直线 ,这 条 直线 的 方程 是 f(z) 一 const， 因 此 可 认为 
6y(0) = 0， 
jG) = 0, (9.3-10> 
于 是 方程 (9.3-8) 和 方程 (9.3-9) 变 成 
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s £ £ 55) (9.3-11) 
以 及 | 
如 果 (а=) ЯНЬ РО) = s0 (52), (9.312) 


因为 бубо) = 0,54 г = 0 时 ,并 不 一 定 要 求 方程 (9.3-11) 成 立 ,唯一 的 条 件 是 : г = 0 时 
《6F/67y) ЕН, ПН. У 连续 变化 一 个 新 的 过 渡 过 程 开始 时 ，y, Е, 《0F/0y)， 和 
《8F/6y)》 可 以 不 连续 .因为 方程 (9.3-11) 的 缘故 ,在 其 它 点 《0 二 上 委 л), ОЕ/ду 将 是 

方程 (9.3-11) 表 示 满 足 方程 (9.3-5) 那个 条 件 的 变量 уб) 的 微分 方程 ， 通 贡 把 方程 
(9.3-11) 叫做 变 分 问题 的 尤 拉 - 拉 格 朗 日 (Euler-Lagrange) 方程 这 里 所 考虑 的 问题 中 ， 
函数 F 不 明显 地 包含 时 间 变 数 ;。 于 是 我 们 可 以 立刻 得 到 方程 (9.3-11) 的 一 个 第 一 积分 . 
方程 (9.3-11) 的 第 一 积分 中 ,满足 边界 条 件 方 程 (9.3-12) 的 第 一 积分 具有 下 述 形 式 .: 

, OF 


FO, ў) 一 了 By (9.3-13) 
把 这 个 方程 对 时 间 * 微分 ,我 们 得 到 
ӨЕ, ӨЕ __ ӨЕ, Ф [ВЕ 
МЫС ы т алы. 


既然 在 那些 y, 68F/6y， 等 连续 的 地 方 ,下 面 公式 成 立 ， 
a =" 
那么 ,或 者 了 一 0， 或 者 满足 方程 9.3-11). 但 是 通常 在 过 渡 过 程 中 y 不 会 等 于 零 ( 也 即 
无 论 在 任何 时 间 则 隔 内 不 恒 等 于 零 ), 于 是 由 方程 (9.3-11) 和 方程 (9.3-12) 所 描述 的 уб) 
的 两 个 必须 满足 的 条 件 , 可 以 用 单独 一 个 方程 (9.3-13) КА. 
这 样 ,我 们 称 方程 式 (9.3-11) 为 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 ， 引进 式 (9.3-6) 内 的 
符号 ,这 个 必要 条 件 又 可 以 写 为 


SF 4 ӘБ _ 

ду ё ди а 

и, 

dt 

FOG) u) — a) (ĈE) = 0. (9.3-14) 
„Он Л 


由 上 列 三 个 方程 式 可 求 出 两 个 未 知 函 数 и), убо) 和 一 个 未 知 量 л. Х= 4-4 ФЕЈ 
前 两 个 实际 上 与 终端 条 件 固定 与 否 无 关 , 只 有 第 三 个 条 件 才 是 由 и 变 分 而 得 到 的 .因而 
前 两 个 条 件 具有 普遍 性 . 

再 来 研究 一 个 普遍 的 情况 。 设 受 控 对 象 的 输出 座 标 不 是 一 个 ， 而 是 # 个 。 此 时 指标 
泛 函 式 (9.3-57) 将 变 为 


ц 
J= Í ЕСу,, Уг» Уз°*°› Yn3 Jis ***› Ýn)dt, С9.3-15) 


或 者 写成 
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Л 一 | ЕСу,, Уг» `*`*› Yn5 Yis 125 ‘у un)dt, 
dy; 
dt 

重复 前 述 讨 论 ,无 论 初始 条 件 和 终端 条 件 是 否 已 经 给 定 , 都 可 以 得 到 相应 于 式 (9.3-14) 中 
的 前 两 个 必要 条 件 : 


= fya i = 1,2, ** п, (9.3-16) 


ƏF _ d Вы ;1,2, эл 

ду dt ди 

2 1,2, ***›л, (9.3-17) 
аг 


如 果 初 始 条 件 和 终端 条 件 已 经 给 定 , 那 么 这 两 组 方程 式 中 含有 2n ARMAR ye) 
Yalt); MCE), tta un(t)。 如 果 初 始 条 件 和 终点 条 件 是 不 固定 的 , 则 与 式 (9.3-17) 同时 还 
会 出 现 两 个 附加 条 件 , 有 如 条 件 式 C9.3-9) 或 (9.3-12) 那 样 ， 
下 面 再 来 研究 一 类 更 为 复杂 一 些 的 泛 函 指标 : 
Ј = |. Е(у, ў, 9; z, #, 8)4: = min, (9.318) 


式 中 y 和 z 是 受 控 对 象 的 两 个 主要 输出 座 标 ， 如 果 引 进 新 的 符号 уу уу ў; 
Z = Y3; # = у, Ë = и, 则 式 C9.3-18) 可 写成 


Л = |" ЁС у» Уг» Уз» Y4; “is и), (9.3-19) 
Я = 
аг а 
292 = is 
dt 
Чу 一 
Jr Yas 
dy, = и | = 
2; 2. (9.3-20) 
由 此 看 到 ,这 相当 于 由 两 个 二 阶 方程 描述 的 受 控 对 象 ，w 和 и, 是 两 个 独立 的 控制 量 ， 
设 受 控 对 象 在 г = 0 时 刻 的 状态 为 固定 ,而 终点 时 刻 a 是 待 求 的 , 但 终点 状态 是 给 


ER. Fi y(z) 和 =) 是 两 个 最 优 的 受 控 运 动 ， 它 们 都 具有 二 次 连续 导数 。 令 уб) 
和 zx(z) 分 别 获得 微小 增 量 ( 变 分 )e6y(z) 和 єбє), НН 6y(z) 和 6z(z) 为 二 阶 连 续 
可 微 的 固定 函数 ,8 为 任意 小 的 常数 ,于 是 уб) 和 аг) 使 式 (9.3-18) 或 式 (9.3-19) 取 
极 值 ; 即 当 в =о 时 有 

d р 


= Е(у + ду, ý + eğ, ӱ + єбў, 
E 


z + ez, 2 + вба, 8 + E68)dz = 0, (9.3-21) 
方程 (9.3-18) 中 积分 的 时 间 间 隔 由 一 个 固定 时 刻 О = 0) 开始 ， 可 是 不 是 在 某 个 固定 时 
刻 终止 ,而 是 终止 在 曲线 y 一 АЛС), ў = 000), «= (0), ДМ #== (т) Е. ду 和 ба 
是 任意 的 函数 ,自然 是 时 间 的 互相 无 关 的 函数 ， 
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我 们 把 方程 (9.3-21) 的 微分 运算 写 出 来 : 
22 бу + OF py p ÊE ду + SE pp ЭЁ эу ЭВ вз dt + Е(һ)ба = 0. 
19у ду Oy дк де Әз 


经 过 部 分 积分 以 后 ,我 们 得 到 


klo at" 
+ aa aet a | 


a t 
+ [2 + E 5 )s |. + Е 8 
ду у By у 2; 人 у Сл)ёд 


+ [27 5. + ЭЁ да - 2 (2) да '= 0. (9.3-22) 
Өг Өз Oz 0 


和 前 面 的 讨论 相 类 似 ， ee ааваа. 从 给 出 的 终端 条 
件 ,我 们 得 到 


2 (ау „и 


ар \ ду 


буба) = Са) — 5С) lets 

уа) = Са) — (вби, 

бел) = Lé) — zt) |54, 

zt) = [éC — C) ler. (9.3-23) 
从 方程 (9.3-22) 得 到 的 三 个 条 件 可 以 写成 两 个 联 立 的 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


OF _ 2 (22) 十 d? (22) 一 А 
ду dt «Әу аг “дӯ 


OF a 人 Өү, (25) Si gy 
Әг й\дг/ а \Әғ 


以 及 
此 区 -的 -区 -区 + 的 -和 
о —# Б +102 (ву)... +асо сш Ж 
+ 40а (2 P ‚|5 + дуС0) Z- г ны Н А 


+ азо |92 2 [б оао) (92) о. ны 


方程 (9.3-24) 表示 两 个 微分 方程 的 系统 ， 这 个 系统 满足 方程 《9.3-18) 原来 给 出 的 准则 . 
这 种 问题 的 物理 解答 必须 满足 方程 (9.3-18), 除 此 以 外 还 要 满足 方程 (9.3-25) 的 那些 边界 
А. 但 是 ， 因 为 F 不 明显 地 包含 变数 г, 这 一 系列 的 条 件 可 以 加 以 修改 : 如 果 把 方程 
З-на — ЛУЗЕ у, 第 二 个 方程 乘 以 z, 然后 加 起 来 ,就 得 到 一 个 全 微分 , 它 的 
积分 就 是 : 
‚ Ө Р д „ ӨЕ 
pw 
因为 是 y 和 5 的 一 个 函数 ，9F/60y 和 6F/67 未 必 会 等 于 零 ， 6F/67》 也 不 一 定 是 时 


= С (9.3-26) 
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间 的 常数 函数 ,于 是 – 4 (92)ж 定 等 于 零 .由 于 初始 条 件 和 终点 状态 是 给 定 的 ， 


所 以 在 式 (9.3-25) 中 可 取 
5у(0) = 59(0) = Å Ca) = 0А) = 0, 

变量 = 也 有 类 似 的 情形 .于 是 得 到 一 系列 边界 条 件 如 下 : 

5у(0) 一 0， ÅA) 一 0， 

2900) = 0, Á) 一 0， 

5=(0) =0, (в) = 0, 

52(0) = 0, #1) = 0, (9.3-27) 
这 些 边界 条 件 也 是 与 变量 y, J, x 和 z 的 起 始 值 和 终止 值 对 应 的 条 件 ,但 是 过 渡 过 程 的 时 
间 间 隔 可 以 变化 。 由 方程 (9.3-27) 的 边界 条 件 , 方程 (9.3-25) 指 出 方程 (9.3-26) 右 端的 
那个 常数 C 必须 等 于 零 。 方程 (9.3-18) 的 最 后 解答 如 下 : 


,OF а (22) „дЕ дЕ, .da (25) ‚ OF 
р цер ү ЭР... 二 DE j= = 0, (9.3-28 
е т ду "ағ "а 98) “Əz с ? 
并 且 满 足下 面 两 个 方程 中 的 一 个 : 
арту 2 в, 
ду 4: \ду dt? дӯ 
дЕ _ d (25) + а? (22) 0, (9.3-29) 
дг dt \ Oz dt? 02 


方程 (9.3-28) 和 (9.3-29) 表 示 一 个 系统 的 两 个 变量 y 和 = 的 微分 方程 ,它们 是 控制 方程 ， 
也 是 设计 计算 机 所 用 的 方程 . 

边界 条 件 式 (9.3-27) 确定 系统 由 一 个 主要 运行 状态 过 湾 到 另 一 状态 的 过 渡 过 程 的 初 
始 和 终点 条 件 . 这 样 ,如 果 方 程式 49.3-27) 所 表示 的 条 件 都 成 立 , 系 统 便 由 一 组 固定 的 y， 
yz, 过 渡 到 另 一 组 固定 的 ys ў, 2,2, 方程 (9.3-28) 是 一 个 三 阶 微分 方程 .方程 
《9.3-29) 是 一 个 四 阶 微分 方程 。 于 是 除了 у, 7, = 和 = 的 四 个 初始 值 而 外 ,还 可 以 假设 一 
组 与 最 后 的 y 相应 的 三 个 值 y =, а, ДД, М y= y КЇ; ў = 0, z= zs UK 
# = 0。 还 必须 在 系统 里 加 入 一 个 稳定 装置 ,使 得 在 终止 点 ,满足 

у=о 以 及 #=0. 

我 们 看 到 , 虽然 上 述 情况 比 前 面 讨论 过 的 一 阶 系 统 更 为 复杂 ,但 是 完全 可 以 用 同样 的 办 法 
АШ, 

从 此 例 中 我 们 又 看 到 , 决定 最 优 控制 的 两 个 条 件 中 , 式 C9.3-29) 是 一 个 普遍 的 必要 条 
件 , 它 与 初始 状态 和 终点 状态 无 关 , 条 件 式 (9.3-28) 是 由 终点 时 刻 л 的 不 固定 得 到 的 。 若 
引进 式 (9.3-19) 和 式 《9.3-20) 内 曾 用 过 的 符号 , 则 可 将 上 述 三 个 条 件 改 写 为 

ör 4 ӘБ ё Dr 


4 一 0 
ду, аду, аг ди Ё 
J2 
OF ц ПЕ d oF =: (9.3-30) 
ду di ду, аг? ди, 
OF 4 OF дЕ ӨЕ d ӨЕ ӨЕ В 
Ву 一 一 Бу О яа (Әл-зї 
БГТУ Ка U Om "Orm £ 7 
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dy; == U, (9.3-32) 


这 里 共有 七 个 方程 式 ,含有 六 个 未 知 函数 和 一 个 未 知 数 : у (2), уз, уз(т)› узб)» 00), 
mG) 和 л. ХУ (9.3-30) 和 (9.3-32) 积分 后 将 出 现 八 个 积分 常数 ， 后 者 将 由 四 个 
初始 状态 和 四 个 终点 状态 决定 ,它们 是 yO, у:С0), узС0), у«(0); уба), узба) узба) 
y(t1)。 方 程式 (9.3-31) 就 变 为 一 个 代数 等 式 ,由 它 可 解 出 „л. 

在 讨论 了 几 种 类 型 的 系统 之 后 ， 我 们 再 来 回顾 一 下 这 些 问题 的 解 中 包括 的 一 些 重要 
假设 . 在 推导 尤 拉 - 拉 格 朗 日 必要 条 件 时 , 我 们 只 是 做 了 形式 上 的 推导 , 却 故意 没有 提 到 
两 点 重要 的 假设 .首先 , 在 推导 时 , 我 们 先 假定 最 优 控制 函数 и (т) 是 存在 的 。 得 到 的 结 
果 是 ,如 果 它 们 存在 的 话 ， 必 满足 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 及 相应 的 决定 的 条 件 。 在 实际 问 
题 中 ， 任 意 给 定 泛 函 指标 式 (9.3-5),〈9.3-157 或 《9.3-19) 后 是 否 一 定 存在 最 优 控制 函数 
we 从 上 述 讨论 中 是 得 不 到 答案 的 ， 而 且 象 第 一 节 那 种 不 存在 最 优 控制 的 情况 是 完全 可 
能 发 生 的， 遗憾 的 是 ,关于 存在 性 至 今 没 有 普遍 的 行 之 有 效 的 判别 准则 ,对 这 一 问题 的 研 
究 在 数学 上 是 一 个 困难 的 问题 . 

其 次 ,在 推导 过 程 中 ,我们 对 уб) 的 增 量 ду) 未 做 任何 限制 ,只 说 它 是 任意 固定 
的 足够 光 请 的 函数 . 这 意味 对 控制 量 x(z) 的 取 值 不 做 任何 限制 ,如 果 最 优 控制 存在 的 话 ， 
那么 欲 满足 条 件 式 (9.3-14) 5% (9.3-30), иг) 可 以 在 实 轴 上 的 任何 处 取 值 ， 这 种 情况 有 
时 在 技术 问题 中 是 可 以 允许 的 ,有 时 却 是 不 能 允许 的 ， 当 xz 受 限 制 时 ,例如 ,在 实际 问 
题 中 如 果 要 求 ul < M， 则 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 就 未 必 有 解 . 当然 ， 如 果 求 出 的 最 优 
控制 函数 庄 足 限制 条 件 的 话 , 事 情 就 简单 了 .否则 ,前 述 古 典 变 分 法 所 提供 的 方法 就 将 无 
能 为 力 了 。 此 时 必须 建立 新 的 理论 ,以 适应 这 种 实际 要 求 。 这 将 在 以 后 详细 讨论 。 
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前 节 内 我 们 讨论 了 古典 变 分 法 中 的 几 种 特殊 情况 。 那 里 受 控 对 象 的 运动 方程 式 实际 
上 是 多 个 一 阶 或 二 阶 环节 的 联合 。 前面 曾 提 到 过 另外 一 种 普遍 性 问题 ， 即 系统 的 受 控 运 
动 方程 式 已 给 定 , 须 求 出 满足 给 定 积分 指标 的 最 优 控制 函数 .为 了 清楚 起 见 , 我 们 再 将 问 
题 的 数学 内 容 叙 述 如 下 。 设 受 控 对 象 的 运动 由 下 列 方程 组 所 描述 : 


dx 
= = fiCx1, "> Яр Ир ***> и,), 


dt 
1== 1,2, 55 n; r Sn, (9.4-1) 

受 控 运动 的 质量 指标 是 | 
J= | foCx1, 3б) Xaj WU” u,)dt, (9.4-2) 
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式 中 hsh 均 为 诸 自 变量 的 连续 可 微 函 数 ,而 且 不 明显 依赖 于 z; 积分 上 限 为 受 控 对 象 
由 某 一 初始 状态 到 达 指 定 的 终点 状态 所 需 时 间 |. 

设 Xo = (хо, Хы» tto х=) 为 受 控 对 象 的 初始 状态 ，x: 一 (хп, tas tts хы) 为 终 
点 状态 。 须 求 出 一 个 向 量 控制 函数 йб) = (в), +++, (р), ЗН х 点 到 达 
х 点 , 且 使 沿 хо) 和 а) 的 积分 7 取 极 小 值 , 即 


дар) = | АС. 80054 = нін, (9.4-3) 


必须 指出 该 问题 的 几 个 特点 : 

(1) 受 控 对 象 的 两 个 端点 都 假设 为 固定 的 。 所谓 最 优 控制 &(z) 是 指 一 切 将 хо 引 至 
x 的 控制 函数 中 ,使 其 在 式 (9.4-3) 意 义 上 是 最 好 的 . 

(2) Æ 上 一 0 时 刻 , 受 控 对 象 自 x。 出 发 ,到 达 х МЫ и 并 不 固定 . 

(з) 假设 и МЕТЛЕ и) 均 为 上 的 分 段 连续 函数 ， 每 一 个 и 在 每 一 时 
Я] г 的 取 值 不 受 限 制 ， 只 要 有 界 即 可 ， 在 任意 有 限时 间 内 ， 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 

在 上 述 的 假设 条 件 下 ， 我 们 来 讨论 最 优 控制 所 应 满足 的 条 件 . 下 面 的 证 明 方法 不 同 
于 古典 变 分 法 中 常 采用 的 变 分 方法 , 而 采用 文献 [22] 中 的 思想 , 用 更 为 直观 的 几何 证 明 . 
这 种 几何 方法 还 将 在 下 节 内 应 用 ,那里 将 讨论 и) 受 限制 的 情况 下 最 优 控制 应 满足 的 必 
要 条 件 . 一 

研究 方程 组 (9.4-1) 的 同时 ,引进 新 座 标 xo 一 7， 并 按 式 (9.4-22) 写 出 关于 хог) 的 微 
分 方程 式 : 

dxo 


›бх1›**+› Я: И ***> и,). (9.4-4) 


HA (9.4-1) Яп (9.4-4) 合并 后 就 得 到 一 个 由 ”十 1 个 方程 式 组 成 的 方程 组 。 用 zx 表示 
л + НЕ Crott tr) 式 (9.4-1) 和 (9.4~4) 可 联合 写成 一 个 向 量 方程 式 


Z — Ра, и), (0) = Xo = (0, хь» ***, хо) (9.4-5) 
t 


ин # = Ce ri tto 2a); F = Chos fis сс, fa). 最 优 控制 &(z) 所 对 应 的 最 优 运 动 
E 和 о = xolz) 可 以 合并 为 兰 ， 并 看 成 是 
п 十 1 维 空间 的 一 条 曲线 。 这 条 曲线 自 ж, 点 出 
发 ,在 t=, 时 到 达 元 点, 并 使 x(a) 取 最 小 值 
(图 9.4-1). 

应 用 几何 概念 ， 求 最 优 控制 的 问题 可 以 转述 
成 如 下 问题 。 对 方程 式 (9.4-5) 须 求 出 一 个 控制 
аб) ,使 系统 自 АШ ЕЖЕ, 
到 达 平行 于 xo 轴 且 通过 (0, xi) 点 的 直线 工 上 。 
使 交点 я 的 第 一 个 分 量 хо АМН. 
pa 为 了 寻求 最 优 控 制 函 数 的 特点 , 现 将 йб) 做 

某 些 微小 的 变化 。 Ля ао 的 控制 函数 
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_ últ) + ди, s— єё<гт<з< л, (9.4-6) 
"=, 0<2<5— et, stl, 
ERA 8 为 一 足够 小 的 正 数 ，6z 为 任意 正常 数 ，s 为 小 于 һ 的 任意 固定 时 刻 ，6u XE 
意 7 维 常 向 量 . 我 们 看 到 ,新 的 ше) 除 在 小 区 间 [5 一 est, ғ] 上 有 了 变化 外 ,在 其 余 时 
刻 均 与 aC) 的 取 值 相同 。 因此, 受 控 系统 式 (9.4-5) 在 ғ — esr 时 刻 以 前 的 运动 依然 是 
最 优 的 ,只 在 :一 esr 时 刻 开 始 偏离 最 优 运动 轨 线 ， 当 8 足够 小 时 ,在 这 一 小 区 间 内 系统 
运动 的 偏离 量 可 用 下 列 公式 算出 : 

|, ИФ, а + га) — FAO, ва 
of 


二 | 2 ——— ôu .) dt + O,Ce, ёи) 
_єё! Sj ðu, 


= gôt P ао. ас) би ) + OCe, би). (9.4-7) 


上 式 右 端 之 第 一 项 由 于 用 # КТ K) 所 产生 的 误差 对 е 来 说 将 是 高 阶 无 穷 小 , 并 于 
Обе, би) р}. 不 难 证 明 , 当 6。 一 0 时 ，lim CCAD 为 零 向 量 ; 当 |ва] 一 0 时 
О(е, би) _, 
[ва] 
最 优 运动 轨 线 在 = 时 刻 已 经 发 生 了 偏差 . 在 + 以 后 ,控制 函数 没有 改变 ， 令 
CFCC), ù + би) — F (ÈC), àl) = Ӱ(). (9.4-8) 
ЖЕ s 时 刻 的 轨 线 偏离 是 sy(s)， 从 微分 方程 的 理论 中 我 们 知道 ， 由 于 小 的 初始 偏差 引起 
的 轨道 偏 盖 主要 部 份 可 用 线性 化 的 办 法 算出 , 即 在 ;过 :过 4 区 间 内 ая (0) = еў) 可 
由 下 列 线 性 化 方程 组 求 出 : 
4у,(#) 61 


21 or, Yas i = 0,1, 0235 委 ! 委 0 (9.4-9) 
或 写成 向 量 方程 式 
а = 4(0)9, (9.4-10) 
此 处 
9} д}, д}, 
Өх, Өх, Ox, 
АС) | 5 
д ӨР, ôf, 
Өх, Өх, ðx, 


其 中 各 系数 是 治 最 优 轨 线 求 出 的 , 即 
ôl: _ ЭС), а@)> 
Эх. Ох. 
故 它 们 均 为 已 知 的 时 间 * 的 函数 ， 
式 (9.4-9) 或 (9.4-10) 是 一 个 线性 方程 组 . 设 Фа, 是 它 的 基本 解 矩 阵 ， 那 么 ， 


m} 
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的 解 将 是 
LOPTIODLONE ST 3 (94-11) 
现在 研究 在 1 = д 时 刻 轨道 偏离 的 情况 .显然 当 = д 时 有 
SZC) 一 eFC) = ФС, 5)5(5). (9.4-12) 
再 根据 式 (9.4-72 和 УС) 的 定义 ,我 们 有 
ys) 一 0:В(ғ)би, (9.4-13) 
Е BC) 为 x X + 阶 长 方 阵 ， 
| дь h д} 
дш, ди, ди 
BCs) = | +++: А (9.4-14) 


91. д... Ofa 
ди, ди, ди, 
其 中 每 个 元 素 都 是 在 最 优 轨 线 的 * 时刻 算 出 的 , 即 
д _ ОС), ё ЕС) 
ди; ди, 

按 式 (9.4-13) ЯП (9.4-12), Же 为 足够 小 的 正 数 , + 为 固定 时 刻 ,于 是 每 一 个 特定 的 
би 便 对 应 一 个 3(s)， 进 而 有 一 个 a). MAE би 在 7 维 空间 零点 周围 变化 时 ， 
УС) 和 ож) 也 将 在 元 点 周围 改变 其 方向 及 大 小 。 一 切 可 能 的 {би} 按 式 《9.4-12) 

和 《9.4-13) 构 成 的 所 有 {56x(z1)} 将 是 一 个 线性 子 空间 K( 把 亏 看 成 它们 的 座 标 原点 )， 子 
”空间 K 的 维 数 将 不 大 于 +。 由 于 六 是 最 优 运 动 ,通过 点 元 而 平行 于 хе 轴 的 直线 L 不 可 能 
包含 于 子 空间 KK 内 ， 否则 按 式 (9.4-6) 的 方法 将 йб) 加 以 改变 , 受 控 系 统 式 C9.4-5) 有 可 
能 在 时 刻 到 达 直 线 工 上 比 xo(J》 取 值 更 小 的 点 , MAS йб) 为 最 优 控 制 的 假定 相 矛 

盾 , 故 是 不 可 能 的 。 由 此 可 知 , 当 r= n 时 ,KK 的 维 数 不 可 能 大 于 > 一 1， 否则 直线 工 将 
АИ, 

既然 及 的 维 数 不 大 于 r СЧ r =» НЖАТ п — 1), ИЕ ТИ Др — 1 
维 超 平面 ?7， 它 能 将 K 和 以 元 为 始点 的 向 量 z 一 (一 1, 0, …, 0) 完全 隔 开 . ВФ, № 
Р 的 与 向 量 ж 位 于 同 侧 的 法 向 量 , 称 之 为 的 外 法 向 量 ,此 时 不 等 式 

(ха), < 0 (9.415) 
对 任何 УС) ВА. FEA є с> 0, дг с> 0， 根据 式 C9.4-8), 上 式 可 写 为 
(Фи, ғ)9(), 9) < 0, 
其 中 $, = (Фи, Фи, Фа» *°°› Фа) 为 非 零 向 量 , 且 Фи < 0。 由 于 内 积 的 特性 有 


(BD, ғ) С), ) = (90), Bn, ЭФ). (9.4-16) 
再 研究 线性 化 方程 组 (9.4-9) 的 共 绒 方程 组 : 
а л 91. у 
dt 2; Эхо шш 
i 2, э фо. (94-17) 
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或 者 写成 向 量 的 方程 式 


аф 一 — 4"(:)ф. (9.4-18) 
dt 


Ф FU, ғ) 是 式 (9.4-18) 的 基本 解 矩 阵 ，FGr, r) = Е. RREH, F(z, ғ) = (0, s) 
这 个 关系 式 总 成 立 . 这 是 因为 


ФФ _ dO p р 20 _ 0, 
di dt dt 
故 
42 — oA Oo = —Ф—л(). 

dt 

将 上 式 两 端 转 置 后 有 
и 一 — A(N, (9.4-19) 
t 


REAT (OG, 是 式 (9.4-18) 的 基本 解 矩 阵 ， 令 Pa) 是 式 (9.4-18) 的 一 个 特 
P E 
a) = ф, (9.4-20) 
此 处 Ф 是 前 述 之 外 法 向 量 。 于 是 
Ф, = (Фа, MPO. 
将 上 式 代入 式 (9.4-16) 后 便 有 
(УС, Ds SCPC MIEC = (3), ФС) < 0. 
再 由 式 (9.4-8) 将 УСО 之 值 代 入 上 式 , 便 得 到 最 后 不 等 式 
CFCC), йб) 十 би) — ЕСС), C BCG «<< 0, 


或 者 | 
GEOM ON ФС) > (С, а + би), Ф(5)). (9.4-21) 
AX 
| HCE, $. а) = УФ. (9.422) 
ЛЭ И ЖЕ н УЭЕ (9.4-5) № (9.418) Ж 
ӨН __ ах 
а 4р0, Ши Hy 
Эф; dt 
ЭН —_ н ЕЯ С 
Bx 8; 0,1, > п, (9.4-23) 


函数 妃 与 分 析 力学 中 的 哈密 顿 函 数 的 结构 形式 很 类 似 ， 故 常 称 为 哈密 顿 函 数 。 通 过 函数 
已 可 知 条件 式 (9.4-21) 等 价 于 下 列 等 式 : 

НСС), ФС), BS)) = extHCE, ФС), (5) + ди). (9.4-24) 
这 就 是 说 ,在 受 控 系 统 的 最 优 运动 轨 线 上 ,在 * 时 刻 对 任意 足够 小 的 ба, БАН al) 
使 互 取 极 值 ， 但 是 ,由 于 :是 任意 的 ,0 <; 故 条 件 式 〈9.4-24) 对 最 优 轨 线 上 除 两 
个 端点 外 的 一 切 点 均 成 立 .。 若 函数 fi《(x, и) Та 的 每 个 分 量 и; 是 连续 可 微 函 数 , 则 式 
《9.4-24) 还 可 以 写成 
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0 носо), ФО), ш) = 0, 

ди; 

= 1,2, r, 0 << л. (9.4-25) 
上 述 讨论 中 ,我 们 均 假定 系统 到 达 终点 的 时 间 n 已 经 给 定 ,因此 在 推导 上 述 条 件 时 ， 


对 未 做 变化 ， 实 际 上 由 于 到 达 端 点 的 时 间 也 可 以 变化 ,由 变化 还 可 以 求 出 另外 一 个 
最 优 控制 必须 满足 的 必要 条 件 。 现 设 到 达 终 点 的 时 间 不 是 и 而 是 и + Ал, Ак 是 任意 
足够 小 的 正 数 或 负数 .在 区 间 [0, + Ал] 定义 控制 函数 为 
иб ү 0о<;<л, 
йб), л< т< + Ал, 
由 于 终端 时 刻 的 变化 而 产生 的 增 量 5xCz,〉 同 样 应 满足 条 件 式 C9.4-15), 即 
СКС), CA, Ф) < 0. 

由 于 Ал 是 任意 的 ,其 符号 可 正 可 负 , 故 上 式 只 有 在 左 端 为 零 时 才能 成 立 。 因此, 可 以 断 
AE 时 刻 有 

нс), Фа), йб) = (РО), в), Фе) = 0. (9.4-27) 
但 是 ,根据 关系 式 (9.4-227 可 以 算出 当 (г) 为 固定 时 


аы? 


(9.4-26) 


= (ло) 4, ф\ + F, аф) 


= (F, ADD) — (Ё, AOD) 
= 0: 
此 处 4(z) 为 式 (9.4-10) 中 的 方 阵 。 故 沿 最 优 运动 轨 线 ,哈密 顿 函数 恒 为 常数 ， 
НС, Фа), AC) = const, 0 S t <S h, | 
由 式 (9.4-27) 知 НО) = 0, 所 以 又 有 
НС), Фф), ё) = 0,0<;<4, (9.4-277) 
这 样 我 们 就 得 到 了 一 套 完 整 的 最 优 控制 应 该 满足 的 必要 条 件 ， РЕД Е 55 
出 : 


SE GOR OTE ETE 


x0) == (0, Xios Х20> “* "> xn0) ， 


X11) = (хи, Xas 3 

аф; < Of, 

ва 和 

ӨН В 

Be ыы Ма. 

Н =0. (9.4-28) 


总 之 ,如 果 控 制 量 wu(z) 的 取 值 不 受 限制 , 自 х 点 至 х АБЫ СЕ, ЖБ 
么 必 存 在 一 组 非 零 函数 We) to a(t)， 后 者 是 式 (9.4-28) 中 第 二 组 方程 式 的 解 ,使 哈 
密 顿 函数 五 在 每 一 时 刻 对 变量 a RARE ,而且 治 最 优 运动 轨 线 妃 恒 等 于 零 , 
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现 分 析 一 下 必要 条 件 式 (9.4-28) 的 结构 。 首 先 , 由 于 各 fi PRE х, 


аф ы. үү, фи = сопа, Фо = 0, 
dt 


这 里 的 第 三 个 条 件 是 由 于 一 切 G) 所 构成 的 子 空间 玉 不 包含 向 量 z 二 (一 1, 0,*……*， 
0). 其 次 , 式 (9.4-28) 内 共 含 有 20 十 + 十 2 个 未 知 函 数 和 一 个 未 知 数 в, MIA 2л 十 
+ 十 3 个 未 知 因素 ， 而 恰恰 有 20а 十” 十 3 个 方程 式 , 若 最 优 控制 存在 的 话 , 可 以 由 式 
《9.4-28) 求 出 。 式 (9.4-28) 内 包括 了 21 十 2 个 微分 方程 式 ， 其 它 > 十 1 个 方程 式 是 代 
数 方程 .为 了 解 两 组 微分 方程 式 必 须 有 2n 十 2 个 边界 条 件 . 实际 上 我 们 只 有 29 十 1 
个 边界 条 件 ,因为 xo(z) 的 终点 值 \ 最 优 值 ) 是 未 知 的 . 看 起 来 ,似乎 还 缺少 一 个 条 件 . 事 
实 上 ,由 于 对 乡 的 方程 组 是 线性 齐 次 的 ,初始 条 件 只 能 准确 到 某 一 常数 公 因 子 , 故 对 它 的 
求解 只 需要 有 п 个 初始 条 件 就 够 了 .此 外 , 还 有 一 个 初始 条 件 应 由 式 〈9.4-2727 在 г =0 
时 确定 ,所 以 实际 上 只 须 有 2л 个 初始 条 件 就 能 求 出 两 组 微分 方程 的 解 。 剩 下 的 一 个 边界 
条 件 恰好 留 给 4， 因此 , 式 (9.4-28) 中 不 仪 方程 式 的 个 数 是 足够 的 , 而 且 边 界 条 件 也 恰 满 
足 需 要 。 正 由 于 这 个 理由 , 我 们 说 式 (9.4-28) 给 出 了 求 最 优 控制 所 必须 的 完整 条 件 。 因 
此 ,我 们 称 式 (9.4-28) 为 决定 最 优 控 制 的 标准 方程 组 . 

但 是 ,还 应 该 注意 到 , 如 果 式 (9.4-28) 只 有 一 个 孤立 的 解 , 它 连 接 ж 和 zx 那么 它 就 
是 唯一 的 最 优 运动 和 最 优 控制 。 如 果 满 足 式 (9.4-28) 的 控制 和 运动 不 只 一 个 , 而 有 很 多 
个 , 则 在 这 些 运动 中 仍 有 必要 加 以 选择 。 这 就 是 说 , 条 件 式 (9.4-28) 仅 仅 是 最 优 控制 和 最 
优 运 动 的 必要 条 件 。 满足 式 (9.4-28) 的 控制 函数 不 能 保证 都 是 最 优 的 。 还 有 一 种 情况 可 
能 是 不 存在 式 (9.4-28) 能 够 使 受 控 系 统 自 ж 点 出 发 到 达 x 点 的 解 ,此 时 最 优 控制 将 不 存 
在 : 如 果 满 足 式 (9.4-28) 的 解 有 很 多 个 ,每 一 个 都 使 хо 一/ = min, 这 时 最 优 控制 将 不 唯 
一 ,在 设计 实际 系统 时 可 任 选 其 中 的 一 个 加 以 实现 ， 
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在 实际 问题 中 , 除 预 先 给 定 控 制 过 程 的 积分 指标 外 ,还 可 能 提出 某 些 关于 受 控 对 象 输 
出 座 标的 限制 条 件 。 例 如 第 9.2 节 中 喷气 发 动机 的 工作 过 程 中 , 常 要 求 对 发 动机 温度 进 
行 限制 。 这 种 限制 也 往往 是 以 积分 形式 给 定 的 ,例如 要 求 控制 过 程 满足 条 件 


ё, : 
Л, = | glx, u)dt << 1, (9.5-1) 
20 


其 中 1 ДЖАН, 这样 必 须 在 使 受 控 对 象 式 (9.4-1) 自 状 态 x。3| 至 х, Ні 
条 件 (9.5-1) 的 一 切 控 制 中 寻求 使 式 《9.4-2) 达 极 小 值 的 控制 函数 一 一 条 件 最 优 控制 函数 
uC), 

如 果 设 计 控 制 系统 时 先 不 考虑 式 49.5-12 的 限制 条 件 , 而 直接 解 方程 组 (9.4-28), 这 样 
求 出 的 aG) 和 x(z)， 必 须 再 代入 C9.5-1), 检查 该 条 件 是 否 被 满足 自然, 这 时 有 两 种 
可 能 : 由 式 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 满足 条 件 式 49.5-1)， 此 时 限制 条 件 式 (9.5-1) 不 改变 
前 述 的 设计 结果 ; 另 一 种 可 能 是 由 式 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 不 满足 条 件 式 (9.5-1), 此 时 
就 不 能 按 原来 的 计算 进行 设计 了 , 而 要 寻求 满足 式 49.5-1) 的 新 的 条 件 最 优 控制 。 上 述 两 
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种 情况 中 ,对 设计 者 有 意义 的 是 第 二 种 ,因此 , 当 由 式 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 不 满足 式 
(9.5-1) 时 ,我 们 有 理由 在 式 (9.5-1) 内 取 等 号 ,即将 式 (9.5-1) 改 写成 条 件 


Л = № g(x, ша = 1, (9.5-2) 
0 


НЭВТ А2 ATER а ae 和 х@) 是 满足 条 件 式 (9.5-27 的 自 х 点 
引 至 х 点 的 最 优 控制 , 如 果 它 们 不 是 Л 的 极 值 通 数 , 则 必 存 在 一 个 常数 4, 使 йб) 和 
2(z) 成 为 满足 下 列 积分 泛 函 指标 的 最 优 控 制 : 

Ло = fs [foCx, и) + 220, u)]dt = min, (9.5-3 } 


以 新 的 积分 指标 式 (9.5-37 代 替 原 积分 式 (9.4-2) 后 , 依然 可 以 利用 标准 方程 组 (9.4-28) 求 
出 条 件 最 优 控制 。 此 时 又 多 了 一 个 未 知 常 数 +4. 但是， 为 了 求 4 我们 却 又 多 了 一 个 条 件 
式 49.5-2)。 于 是 ,如 果 条 件 最 优 控制 函数 存在 的 话 , 由 式 (9.4-28),(9.5-2)，(9.5-3) 有 和 希 
望 将 它 求 出 . 
作为 例子 ,我 们 继续 研究 第 9.2 节 中 曾经 介绍 过 的 喷气 发 动机 的 过 程控 制 问 题 , 并 对 
发 动机 输入 至 轮机 的 工作 物体 的 温度 加 以 限制 ,根据 式 (9.2-4) 和 (9.2-5), 当 控 制 速度 
时 , 若 只 把 旋转 速度 误差 看 作 是 最 重要 的 因素 ,控制 准则 就 恋 成 
|" KN — We == тїп, (9.5-4) 


于 是 ,由 方程 (9.3-13) 的 控制 条 件 可 以 简单 地 给 出 等 式 
Ом — №) 一 0. 

由 于 л 的 性 质 ,我 们 有 М = N,。 这 个 结果 表示 : 在 发 动机 的 性 能 没有 受 到 其 它 限制 条 
件 的 情况 下 ,这 种 速度 控制 将 保持 速度 误差 恒 等 于 零 , 然而 只 有 人 允许 温度 无 限 升 高 , 才 可 
能 实际 达到 上 述 要 求 . 这 个 结果 和 前 面 的 方程 (9.3-137 前 后 不 一 致 , 在 那个 方程 里 ，N 并 
不 是 一 个 时 间 的 不 连续 的 函数 .这 个 例子 是 一 般 问 题 的 一 种 显然 情形 . 但 是 这 个 结果 指 
出 必须 附带 有 另外 的 准则 才能 给 出 实际 上 有 意义 的 系统 . 

设 了 表示 发 动机 工作 温度 的 瞬时 值 , 根据 式 (9.2-4) 内 的 温度 限制 表达 式 , 对 温度 的 
限制 条 件 可 写成 


n= (Ст). (9.5-5) 


现在 假设 在 速度 控制 间 题 中 把 条 件 式 (9.5-4) 和 (9.5-5) 合并 考虑 .根据 本 节 内 前 面 
的 讨论 ,可 以 写成 一 个 类 似 式 (9.5-3) 的 积分 指标 : 


p= в [Аб — NJ ОУ = пайа, (9.5-6) 
所 以 Е = ВСМ — N) + hT). 由 于 利用 了 方程 (9.2-5), 方 程 (9.3-13) 变 成 
AN NA + АҺСТ) = 5атїї}б Т), (9.5-7) 
这 是 过 渡 过 程 的 控制 方程 ， 当 过 渡 过 程 终止 时 ,理想 的 稳定 装置 发 生 作用 ,所 以 就 有 
М = М, 
№ = 0. (9.5-8) 


方程 (9.5-72 和 (9.5-8) 描 写 出 整个 控制 系统 的 性 质 ， 我 们 可 以 设想 ,有 一 架 计 算 机 安装 在 
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系统 里 , 它 由 测量 机 构 获 得 有 关 和 NN 和 了 的 资料 , 凡 藏 有 4, а, т 的 资料 ,以 及 燃料 速 论 和 
N, Т 之 间 的 联系 ,然后 根据 方程 (9.5-7), 产 生 适 当 的 燃料 喷射 率 的 信号 。 当 入 即将 到 达 
М, 时 ,稳定 机 构 参与 作用 ,所 以 过 渡 过 程 终 止 时 方程 (9.5-8) 自 然 满 足 , 一 般 说 来 ,控制 方 
程 (9.5-7) 是 非 线 性 方程 ,计算 机 不 可 能 是 线性 元 件 , 不 像 简单 的 电阻 电容 线路 那样 . 

作为 一 个 例子 ,考虑 下 述 情况 , 当 Т L Н, f(T) 一 (7T 一 L)", 当 了 了 <LI 有 时， 
LCT) = СЁ. — Т)”. № А" 必须 大 于 1, 因为 如 果 п<1,Т 可 以 是 无 限 大 ,这 样 
即使 积分 


(“туш 
是 有 限 的 ,将 使 N 不 连续 ,这 不 符合 实际 情况 ， 在 讨论 中 , 令 # 一 2, 并 且 令 fCN м) 
CN 一 VD。 所 以 我 们 又 以 对 于 给 定 值 所 发 生 的 平均 平方 误差 作为 误差 的 量度 ,于 是 方程 
(9.5-7) 变 成 


=, 2 
ом + (L — aN? = дара, (9.5-9) 


在 这 个 式 子 里 : 对 加 速度 的 情形 , 即 当 М < М, 时 ， 
№М>0, L= L; 
对 减速 度 的 情形 , 即 当 N >N, 时 有 
М<0, L= 14, 
此 时 ,控制 系统 的 方块 图 可 用 图 9.5-1 表示 如 下 : 


图 9.5-1 


NN。 是 真正 的 发 动机 速度 ,假定 我 们 考虑 减速 度 的 情况 ，N 二 N,。 在 过 渡 过 程 中 ，N. 一 NN。 
是 正 的 ;所 以 计算 机 和 发 动机 伺服 系统 之 间 的 开关 闭合 ,计算 机 发 出 信号 .计算 机 根据 方 
fE (9.5-9) 产生 信号 атМ. ÆR 9.5-1 中 用 一 个 直角 三 角形 边 长 的 关系 描写 信号 之 间 的 
联系 .发 动机 伺服 控制 系统 要 设计 得 使 发 动机 尽 可 能 服从 计算 机 所 发 出 的 信号 ,warN. 这 
只 要 利用 图 中 所 表示 的 放大 系数 很 高 的 线路 就 可 以 达到 目的 . 当 速 度 误 差 的 值 变 得 非常 
小 的 时 候 , 计 算 机 就 停止 发 出 信号 ,于 是 系统 的 稳定 装置 将 保证 系统 保持 指定 速度 N,, 而 
处 于 稳定 状态 ,于 是 系统 满足 方程 (9.5-8) 的 条 件 . 

控制 系统 里 有 一 个 可 调整 的 参数 %。 对 于 任意 一 个 给 定 的 + 和 得 到 的 超 温 积分 来 
说 ,这 个 系统 将 会 使 速率 误差 平方 的 积分 取 极 小 值 . 4 的 值 确定 超 温 积分 的 值 式 (9.5-6)， 
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我 们 考虑 aN, = L 这 一 特殊 情况 , 那 就 是 , 与 温度 的 限制 相 适应 的 加 速度 或 减速 度 是 服 
从 方程 (9.2-5) 的 。 有 兴趣 地 注意 到 ,在 这 个 特殊 例子 里 ,根据 方程 (9.5-9) 的 控制 条 件 , 当 
М = №, 时, N = 0， 所 以 并 不 需要 一 个 额外 的 稳定 装置 ,图 (9.5-1) 中 控制 系统 里 的 开关 


也 就 可 去 掉 。 在 这 一 特殊 情况 下 ,方程 (9.5-9) 变 成 线性 的 ,可 以 写成 


ЕСГ. — aN) = атм, 
中 


NI 


=. 1 
к= (1 x T Ё 
现在 那些 积分 可 以 很 容易 的 计算 出 来 ,例如 ,温度 积分 是 
| (了 туда = ү UN — L + айй 


=(E—1% r (т, — aN Fh 


Е руй | (№, — Мм 


Ns 
ЖЕ — 1» | (м=р Л 
№ М 


| 


УСЕ — 1 | 
> ) м Еа(М,— N) 


= 2 
= д?г (СЕ — 5 21 (М, = М? 
Е 2 
© СЕ 一 Е 
2 Е 


CL = aN”. 


于 是 得 到 
ЗЕЕ, 080 
т Jo (1,— а№? 2E * 


其 中 М, 是 过 渡 过 程 开 始 时 的 发 动机 速度 ， 同 样 ,速度 积分 是 
а ("ИМ М, VY, _ 1 
“|, (2 二 | T 


假设 Tm: 是 最 高 温度 ,于 是 


从 方程 (9.5-10) 我 们 有 


Еа СМ, — №) = ат IN 
dt 


”在 过 渡 过 程 中 ,控制 系统 的 特性 时 间 用 т* 表示 ， 


т 
7 = 


м; (М, — NYAN 


(9.5-10) 


(9.5-11) 


(9.512) 


(9.5-13) 


(9.5-14) 


(9.5-15) 


Е 
这 些 方程 的 左 端 已 经 化 成 无 量 纲 的 形式 了 .最 高 温度 Тш. 是 过 渡 过 程 开 始 时 的 温度 . 
当 Е = 1(4 = 00) 时 ， 这 时 候 温度 不 超出 ,这 与 我 们 前 面 的 叙述 相符 当 1 一 оо 
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时 ,表示 超 温 的 积分 等 于 零 . 速率 积分 等 于 0.5， 并 且 т* =r, 如果 EE 增 大 (或 者 4 碱 
小 ) ,温度 积分 和 最 高 温度 增 大 ,而 速度 积分 和 时 间 常 数 减 小 可 以 取 V 2 为 E 的 一 个 折 
ЗИН, 或 者 a =1. 只 要 把 五 或 者 1 的 值 给 定 , 控制 计算 机 的 程序 也 就 确定 了 , 于 是 可 
以 进行 控制 系统 的 设计 工作 . i 

对 于 方程 (9.5-9) 的 普遍 情形 , 积分 值 计 算 起 来 非常 麻烦 ,但 是 可 以 采用 同样 的 步骤 
设计 控制 系统 ， 勃 克 森 包 姆 和 胡 德 给 出 方程 《9.5-107 真正 的 解答 , 那 就 是 求 出 上 的 函数 
м, 但 是 我 们 在 这 里 对 于 控制 系统 的 设计 并 不 着 重 在 求 得 这 种 解 . 控制 系统 的 全 部 资料 
由 方程 (9.5-10) 本 身 给 出 ,因为 这 个 方程 已 经 告诉 我 们 应 该 如 何 构造 控制 计算 机 ， 如果 
根据 那些 条 件 做 出 计算 机 ， 于 是 就 能 保证 得 到 希望 的 性 能 ， 六 对 于 时 间 的 具体 变化 情况 
倒 并 不 重要 .因此 我 们 的 设计 方法 与 其 说 是 根据 假设 的 方程 的 解 去 进行 设计 ， 倒 不 如 说 
是 “设计 ” 非 线 性 方程 本 身 . 
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前 面 数 节 内 所 讨论 的 最 优 控 制 间 题 都 基于 一 个 重要 假定 : 控制 函数 аб) 的 取 值 范 
围 事 先 不 受 任何 限制 . 按 方程 组 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 沙 数 羡 () = (六 (2),…… ,让 (7)》 
可 以 在 r 维 空间 的 任何 地 方 取 值 . 我们 曾经 指出 过 ， 控 制 量 w 的 取 值 在 绝 大 多 数 情 况 下 
总 是 受 限制 的 。 挖 制 量 的 变化 只 能 在 预先 确定 的 范围 内 取 值 .而 古典 变 分 法 的 理论 中 其 
主要 方法 的 证 明和 主要 结论 实质 上 都 没有 充分 地 ， 或 完全 没有 考虑 这 种 限制 条 件 。 为 了 
确切 地 反映 这 一 基本 事实 ， 古 典 变 分 法 的 理论 和 方法 就 难于 直接 采用 .这 里 需要 有 另外 
一 种 研究 方法 ,以 使 古典 变 分 法 的 应 用 范围 得 以 改进 ,使 之 更 适合 于 实际 控制 问题 的 基本 

值得 指出 的 是 ， 这 种 附加 的 控制 系统 特有 的 限制 条 件 ， 无 论 在 实际 技术 问题 中 或 在 
理论 上 都 使 得 最 优 问题 与 古典 变 分 法 内 所 研究 的 问题 具有 本 质 上 的 不 同 。 例 如 在 古典 变 
分 法 的 意义 上 并 不 存在 最 优 解 的 时 候 , 考 虑 了 限制 条 件 后 , 最 优 解 就 不 仅 存 在 , 而 且 还 具 
有 重要 的 实际 意义 。 举例 来 说 , 在 х,у 平面 上 有 一 条 光滑 曲线 у 一 f(x)， 如 果 此 曲线 
在 全 平面 内 确实 有 极 小 值 存在 ， 那 么 用 求 极 值 的 古典 方法 可 以 求 出 极 值 及 其 对 应 的 横 座 
标 хо. (НЕ, Ч х 的 取 值 范围 受 限 制 时 ,如 ea << х << р, ЖЖ ](х) 在 此 区 间 内 可 能 没有 
极 值 ， 而 最 小 值 却 总 是 存在 的 .此 时 古典 方法 就 完全 无 能 为 力 了 .本章 初 我 们 曾 讨论 过 
的 物体 运动 一 例 中 , 按 古 典 变 分 法 的 提 法 ( 即 图 9.1-1 中 F(z) 不 受 限 制 的 情况 ) 最 速 控制 
是 不 存在 的 , 但 当 作用 力 FO 的 取 值 受 限 制 时 , 如 0 < а < Е) <6, 最 优 控 制 就 存 
在 了 .这 一 点 读者 不 难 从 简单 的 物理 概念 中 推 知 . 

总 之 ， 本 节 内 我 们 将 介绍 控制 量 受 限制 时 的 最 优 控制 的 设计 问题 ， 设 受 控 对 象 的 运 
动 方程 依然 为 式 (9.4-1), 性 能 指标 为 式 (9.4-2) 型 的 积分 泛 函 。 控制 量 u 的 取 值 范围 假定 
为 7 维 空间 的 某 一 点 集 UU， 后 者 可 能 是 一 个 区 域 ,例如 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 : 

Вии, и) L0, i=l, 2, em, (9.6-1) 

也 可 能 是 一 个 正方 体 , 由 下 列 条 件 决定 : 


|| SM, == 1, 25 66605 7 


У (9.6-2) 
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或 者 只 包含 几 个 孤立 点 和 线 . 例如 , 若 控制 器 是 由 数 个 双 极 继电器 组 成 的 ,那么 控制 量 的 
每 个 分 量 и 只 可 能 取 值 土 M， 此 时 点 集 U 只 含有 2 个 孤立 点 。 当 7 一 1 时 , 控制 量 只 
能 取 两 个 值 : +M 或 一 M ,M 为 某 一 给 定 的 正 数 . 

在 这 种 特定 条 件 下 讨论 的 最 优 控制 问题 是 由 庞 特 里 亚 金 СПонтрягин) 及 其 学 生 们 
完成 的 2 这 里 仅 限 于 叙述 他 们 的 基本 方法 和 此 方法 的 几何 意义 。 最 后 我 们 将 指出 这 种 
方法 与 前 述 古 典 变 分 法 之 间 的 联系 . 

如 采 控 制 函 数 wu(z) 在 任何 时 刻 均 取 值 于 UU， 而 且 它 的 每 一 分 量 ul), i=1, 2, 
… 77， 都 是 逐 段 连续 的 函数 ,在 任何 有 限时 间 内 只 可 能 有 有 限 个 第 一 类 断 续 点 ， 则 称 这 
类 иб) 为 可 准 控制 "。 控制 量 的 取 值 域 避 是 ” 维 空间 的 任意 点 集 ， 它 也 可 以 是 全 空间 ， 
此 时 间 题 将 与 古典 变 分 法 的 命题 一 致 ， 以 后 我 们 将 假定 控制 量 的 值 域 忌 已 被 给 定 . 

与 前 节 类 似 ,对 受 控 对 象 式 C9.4-1) 引 进 一 个 新 的 座 标 хо, дое) == ЈС), № 


ах 
一 = hikes > Xa; Uj 5 и,). 


dt 
于 是 式 (9.4-1) 和 和 (9.4-2) 可 联合 成 为 一 个 包含 # 十 1 个 一 阶 方程 式 的 方程 组 ,将 它 写 成 向 


25 = F(x, ш), #00) = (0, х). (9.6-3) 
式 中 f = Chos fis ***> fa) х = xo, Xis ***> х„). 设 受 控 对 象 的 终点 条 件 х = Сап» 
хаз …，xa0D 已 经 给 定 。 所 谓 最 优 控制 是 指 在 一 切 可 准 控 制 中 寻求 使 受 控 对 象 自 x 到 达 
xi 并 使 хо 达 极 小 值 的 控制 函数 。 这 一 问题 的 几何 意义 如 图 9.4-1 所 示 . 这 与 前 节 内 的 古 
典 问题 的 提 法 不 同 点 在 于 , 这 里 的 控制 函数 必须 在 可 准 函 数 的 范围 内 选取 ;, 故 иб) 的 取 
值 不 能 是 任意 的 . 

为 了 叙述 最 优 控 制 所 应 满足 的 (必要 ) 条 件 , 与 前 节 的 讨论 类 似 , 引 进 一 组 2 十 1 Еа 
量 函数 DO = (hA, hE ，*… ,ws(z))， 假 定 它们 是 下 列 方程 组 的 解 : 


di ТЫР я 
Е 2 a фе» 0,1,2, ---, п, (9.6-4) 
类 似 地 构造 哈密 顿 函数 Н, 
НС&, $, а) = (ф, РС&, и) = >, pafl, =), (9.6-5) 


EARRA (x, У) 表示 两 个 >” 十 1 维 向 量 的 数量 积 。 于 是 , 式 《9.6-3) 和 (C9.6-4) 可 以 通过 
函数 互 写成 哈密 顿 方 程 组 : 


кыы ї== 0, 1,2, “sy | (9.6-6) 
аи 1=0, 1,2, +++, м, (9.6-7) 
Xi 


如 果 ul#) 已 经 给 定 , 则 x(z) 可 从 式 (9.6-3) 中 求 出 ,于 是 式 (9.6-4) 的 诸 系数 就 成 为 已 知 


1) 在 文献 [22] 中 作者 研究 了 更 为 广泛 的 可 准 控制 类 , 即 и) Я "ТА. 为 了 叙述 简单 易 懂 , 这 里 只 限于 
分 段 连续 的 控制 函数 . 
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的 时 间 函 数 了 ，(z) 将 是 这 个 线性 方程 组 的 解 . 
文献 [22] 证 明了 下 列 事实 : 设 йб) Яп # 分 别 是 式 (9.6-3) 的 最 优 控制 和 最 优 运动 ， 
n 是 最 优 运动 自 ж 点 到 达 ж 点 的 时 间 , 则 ас) 必 满 足下 列 条 件 : 即 存在 式 (9.6-4) 的 
非 零 解 ÈO, E FIRAR ERY: 
(1) едн REZE #0) 在 任何 时 刻 对 u 取 极 大 值 , 即 
HC), $0, C) = тах Bl), РСФ, а)), 


бгд, (9.6-8) 
(2) 沿 最 优 运动 的 轨 线 上 pole) = const < 0, H. 
Н(9(2), P), а(1)) = 0, 0<, (9.6-9) 


这 就 是 著名 的 关于 最 优 控 制 的 极 大 值 原理 . 

表面 上 看 来 ,上 述 两 个 条 件 与 前 节 的 古典 问题 的 必要 条 件 式 (9.4-28) 颇 为 类 似 , 差别 
仅 在 于 式 49.4-242) 征 " 极 值 条 件 ", 式 (9.6-8) 则 是 “条 件 最 大 值 ”*。 换言之 , 式 (9.4-24) 中 
互 在 一 切 би 中 取 极 值 ， 而 式 (9.6-8) 中 互 在 ие U 中 取 最 大 值 。 这 一 点 绝 不 仅 是 字面 上 
的 差别 ,而 反映 了 一 种 深刻 的 质 的 变化 . 

关于 极 大 值 原理 的 详细 证 明 读 者 可 参阅 专著 [22]， 这 里 我 们 仅 指 出 它 与 前 节 的 讨论 
中 有 本 质 性 差别 的 地 方 . 前 节 内 我 们 证 明 极 值 条 件 式 (9.4-242 时 ,利用 了 一 个 基本 事实 ， 
即 由 于 ди 的 各 种 变化 所 引起 的 最 优 轨 线 构成 一 个 线性 子 空间 K。 后 者 的 线性 是 由 于 最 
优 控制 的 变化 ба 所 引起 的 最 优 轨 线 的 末端 变化 9С) 对 би 是 线性 关系 。 由 于 对 ди 
无 任何 限制 , 故 ох 构成 一 个 线性 集合 ， 而 在 би 受 限制 的 情况 下 , 如 果 最 优 控 制 函 
数 立 (z) 的 取 值 完全 位 于 忌 的 内 部 , 则 前 节 内 所 述 之 证 明 方法 在 这 里 依然 可 以 采用 , 此 时 
条 件 式 (9.6-8) 和 (C9.4-24) 将 完全 重合 。 但 是 , 当 最 优 控制 йб) 的 取 值 位 于 忌 的 边界 时 ， 
前 述 的 证 明 方 法 就 完全 无 效 了 ,因为 此 时 би 不 能 任意 取 值 ,否则 @(:) + би 可 能 超出 U 
的 限制 范围 , 变 成 为 不 可 准许 的 控制 函数 了 . 文献 [22] 的 作者 们 . 利用 一 种 独特 型 的 变 
分 方法 构造 了 一 种 关于 аб) 的 变 分 集合 ， 并 证 明了 由 于 这 种 特殊 的 变 分 所 造成 的 最 优 
轨 线 的 末端 偏离 бел) 的 全 体 构 成 的 集合 是 一 个 上 四 锥 体 K， 而 不 是 一 个 线性 子 空间 . 
以 ж 为 始点 的 向 量 z = (—1,0, ---, 0》 必然 处 于 此 西 锥 体 的 外 部 。 这 样 , 就 可 以 建 
立 一 个 超 平面 ,使 向 量 ж 与 凸 锥 体 天 位 于 此 超 平面 的 两 侧 , 是 此 超 平面 的 外 法 向 量 , 即 
它 与 及 不 在 超 平 面 的 同 侧 ， 除 此 而 外 的 其 它 证 明 过 程 与 前 节 所 述 的 基本 思想 是 相同 的 。 

以 后 我 们 还 将 利用 极 大 值 原 理 去 解决 一 类 具体 问题 . 
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前 面 几 节 讨论 的 问题 都 是 关于 受 控 对 象 自 某 一 给 定 初 始 状态 到 达 另 外 一 个 固定 的 端 
点 状态 的 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 ， 我 们 曾经 指出 ,无 论 控 制 量 а(г) 的 取 值 是 否 受 
到 限制 ,在 最 优 控 制 确实 存在 的 情况 下 ,只 要 方程 (9.4-28) 和 (9.6-8) 给 出 足够 的 方程 式 个 
数 ,就 可 以 求 出 最 优 运 动 的 一 切 未知 变 量 和 未 知 常量 . 
在 实际 技术 问题 中 常 有 另外 一 种 情况 ,就 是 运动 的 端点 并 不 完全 固定 ,而 仅 需 满 足 某 
些 较为 "不 严 ” 的 限制 条 件 ， 例 如 ， 对 受 控 对 象 的 终点 状态 只 有 局 部 限制 : 某 几 个 座 标 分 
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量 的 状态 为 给 定 , 而 另 一 种 分 座 标 则 是 任意 的 。 用 多 维 空间 的 几何 术语 来 讲 , 终 点 状态 不 
是 相 空 间 内 的 某 一 个 固定 点 ,而 是 一 个 维 数 小 于 # 的 超 曲面 , 终点 状态 , 即 受 控 运 动 的 轨 
线 端 点 ， 应 该 位 于 此 超 曲面 上 ， 此 时 前 面 得 到 的 最 优 控制 所 应 满足 的 条 件 就 不 能 充分 决 
定 最 优 控制 函数 了 ,因为 这 超 曲 上 的 点 有 无 穷 多 个 ,究竟 这 些 点 中 那 一 个 点 从 损耗 最 小 的 
意义 上 来 看 是 系统 理想 的 终端 状态 呢 ? 甚 之 ,系统 的 初始 点 状态 也 可 能 是 不 固定 的 ,而 仅 
要 求 位 于 某 一 超 曲 面 上 . 总 之 ， 这 类 问题 可 以 叙述 如 下 . 在? 维 相 空间 内 给 定 两 个 维 数 
不 大 于 ?一 1 维 的 超 曲 面 % 和 5;, 它们 互 不 相交 . 要 求 找 出 S 和 5, 上 的 某 些 点 же 5, 
和 xE So EA ж 至 х 点 的 最 优 控制 就 是 自 超 曲面 5, 至 超 曲面 S 的 最 优 控制 这 
里 实际 上 包含 了 三 个 问题 : Жш 5S。 上 的 点 xo ERRARE S 的 最 优 控 制 比 自 % 上 
任何 其 它 点 到 达 5; 的 最 优 控 制 还 要 好 .也 就 是 在 很 多 最 优 控 制 中 求 更 优 者 ;其 次 要 求 出 
自 此 “理想 点 ”到 达 5, 的 最 优 控制 函数 ;最 后 还 须 求 出 5, 上 的 理想 端点 的 位 置 . 
设 受 控 对 象 的 运动 方程 依然 是 式 (9.4-1)， 


dx; 
-L == }(х\, “555 Xag иу" и,) › 


а; 


= 1,2, зәп, 
受 控 运 动 的 质量 指标 是 式 (9.4-2)， 
хо = == |" foCx1, X29 *°°°›Х„; Mis *°°*, «ай, 

系统 的 初始 状态 位 于 初始 超 曲面 % 上 ,后 者 由 方程 式 

Ах! > Тр х.) = 0 (9.7-1) 
所 确定 .系统 的 终点 状态 应 在 超 曲面 Е 它 由 方程 式 

4дбх\› ыйы: х.) = 0 (9.7-2) 
RE. KREA S 至 5, 的 最 优 控制 最 直观 的 方法 是 先 任意 选择 xo€ 5, 和 хе 5, ЖЫН 
хо 至 x 的 最 优 控制 ,然后 再 找 出 最 好 的 始点 和 终点 。 这 样 便 得 到 一 个 三 重 最 优 问题 ,可 
写成 


хо = Ј = min min тіп C fCx(2) ,ut)) dz. 
U Јо 


显然 ,这 种 方法 在 实际 上 几乎 是 毫 无 用 处 的 . 为 了 求 出 最 好 的 *。 和 名 ,需要 找 出 一 些 附 
加 条 件 , 用 来 寻找 最 理想 的 始点 和 端点 . 

在 未 开始 讨论 这 些 附加 条 件 以 前 , 先 指 出 下 列 明显 事实 : 如 果 理 想 的 端点 部 和 1 
已 经 找到 ， 那 么 最 优 控制 问题 就 变 为 前 面 已 经 详细 讨论 过 的 自 固定 点 至 固定 点 的 最 优 控 
制 问 题 . 在 受 控 量 不 受 限 制 时 最 优 控制 函数 必须 满足 条 件 式 〈9.4-287， 而 在 控制 量 受 限 
制 时 则 应 满足 条 件 式 (9.6-8)， 因 此 , 前 节 内 得 到 的 结果 依然 适用 于 本 节 初 提出 的 问题 . 

为 了 讨论 简单 ,我 们 假定 决定 超 曲面 % 和 5, 的 方程 式 (9.7-1) 和 (9.7-2) 中 的 函数 
人 Xx), qC) 为 连续 可 微 函 数 , 即 它们 所 确定 的 超 曲面 是 光滑 的 . 在 其 上 的 每 一 点 都 有 一 
次 偏 导数 存在 , 且 梯 度 向 量 


а^ = (2%, 
gadila) Өх, Өх,” 


д ð д 
а = (22 > 4 а: 2799 А -0 
вай а(х) Өх, Әх; j Ох, Е 


£ 
Ж 
г 
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换言之 , 梯度 向 量 处 处 不 为 零 向 量 , 即 曲 面 上 没有 奇 点 ， 此 外 还 假定 超 曲 面 5, 和 S 都 是 
п 一 1 维 的 .关于 维 数 的 假定 并 不 是 完全 必要 的 ,只 是 为 了 讨论 方便 而 已 . 

先 讨论 控制 量 不 受 限制 的 情况 。 现 假定 S 上 的 为 已 经 找到 ,来 研究 S 上 的 理想 端 
点 加 应 该 满足 什么 条 件 。 从 第 9.5 节 中 我 们 已 经 知道 , 如 果 аб) 是 自 Ж 点 到 达 жуз 
的 最 优 控制 ,在 最 优 运动 的 中 间 任 一 时 刻 т, 0 r< n ЕЕН а) 做 一 系列 
的 微小 变化 {5u} ， 在 最 优 轨 线 终点 Абл) 所 产生 的 偏离 {8х(л)} 的 全 体 构成 一 个 线 
性 子 空间 K， 它 的 维 数 不 超 过 r En 十 1 维 空间 内 通过 А 点 所 做 的 平行 于 x。 轴 的 
直线 Z (X 9.4-1) 绝 不 会 包含 在 子 空间 玉 的 内 部 。 ” 维 相 空 间 内 超 曲面 9 在 л 二 1 维 
相 空 间 内 变 成 一 个 柱 面 5;， 直 线 Z 是 此 柱 面 的 一 条 基线 ,从 几何 结构 上 可 以 推 知 , 若 过 
È 点 做 此 柱 面 的 切 平面 P， 它 的 方程 式 应 该 是 


24 (2; быш х;) = (grad а(®), ^ же 元 ) 一 0， (9.7-3) 
і=0 


式 中 


д ð 
44(® = (о, Р г 22) 
Bra 4 ) Өх, дх, la 


是 切 平面 已 的 法 向 量 . 由 于 为 是 自 5: 到 达 5; 的 最 优 端点 ， 故 切 平面 以 № 为 中 心 的 
邻 域 不 可 能 包含 于 子 空 间 玉 的 内 部 ,否则 将 存在 一 种 式 (9.4-6) 形 的 控制 , 使 轨 线 端点 的 
第 一 个 座 标 小 于 名 ,这 与 最 优 的 假定 相 了 矛盾 .于 是 ,过 P 了 上 垂直 于 r 轴 的 直线 可 做 一 个 
超 平面 P, EZ 的 下 半 部 与 KK 完全 隔 开 ， 因 而 Р 的 法 向 量 必然 是 {wos srad). E 
复 前 面 的 讨论 ,可 以 得 到 如 下 结论 : 决定 最 优 控 制 的 向 量 函 数 ФО 在 轨 线 末端 应 与 P' зе 
Н. Вх, фо) 在 末端 的 方向 应 有 下 列 形式 : 


> д д 
ба) = (в 94, 5-5, SL) 
ст АЈВАР. 
由 于 受 控 对 象 的 运动 方程 式 (9.4-1) 之 右 端 不 明显 包含 时 间 变 量 7, 用 逆 运 动 的 方法 ， 
对 最 优 轨 线 的 始点 也 可 以 得 到 同样 的 结果 , 即 在 : = 0 时 , PCO 应 具有 下 面 形 式 : 


(9.7-4) 


о ® 
х—х, 


(оу = Bp ... OY Е 
фу = (hs EE, бө S (9.7-5) 
这 样 一 来 ,决定 最 优 控制 的 标准 方程 组 \9.4-287 将 变 成 下 列 新 的 形式 : 
Ке, = СС), й(1)), 1=0, 1,2, .. к а СА 
dt 
(0) Е Sia 总 Е 52; 
di И 
д; ED х; Pas 0, 1, =з > ` 
ооу = (о. 5... дА 
p0) => (v 02 Әх, 2 2 52.) 2, 
бз == да... да 
фол) (+ Ө › › 2 Ре, 
HÈU), фи), BD) = ех (EU), РС, аў) = 0; 
ПЫ й Рай, сиды, (9.7-6) 


д и; 
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读者 不 难看 出 , 标准 方程 组 (9.7-6) 提供 了 足够 的 条 件 解 2” 十 2 个 一 阶 常 微分 方程 
式 ， 于 是 最 优 控制 函数 及 最 优 扫 线 的 两 个 端点 ， 如 果 它们 存在 的 话 ， 就 可 以 从 方程 组 
(9.7-6) 中 求 出 . 
上 面 讨论 的 依然 是 受 控 量 不 受 限 制 的 情况 。 如 果 闫 的 取 值 受 某 种 限制 , 则 式 (9.7-6) 
中 的 最 后 一 个 条 件 将 改 为 
НС, ФО), 86) = max (ÈO), КФ, аў) = 0 (9.7-7) 


这 与 端点 完全 固定 的 情况 是 一 样 的 ， 对 后 一 种 情况 更 严格 的 数学 证 明 这 里 不 再 详 述 ， 读 
者 可 参看 文献 [22]， 此 外 ,前 面 假定 的 % 和 5; 均 为 > 一 1 维 超 曲面 也 不 是 必要 的 . ME 
们 的 维 数 小 于 =” 一 1 时 ,限制 条 件 式 C9.7-1) 和 (9.7-2) 中 ,将 包含 数 个 方程 式 ， 例 如 ,假定 
5 Шт ЛЭ ҖЕТЕ. 


а = бу i= ls 2 ++, т, (9.7-8) 
同时 满足 这 mw 个 方程 式 的 一 切 点 构成 一 个 7 — т Ea 5›; ШЫ ЕЭК: 
grad q(x), grad 4:0ж), ++, grad qxX) (9.7-9) 
对 于 5, 上 的 一 切 点 ,前 是 线性 无 关 的 ,也 就 是 说 下 列 z Xm 阶 方 阵 : 
Og(x) 99:Cx) дд„Сх) 
Ох, Өх, дх, 
94:(х) дах) .,, O04qn(x) 
Ox ôx Ox, (9.7-10) 
q(x) дах) дах) 
Өх Эх, Ox 


对 一 切 хє 5; 均 有 最 大 秩 т, 
式 (9.7-8) 中 的 每 一 个 等 式 决定 一 个 > 一 1 维 超 曲面 ， 它 的 每 一 点 上 的 切 平面 P 的 
法 向 量 是 grad 4:(х). 在 任意 点 хє 5 上 所 作 的 wr 个 切 平面 
(grad ах)», х — y) TR bJ 20. Cra ды Ya) =0 
j= Ty 2 i Ma (9.7-11) 
的 交 , 称 为 5; ТЕ x ИРУ Р, 它 的 维 数 也 是 ”一 m。 不 难 理解 ,P 的 法 向 量 可 由 式 
《9.7-9) 庄 向 量 的 线性 组 合 表示 , 即 


n(x) = >. и. grad а.(х). (9.712) 
在 这 种 情况 下 , 式 C9.7-6) 中 确定 Ф ЕО 


© 


фо) = Chos та), +++, п, Са) с 

BO) = (фо, та), 555, п, С) laat, (9.7-13) 
我 们 看 到 ,在 式 (9.7-12) 中 又 引进 了 zz 个 常数 pas ra:…，。pn; 它 们 是 未 知 的 .但 是 比 前 面 
的 讨论 中 又 多 了 m 一 1 个 约束 方程 式 g) 一 0, i 一 2，.….，m。 这 样 总 的 未 知 数 和 已 
知 条 件 依然 相互 平衡 , 故 决定 最 优 控制 函数 与 最 优 端 点 的 标准 方程 组 式 〈9.7-6) 在 新 的 
条 件 下 依然 是 完备 的 。 如 果 这 种 问题 有 解 的 话 , 那么 式 (9.7-6) 就 提供 了 求解 的 必要 条 
ФЕ, 


9.8 最 优 控制 函数 综合 举例 269 


9.8 ”最 优 控制 函数 综合 举例 


作为 前 节 所 述 理论 的 应 用 , 现 研究 线性 系统 内 的 最 优 控制 函数 的 综合 问题 , 设 受 控 对 
象 的 运动 方程 是 线性 方程 组 
ах 


-= = 4х + Ви, (9.8-1) 
dt 


和 过 去 的 符号 一 样 ,4 是 n хоп ВВЕ, В 是 x Xr 阶 常量 矩阵 ; а= (и, и u) 
是 7 个 控制 量 ， 假 定 控 制 量 的 取 值 是 受 限制 的 ,例如 

[| <1, ¿=1,2;, "3r, (9.8-2) 
令 8 表 示 系 统 楼 求 的 终点 状态 区 域 .， 即 无 论 受 控 系 统 的 初始 条 件 如 何 ,经 一 段 时 间 后 , 受 
控 对 象 式 (9.8-1) 应 该 以 8 内 的 任意 点 做 为 终点 状态 ， 我 们 假定 2 是 一 个 凸 面体 , 或 者 是 
一 个 凸 性 区 域 , 它 由 mw 个 不 等 式 

2:(х) <0, 1=1,2, +++, т (98-3) 
所 确定 ,例如 , 它 可 能 是 以 原点 为 中 心 以 2 为 半径 的 小 球体 , 此 时 


#(х) 一 >; х} й, 
р 为 某 一 给 定 的 常数 . 
过 渡 过 程 的 质量 指标 是 一 个 二 次 型 的 积分 式 : 
J(u) = | [ (Ох, х) + (Ри, и) ] 41. (9.8-4) 
上 式 内 2 为 非 负 定 方 阵 , 即 对 任何 x 总 有 
(Ох, х) 22 0, 
为 了 讨论 简单 ,假设 P д “АЕА Е, Вр 
“i 若 ==], 
Ра =, #12}, 
这 样 ,; 式 《9.8-4) 可 以 写成 
баў == | (2 вича + У р) йе. (9.8-5) 
所 谓 综合 问题 就 是 控制 装置 的 设计 问题 ,要 求 求 出 一 组 п 元 函数 uxt ,xs)，i = 


1, 2,，.……，r， 若 将 其 代入 式 (9.8-17) 后 所 得 到 的 自治 系统 
Е = 4х + Ви(х), (9.8-6) 


对 任何 初始 条 件 zm， 均 能 自动 地 将 受 控 对 象 引 至 2 上 的 某 一 点 ， 且 使 治 此 轨 线 所 算出 的 
J 值 取 极 值 . 这 样 求 出 的 函数 мехи е xs)， i 一 1, 25 …，r， 正 是 待 求 的 控制 装置 
必须 实现 的 控制 规律 . 

现 用 第 9.6 顾 内 所 述 的 原理 进行 控制 装置 的 设计 。 首 先 引进 新 坐标 хо 一 J， 它 应 满 
EJEA 
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hy 


dt 


此 式 与 式 (9.8-1) 联合 后 得 到 一 个 由 =” + 1 个 方程 式 构成 的 方程 组 ,不 难 直接 检查 ,它们 
的 共 斩 方 程 组 


== (Ох, x) + (Ри, и) = 5 Geti + >, рин. (9.8-7) 
= i=1 


-一 0， 
dt 
a — d'p — 20x (9.8-8) 
dt 
Н(х,ф, и) = фь[(Ох, х) + (Pu, и)] + (ф, Ах + Ви), (9.8-9) 
根据 第 9.6 届 内 的 叙述 可 知 , 如 果 а) 是 最 优 控制 , 它 应 使 互 取 极 大 值 : 
нх (е), Фа), аб) = тах [$%»СРи, и) + (ф, Ви) + 2›(#)]. (9.8—10) 


ERA #0, ФС) 分 别 为 最 优 运动 轨 线 和 其 所 对 应 的 式 (9.8-8) 的 某 一 特 解 ，U 为 由 式 
《9.8-2) 所 确定 的 一 个 > 维 正方 体 ; o) = ФСО (0), #0) + ($0, 100) 是 一 个 不 
依赖 于 的 : 的 函数 .条件 式 (9.8-10) 等 价 于 下 列 条 件 : 
PC) = JiCPECD， @(0)) + CÈ, BEC)) 一 тах [Фо (Ри, и) + Сф, Ви)]. 
假定 ри 关 0, i=l, 2, 5, 15 МЕ 1 ри = 0. ЖЕРАР 
后 ,可 以 得 到 
2 - Cbi, $Y SE 
PC) = max [> (u + Оу + Уу oba + TOJE 
这 里 w(z) JRA а pI e 的 函数 。 由 上 式 不 难 推 知 , 当 pu з= 0 时 , 考虑 到 фо < 0, 
唯一 的 最 优 控制 函数 е) 应 具有 下 列 形 式 : 
Ы. Ф009) а Li, 


| á m 2popii 
2,00) = езй: g Cb;, Ф(Се)) >l; 
| z 2popii Е 
— СВ, фор), = 一 1 过 СЬ;, Фа) <il, 
2форн 2фор 

= l; 2 (9.8-11) 

对 应 于 р == 0 的 那些 控制 量 应 为 
и (г) = sign (6;, Ф( Е), а = 1+1, +, г, (9.8-12) 


如 果 上 式 右 端 符号 sign 后 的 函数 只 在 一 些 孤立 点 上 才 为 零 ， 那 么 i 将 唯一 地 为 式 
C9.8-12) 所 确定 ,否则 и, 的 最 优 控制 а, 将 不 能 用 这 个 办 法 求 出 ， 

我 们 看 到 ,如 果 SO 和 yg。 都 为 已 知 函数 和 已 知 数 时 , 最 优 控 制 函数 a) Ж АЖ 
望 按 式 (9.8-11) 和 (9.8-12) 所 唯一 地 被 求 出 .这样 , 求 最 优 控制 函数 的 问题 就 转化 为 求 相 
应 的 和 由 (:)， 再 回来 观察 式 (9.8-8)， 为 了 求 出 这 些 函 数 ,必须 求 出 式 (9.8-8) 的 初 
始 条 件 $C0), 而 这 是 一 件 十 分 困难 的 事 ， 为 此 ,我 们 必须 利用 前 节 内 关于 不 定 端点 的 横 
截 条 件 .利用 这 个 条 件 可 以 写 出 最 优 轨 线 在 到 达 @ 时 的 终端 条 件 . 设 л 是 受 控 对 象 自 х, 
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ABA О 所 需 的 时 间 ; 显然 ， 我们 有 理由 断定 最 优 轨 线 在 1 二 4 时 刻 所 到 达 的 点 z 一 
SG) 必 位 于 的 边界 ,而 且 在 z 点 上 有 
ФС) = —grad g(x) |... (9.8-13) 
MRAR 则 应 满足 条 件 
max [0,С02, 2) 十 ф„(Ри, и) 十 (一 gradgCx)j。--，4z 十 Ba)] 一 0. (9.8-14) 


这 样 , 当 终点 = 为 已 知 时 фол) 和 便 可 以 从 式 (9.8-137 和 (9.8-14) 求 出 ， 这 是 问题 的 
第 二 次 转化 ,把 求 最 优 控制 函数 а) 又 转化 为 求 终 点 z。 因 为 终点 z 也 是 未 知 量 ,表面 
看 来 这 种 转化 依然 是 徒劳 的 ， 其 实 不 然 ,经 两 次 转化 后 ,我 们 已 经 接近 于 最 后 解决 本 节 初 
提出 的 综合 问题 了 . 

为 此 ,我 们 研究 原始 方程 (9.8-1) 的 逆转 运动 方程 ,因为 它 的 右 端 不 含 :/， 这 种 方法 极 
易 实现 ,用 — 代替 * 后 ,方程 组 (9.8-1) 和 (C9.8-8) 可 写成 


Е. Е 一 4x — Ви, х(0) = 2; 
dt 


2 一 


Аф + 2фьОх, PO) = grad glx) |x= Ф < 0; (9.8-15) 


жейда ТЧК 问题 , 即 求 出 一 切 到 达 8 的 最 优 控制 函数 ,所 以 & В ЕНЕ 
一 个 点 z 都 可 能 成 为 某 -- 最 优 轨 线 的 终点 ,或 者 说 任 一 个 z 都 可 能 是 式 (9.8-157 的 始点 ， 
于 是 8 边界 上 的 每 一 个 始点 z 都 决定 一 条 最 优 轨 线 . 这样 ， 当 z 遍历 8 的 表面 以 后 ， 就 
可 求 出 一 切 最 优 轨 线 了 . 任 取 2 边界 上 的 一 点 ж, 即 可 按 式 《9.8-15) 求 出 ф(0), 1 
(9.8-14) 求 出 Ф Ж. 由 于 必 沿 最 优 扫 线 是 常量 ， 故 w НИТ 2 点 的 位 置 ， 再 由 于 式 
《9.8-15) 是 关于 x 和 Ф 的 线性 方程 组 ， 有 可 能 在 它 的 通 解 中 消 掉 иб) 或 者 ФО, ， 使 
фо 表达 为 ха) 的 函数 . 

完成 上 述 计算 后 ，x 的 相 空 间 对 每 一 个 и 将 分 为 三 类 控制 区 域 ， 第 一 类 区 域 

zi(X) 三 1; 第 二 类 区 域 六 一 一 1; 第 三 类 区 域 
у es фс), фу) 
2фь»ри 2форі: 
这 些 区 域 找到 后 , 就 得 到 函数 @(х). 这 就 是 待 求 的 最 优 控制 函数 。 应 指出 的 是 , 用 纯 分 
析 方 法 去 设计 控制 装置 ,一 般 看 来 ,是 十 分 复杂 的 事 , 但 是 ,如 果 借 助 于 高 速度 数字 计算 机 
或 模拟 计算 装置 这 种 设计 程序 就 变 得 轻而易举 了 . 

还 有 一 种 情况 的 最 优 设 计 问 题 有 希望 直接 求 出 控制 器 即 反馈 信号 的 具体 形式 . 设 给 
定 的 受 控 对 象 的 初始 状态 为 хо; 控制 作用 从 г = 0 开始 ,于 给 定 的 时 间 л 结束 ;对 控制 
作用 и 没有 约束 . 受 探 对象 的 运动 方程 是 式 (9.8-17, 而 指标 泛 函 改写 成 更 方便 的 形式 

ай = 2. |" Геб, а + Ва, за. (9.8-16) 


式 中 8 和 P 均 假定 为 正定 方 阵 . 今 概 求 设计 最 优 线性 反馈 控制 ， 使 系统 在 + = 0 时 刻 开 
ФЕ ГО, а] 的 时 间 间 隔 内 ， 从 任意 点 z 出 发 向 任何 方向 运动 ( 即 端 点 不 固定 ) 指 标 泛 
荫 式 (9.8-16) 取 极 小 值 . 

重复 本 市 前 面 的 讨论 可 知 ,最 优 控 制 应 从 下 列 方程 组 中 求 出 [ 见 式 (9.8-8)]: 
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йж — Ах + Ви, х(0) = х; 


dt 
4ф = —4'ф Ох; 
dt 


HC), $, абд) = тах |9204 $ + Ри м) + иж ва, 


(9.8-17) 
由 于 终端 状态 可 以 是 任意 的 , 根据 前 节 内 极 大 值 康 理 的 证 明 , 可 推 知 wo 和 几 的 终端 条 件 
一 定 是 | | 
фо = —1, ф(л)==0, (9.8-18) 
前 面 已 经 讨论 过 ,如 果 8 和 P 是 正定 矩阵 , 哈密 顿 函数 HH 是 и АЕ КАЧ, 因而 
五 的 极 大 值 一 定 是 极 值 , 即 对 и 的 每 一 分 量 w。 均 应 有 58 一 0 在 整个 最 优 轨迹 上 成 立 . 
不 难 算出 ,由 这 个 极 值 条 件 可 得 到 向 量 等 式 


on 
йы Pu + В'ф = 0, 
或 者 
йт) = Р'В"ф(е). (9.8-19) 
我 们 希望 把 最 优 反馈 控制 表示 成 下 列 线性 形式 : 
йг) 一 —К(@)х(@), (9.8-20) 


式 中 К) 是 某 一 随时 间 上 变化 的 + хоп 长 方 矩阵 ， 为 此 只 须 把 ФСО) ERR O 的 
线性 函数 ,然后 依 式 (9.8-19) 即 可 得 到 线性 反馈 式 (9.%-20). 


令 


Фр = — R(X), (9.8—21) 
并 和 式 (9.8-19) 一 起 代入 式 (9.8-17), 注 意 到 Ф, 一 一 1， 可 立即 得 到 下 列 恒等式 : 
PC) 一 R(X) — (хх = —Ю()х(г) — RGCAx + Ви) 
= А"К(:)х(:) + Ox(t), 

ВЕ 69.8-19), W ERENT ЕО РЕ: 

— R(t) = О + A'R — RBP”'B'R + КА. (9.822) 
上 两 式 内 和 矩阵 上 方 的 点 表示 对 # 的 导数 . 式 (9.8-22) 是 - -个 矩阵 微分 方程 , 常 称 为 黎 卡 提 
CRiccati) 方程 ,可 以 证 明 它 的 解 对 任意 初始 条 件 是 唯一 存在 的 ， 剩 下 的 只 是 确定 КО) 的 
边界 条 件 ， 由 式 (9.8-18) 知 , 在 := д 时 фол) 一 0， 因 而 RG) =0 (EE). HT 
式 C9.8-22) 与 系统 的 初始 条 件 无 关 ;, 当 求 出 式 (9.8-22) 的 一 个 特 解 后 , 即 可 按 式 C9.8-20》 
构造 线性 反馈 控制 器 , 式 中 


К(2) =РЇ\В*К() 
КАЈА БОННЕ ТЕ-— {їл Ре А НЕ. д0 (9.8-22){4 КАЕ, ИПЛЕ 
在 一 个 常量 矩阵 R 使 下 列 恒等式 成 六: 
Q + АК — КВР\"'В'Ю + RA = 0, (9 8-23) 
则 最 优 反 馈 控 制 器 是 线性 常 系数 的 ,反馈 矩阵 K 不 仅 与 系统 的 初始 状态 无 关 , 而 且 也 不 依 
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赖 于 时 间 二 ， 即 对 任何 时 间 间 隔 [0, 4]， 由 式 (9.8-20) 确 定 的 反馈 控制 总 能 使 指标 泛 沙 
1 取 极 小 值 . 


9.9 ”短程 火箭 的 最 佳 推力 程序 


作为 不 固定 端点 的 最 优 控制 设计 的 一 个 例子 ， 我 们 试 讨 论 短程 飞 航 式 火 箭 的 最 佳 推 
力 程序 设计 方法 ， 设 m(z) 是 火箭 的 瞬时 质量 ; в 
Г; 是 火箭 喷射 物质 的 分 离 相对 速度 ,假定 其 为 了 
常数 ; РО 代表 推力 ，Pmax 为 发 动机 的 最 大 可 
能 推力 ; 地 心 引 力 8 ЛЖИ х,у 为 火箭 
在 以 发 射 点 为 座 标 原点 的 直角 座 标 系 内 的 座 标 
《图 9.9-1).。 因 为 是 短 射 程 火箭 ,我 们 将 假定 地 


心 的 引力 始终 平行 于 ШАГЕ: т =" ущ | 

料 的 秒 耗 量 ;再 假定 空气 阴 力 为 0=0Cy,V)= 0 > 
OO, #, 7). 在 上 述 假定 的 条 件 下 ,我 们 可 以 通 网 9.9-1 

过 改变 发 动机 的 秒 消耗 最 h ЛОБОК Ө 来 控制 火箭 的 飞行 速度 和 飞行 方向 . 火箭 的 运动 
方程 式 可 写成 | 


Ше. 1 
аг m(t) 


В 
аг и Обу» #, 7)) зіп — g, 


(РС) == ОСу, х, у))соѕӨ, 


U =z РО. | (9.9-1) 


Ун. рыч ， А (Е Р 
引进 新 的 变量 si х, х 4, х,== у, д; =, к; = 00), иу 一 -——,‚ и 一 0， 方程 
т 


0 
组 (9.9-12 可 改写 成 一 阶 方 程 组 : 


4х› аш 一 &ОС(х››» хз, х4) 


人 cos 23 


dxa ай, — bOr, X3, ха) 


sin из — $, 

—си. (9.9-2) 
1 Рах 

式 中 а = Pmax/ Mos РЕ у ЫШ ЕТЕ сти 


. 
ту V,m 


这 个 方程 组 内 含有 两 个 控制 量 и, 和 w;， 它 们 的 取 值 是 受 限 制 的 ,限制 条 件 是 
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OKu < 1, 0= w < 2л, (9.9-3) 
对 这 种 飞 航 式 短 射 程 火 箭 可 以 提出 下 列 问 题 : EAER T РУЗ АЛЕН ТН] п К 
行 最 远 ， 应 如 何 选择 最 好 的 巡航 推力 程序 м (СР) 和 иге) СӨСг))ә2 规定 飞行 最 远 的 
方向 nn 可 以 用 向 量 (т, п) Ж, т + n=l, Ш п =0, п 22 0 时 ,预定 的 方向 将 是 
EH K. 当 п > 0, т = 0 时 , 将 是 水 平 飞行 .这 里 还 假定 在 规定 的 时 间 工 内 , 火箭 
上 所 储 人 燃料 足以 使 发 动机 的 秒 消 耗 量 达 最 大 值 ， 
从 这 一 问题 的 物理 意义 来 看 ,最 优 解 是 存在 的 .对 于 给 定 的 飞行 方向 显然 存在 一 个 程 
FE 0(z)， 使 每 一 瞬间 速度 方向 为 最 优 ， 推 力 程 序 РС) 受阻 力 2 的 约束 ,如 果 速 度 很 大 ， 
则 气动 阻力 急剧 增 大 ,消耗 燃料 也 将 随 之 增加 .如 果 推 力 很 小 , 则 不 能 在 给 定 的 时 | 间 内 达 
到 很 大 的 射程 。 上 述 运动 的 指标 可 以 用 下 式 表示 : 
J = nx + ту = тх + пох, == тах, (9.9-4) 
或 者 
J 一 тх — пох; == min, (9.9-5) 
这 一 问题 可 以 转换 成 轨 线 末端 受 限 制 的 情况 ， 
ЖЭ Е, 过 与 单位 向 量 m = Ол, п, 0, 0, 0) 平行 
的 直线 工 ( 图 9.9-2)》 上 的 任 一 点 做 一 垂直 的 > — 1 
维 超 平面 P，m 将 是 它 的 法 向 量 ， 上 述 命题 可 等 价 
地 转述 为 : 将 火箭 引导 到 平面 了 P 上 ， 使 交点 $ 在 直 
线 工 上 离 原点 最 远 ， 交 点 5 是 未 知 的 ， 但 这 并 不 影 
响 我 们 对 前 节 所 述 理论 的 应 用 . 
取 火 箭 的 助 推 眉 终 点 为 求解 上 述 问 题 的 初始 条 
件 xo = Crios хоз xa0， xy xz 和)。 于 是 ， 可 以 根据 标 
准 方程 组 (9.7-6) 写 出 求解 最 优 控制 的 方程 组 : 
ху аш — ФОСбх,, x3, ха) 


== — тх, 一 п, = cos us x0(0) = 0; 
dt 25 
а 
2 х 100) = X103 
dt 
‚блв 一 2600092, Хз, ФОС» хз» #4). cosu, х2(0) = хи; 
dt xs 
к = x4, 3(0) = X303 
dt 
dx, Н. Кышы bO(x,), Хз» 24) sinu — в, х.(0) = хо; 
аг Xs 
2 a — сш, х5(0) = хх. (9.9-6) 
dt 
7 
4—0, „<о; 
dt 


2 = 0, ФСТ) = p) = т; 
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дф» = npo — Фі t 0g С(ф» 一 mpo) соз и; + pasin из), ФТ) 一 一 22; 
dt xs Өх; 


403 = р 28 (СФ; 一 пуро) cosu: + Фаѕіп и), ФСТ) = 0; 
ағ х5 Өх; 
аа + 2 99 «б, — про) созиь + Фазі), ФСТ) = 0; 
dt Xs Өх, 
а = == bO Cts каз xa) ((фФ› Se npa) cos uz + Фи sin из) p(T) = 0. 
t x5 
(9.9-7) 
Ж ДЕА ЖС 0 
— b 
H = Ф( хз, ха; Pos фз Ф.) 一 npo та @ sosu; 
5 
+ Ф; йи = #О ама, + $. аш х= БО sin из — Сфи з (9.9-8) 
Xs Xs 
AH 
ф(х2> х45 Pos Das Фа) 一 —пх2фо + dix: 十 фаха 一 pag. 


MARI TRDNE TAI, RR H ўв Иза ву АН: | 

Ня, ФФ, @00)) = max НС), фт), и) = 0, 

== Т, (9.9-9) 
条 件 式 (9.9-9) 意 味 着 


aù (e) 一 i 2 бз ЗЭ (CCB) — mp) cos ilt) + BCO sin hl) — облако 


= max Е 206%, Žas #4) CCl) 一 npo) сози, + фу(г) sin uz) 一 Фада), 
acu | Z(t) 


(9.9-10) 
上 面 共 得 到 12 个 一 阶 微 分 方程 式 , 14 RAAR 11 个 边界 条 件 ， 未 知 数 Фо 可 以 从 式 
(9.9-7)ЖЊ, A 和 4б) а Ф 


10, HOF фо), &()) = ме ) — (he) 一 nipo) cos #2(#) + фаб) sin #2(#) 一 chle), 
则 

20 = [5 с (9.911) 

0, #т<0. 


由 些 可 知 最 优 的 推力 程序 是 开关 式 函 数 ,要 人 么 以 最 大 推力 工作 ,要 么 以 最 小 推力 工作 .最 
优 方 向 程序 A0) 的 变化 规律 要 复杂 些 ， 但 是 按 限制 条 件 式 (9.9-3), 它 实 际 上 是 不 受 限 
制 的 。 因 此 五 对 и, 应 取 极 值 ， 所 以 ,我 们 可 以 对 式 (9.9-10) 右 端 求 对 и, 的 偏 导数 并 令 其 
等 于 零 , 解 出 后 得 


dlt) 
p:e) 一 mpo , 


tan й›(#) === 


或 者 
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созй›(#) = + 一 = СӨ! 一 mpo) | 
уф + ($. 一 тфа) 
inż Ө, 
sin Ө) "Tu т гра = 
上 式 右 端 之 符号 应 该 这 样 选取 , 使 cosa) 和 sinw) ХЕ. KA (9.9-12) 代入 式 
(9.9-11)/ 4, 20) ВА 200) Г. 
如 果 在 某 种 特定 的 条 件 下 ， 空 气 阻力 可 以 忽略 不 计 ， 则 式 〈9.9-6) 和 (9.9-7) Жау 
以 大 为 化 简 ， 但 是 ， 不 管 是 否 忽略 阻力 ， 用 一 般 的 理论 分 析 方 法 求解 方程 组 49.9-47) 一 
C9.9-10) 几 乎 是 不 可 能 的 ， 通 常 是 利用 计算 机 对 特定 的 问题 进行 研究 并 求解 


(9.9-12) 
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归纳 前 面 几 季 的 讨论 ,为 了 求 得 受 控 系 统 满足 某 一 给 定 的 积分 型 指标 的 最 优 控制 , 必 
须 问 时 研究 问题 的 全 局 特征 , 写 出 完整 的 标准 方程 组 ,然后 才 可 能 求 出 最 优 控制 规律 ， 这 
是 变 分 方法 的 基本 特点 ， 特 别 适宜 于 对 控制 问题 的 分 析 处 理 ， 然 而 用 分 析 方 法 只 能 处 理 
比较 简单 的 情况 .在 实际 问题 中 ,大 多 数 受 控 运 动 方程 是 比较 复杂 的 ,只 能 用 数字 计算 机 
去 作 最 优 控制 设计 .本 节 内 我 们 再 介绍 另 一 种 最 优 控制 的 设计 方法 , 叫 动 态 规划 法 .这 种 
方法 的 基本 思想 和 变 分 方法 不 同 ,对 某 些 问 题 更 适宜 -上 在 计算 机 上 作 最 优 设 计 . 
动态 规划 的 基本 思想 是 把 整个 控制 过 程 分 为 若干 眉 ， 在 每 一 段 内 选择 最 优 控 制 ， 使 
满足 给 定 的 指标 要 求 ， 它 可 以 概括 成 一 个 原理 ， 无论 系 统 的 初始 状态 如 何 ， 也 无 论 第 一 
段 运动 过 程 中 的 最 优 控制 是 何 种 形式 ,全 局 为 最 优 的 控制 函数 ,对 应 于 第 一 阶段 的 终点 状 
态 ， 第 二 段 运动 过 程 中 控制 函数 的 选择 ， 按 给 定 的 指标 也 一 定 是 最 优 的 ， 这 就 是 最 优 控 
BJE, ME 9.10-1 对 这 一 原理 略 作 说 明 , 设 自 
4 点 至 C 点 的 按 某 种 意义 最 优 的 运动 是 (0), 
оТ, НМ И РЕН а, 0 < 
< т. адв) B К СЕ r, 0 一 
x) а д т< Т, 最 优 控制 原理 的 几何 含意 是 ,以 4 点 为 始 
28 B 点 ,以 C 点 为 终点 的 最 优 控制 a), 0<г< Т, 
也 一 定 是 以 8 点 为 始点 ,以 C 点 为 终点 ,定义 于 时 
| о Brae <T ЖЕНШ. 
为 简单 起 见 ， 先 假定 受 控 对 象 是 一 个 一 阶 非 
ВЕ 9ч 线性 系统 : 


4х — Кк, и), х(0) = ху. (9.10-1) 
dt 


终点 状态 假定 是 完全 “自由 ”的 ,无 任何 约束 ,但 是 对 控制 量 * 的 约束 形式 不 是 像 前 面 讨论 
的 那样 ,而 是 具有 下 列 形式 : 


a) Su < gla). (9.10-2) 
我 们 看 到 ，w 的 取 值 范围 不 是 一 成 不 变 的 ， 而 与 系统 的 状态 有 关 ， 上 式 内 左右 端的 函数 


9.10 动态 规划 与 最 优 控制 原理 277 


gi(x) 和 а(х) 是 预先 给 定 的 .选择 控制 量 “(z) 的 目的 是 在 给 定 的 时 间 间 隔 了 内 ,使 下 
9172 АВА МЕ: 
уси) = | Ix, wae = min, (9.10-3) 


由 于 终点 状态 无 任何 约束 ,如 果 这 种 最 优 控制 存在 且 唯 一 的 话 , 极 小 值 ЛССР) 将 是 
初始 条 件 хо 和 时 间 间 隔 了 7 的 单 值 现 数 ， 这 个 泛 函 的 最 小 值 记 为 ЕС» Т), Tæ 


F(x, Т) = min /Си(р)). (9.10-4) 
如 果 将 时 间 间 隔 7 了 稍为 增 大 ,使 终端 时 刻 变 为 7 + т, МЕЖ АЖ 
Е(х + Т)= min {\ flx, и)а + Е(х(т), Т + 0], (9.10-5) 


mH. #(г) 的 取 值 范围 应 该 满足 条 件 式 (9.10-22 的 限制 . 
如 果 设 (хо и) 和 Fixo Т) 均 为 连续 可 微 的 二 元 了 国 数 , 则 
ӨЕ 


ЕС, Г т» == Вк РУ т OC), 
ƏT 


Fecr), Т) = Plx Т) +. г, ке и)т + О(т), 


от = 0 Пу, ЛН ЕТИЧКА КА, АС9.10—5 ун] = 


ЗЕ 一 min Бб хаи) + ч ЙС кү» “|. (9.10-6) 


MRKA Fo Т) 为 已 知 , 则 式 (9.10-67) 将 给 予 可 能 求 出 最 优 控制 函数 40) 的 初始 值 
az《0)， 我 们 看 到 , 式 (9.10-6) 是 一 个 一 阶 偏 微分 方程 其 中 f。 和 上 了 为 已 知 二 元 函数 . 为 
了 求解 此 方程 式 ,需要 给 定 某 些 边 罕 条 件 。 如果 在 全 平面 内 求 出 了 注 数 Fo Т), WALE 
每 一 瞬间 的 最 优 控制 # 即 可 按 式 (9.10-6) 求 出 , 

对 于 更 为 一 般 的 受 控 对 象 : 


= = f(x, u), uc U(x), (9.10-7) 
ЖИРА: 
Ха()) = | fx, и)4: = min, (9.10-8) 
记 
F(x; Т) = пип ЈСабг)), (9.10-9) 


符号 U(x) 表示 а 的 珠 值 范围 随 受 控 对 象 的 状态 x 的 变化 而 变化 ， 重 复 前 面 的 讨论 ,并 
注意 到 多 元 自 变 景 的 特点 ,基本 消 数 方程 可 按 下 列 次 序 推出 : 


F(x, Т + т) = min ||" Вх, чае + Е(х(т), Т + г |, (9.10-10) 


u(t)EU(x) 
о<г<т 


当 r 很 小 时 
х(т) = x0) + #(х(0), и(0))т + О(т), 


Е(х(0), Г-+ г) = Е(х(0), Т) + т + OCr)， 
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Е(х(т), Т) = Е(х(0), Т) + У) ӘР fCxC0), и(0))т + О(т) 


== Е(х(0), Т) + т(ргай, Е(х(0), Т), (0), а(0))) 
+ 0Cr). 
令 TT 一 0， 按 上 面 讨论 次 序 ,可 最 后 得 到 关于 函数 F 的 特种 偏 微 分 方程 


тіп (grady Е(х(0), Т), f(x(0), a(0))). | (9.10-11> 
ӨТ а(0)Є0((0)) 


根据 最 优 控制 原理 ,上面 的 讨论 不 仅 对 始点 СО) 是 正确 的 ,对 最 优 轨 线 上 的 任何 点 
也 都 成 立 ， 故 上 式 也 可 对 任意 点 xO) 改写 为 
ep _ 


— = тіп (grad Е(х(т), 0), Ё(х(т), и(т))), (9.10-127 
99 ur)eU(x(r)) 
式 中 6 一 7 一 rr， 符号 grde Е 表示 只 对 x 取 偏 导 数 的 梯度 向 量 
ОЙ оза. ӨР 
grad F(x, Ө) == f ды? > =} 


基本 方程 (9.10-11) 或 (9.10-12) 有 两 种 用 途 . 当 函数 FT) 为 已 知 时 ,可 由 此 求 
出 最 优 控制 аб). KZ% ёб) 为 已 知 时 ,可 以 由 此 求 出 函数 F(x, 0)， 有 了 时 函数 F 可 
由 其 它 途 径 求 出 , 此 时 按 式 (9.10-12) 即 可 完全 确定 最 优 控 制 函 数 了 .在 第 八 章 讨论 最 速 
控制 系统 时 ,我 们 曾 得 到 过 类 似 的 方程 (参看 第 8.6 节 )。 那 里 我 们 曾 指出 求解 此 方程 式 的 
方法 .实际 上 这 个 方程 式 与 那里 得 到 的 结果 有 深刻 的 联系 。 此外， 对 控制 量 不 受 限制 的 
情况 至 今 研究 得 比较 详细 。 读 者 在 文献 [2] 中 可 以 找到 对 这 一 类 特殊 问题 的 计算 方法 . 


9.11 拦截 问题 中 的 导 引 人 律 


作为 最 优 控制 理论 的 一 个 很 好 的 应 用 ， 我 们 介绍 一 下 关于 拦截 问题 中 的 导 引 规律 的 
最 优选 择 %， 设 有 -目标 M 以 速度 向 量 vy 飞 来 ( 见 图 9.11-1). 今 用 一 个 横向 可 机 动 的 拦 
i B TEDA BIETER RENEA оо, 

= aa хм 和 хь 分 别 表示 目标 和 拦截 器 的 空间 座 标 , 它 
们 之 间 的 相对 距离 是 x = хи 一 xp， 相 对 速度 是 
„оо о = ww 一 о. TERR D КЕРА) E A НХ 

Ки 横向 加 速度 ap 的 办 法 加 以 控制 ， 拦 截 任务 的 目 
É, 的 是 找 出 一 种 控制 规律 ， 使 拦截 器 在 某 一 时 刻 
‚ БН ЖМ, БОННЕ x ЕЖЕ 
д 达到 极 小 值 。 相 对 距离 x) = xul) 一 хь() 在 
e> 0 以 后 的 极 小 值 称 为 拦截 脱 靶 量 ， 为 了 达到 
拦截 目的 而 选择 的 控制 规律 称 为 导 引 律 . 

导 引 律 是 由 系统 的 实时 状态 决定 的 控制 律 . 
这 种 控制 律 使 系统 在 某 一 时 刻 达 到 零 脱 靶 ， 或 达到 某 - 一 种 终止 状态 。 从 控制 理论 的 观点 
看 ， 导 引 律 就 是 依赖 于 实时 状态 的 综合 控制 (或 反馈 控制 )， 下 面 将 看 到 ， 用 最 优 控制 的 


图 9.11-1 
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综合 理论 讨论 各 种 导 引 律 可 以 得 到 一 些 新 的 \. 很 有 意思 的 结论 .在 这 一 节 中 :我们 先 用 最 
优 控制 理论 推导 空间 比例 导 引 律 ,然后 引进 “ 零 控 拦截 状态 ”及 “ 零 控 拦截 曲面 L 的 概念 ， 
并 用 这 些 概念 讨论 各 种 导 引 律 . 
在 相对 体制 下 , 导 引 问题 的 运动 方程 可 描述 为 
х = 0, 
о =а-и, (9.11-1) 
这 里 ，x, v, a 分 别 为 目标 和 拦截 器 之 间 的 相对 位 置 、 相 对 速度 和 相对 加 速度 向 量 , 而 и 
为 控制 加 速度 向 量 。 相 对 加 速度 а 可 以 叫做 固有 加 速度 , 它 是 不 能 随意 改变 的 , 它 的 大 小 
和 方向 依赖 于 状态 变量 . 为 简单 起 见 , 通 常 假定 a 是 关于 的 已 知 函 数 . 
在 导 引 问题 中 , 通常 假定 系统 的 初始 状态 х, mw 为 已 知 ， 而 对 终点 状态 可 以 提出 各 
种 不 同 要 求 . 例如 ， 要 求 终点 状态 为 零 脱 靶 ， 即 Ст) = 0 СТ 为 导 引 终止 时 刻 )。 一 般 
地 ,终点 状态 可 描述 为 


g(x(T), v(T)) = 0, (9.11-2) 
g 是 向 量 ,由 终点 状态 约束 条 件 决定 。 除 终点 状态 约束 外 ,还 可 能 有 表明 导 引 过 程 好 坏 的 
性 能 指标 ， 在 系统 式 C9.11-1) 中 ,加 速度 и 是 由 过 载 或 推力 产生 的 控制 ， 这 时 , 通常 以 所 
消耗 的 总 能 量 的 大 小 , 即 
| Ј № ү иий: (9.11-3) 
2 Jo 


做 为 性 能 指标 ， 这 里 工 是 事先 给 定 的 时 刻 ， 式 (9.11-1),《9.11-2), 《9.11-3) 是 典型 的 最 
优 控制 问题 . 

所 谓 最 优 导 引 律 ， 就 是 这 个 最 优 控制 问题 的 综合 控制 ёбх, о). 如 果 把 这 个 综合 控 
制 求 出 来 ;并 代入 方程 (9.11-1) 中 , 则 方程 组 的 任意 轨 线 都 应 该 是 上 述 最 优 控制 问题 的 最 
优 轨 线 ,综合 控制 а(х, о) 可 按 如 下 方式 确定 : 对 任意 给 定 的 初 值 ж› vo。， 先 按 极 大 值 
原理 求 出 最 优 程序 控制 ёе, хо, 00), КАФ г = 0 得 @(0, хо, оо). IER (0, хо, 00) 
是 系统 处 于 ху, w 状态 时 所 应 取 的 控制 量 ,因此 有 Сх, 00) = (0, хо, v). 

下 面 求解 最 优 控 制 问 题 式 C9.11-1) 一 (9.11-3)。 为 此 , 先 用 Pa) г) 表示 а= 0 
时 系统 运动 的 轨 线 (叫做 零 控 弹道 )， 积 分 方程 组 (9.11-17) 得 


x(t) = х 十 ви 十 | C: — т)а(т)ат, 


s ач | adr. (9.11-4) 


引入 零 控 平 均 速度 PO) = о, +E | G татат, М LO 又 可 表示 为 
LCt) = х + le, 
当 аб) о 时 ,方程 组 (9.11-1) 的 轨 线 为 
xl) = xL) 十 | (z — т)и(т)ат, 


о(2) = (р) + | aar, (9.11-5) 
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最 优 控 制 问 题 式 (C9.11-1) 一 (9.11-3) 的 哈密 顿 函数 为 ? 


Н = фто + Ҹа + фи — — ши, (9.11-6) 


1 
ПОЗЕ Е Е А 

人 ФТ) = А, 

ф. = —ф,, PLT) == 人 :， 


EH А, А, 分 别 等 于 L (XrgCxC7T), oCT))), 一 9 (Xrg(x(T),vCT))), à A 


(9.11-7) 


ðx(T) дост) 
待定 向 量 . 如果 gT), oT) = х(Т), ША = 0. 积分 方程 组 (9.11-7) 得 
Фо = А, hb) = АСТ — г) + А,. (9.118) 
根据 极 大 值 原理 ,最 优 控 制 йб) 为 
úl) = p) = АСТ — t) + А, (9.11-9) 
Дх :一 0， 得 
000) = АТ + à. (09.11-10? 


为 了 求 出 综合 控制 @(ж, zo)， 必 须 把 А, А, 表示 成 初始 状态 хо, vo 的 函数 .为 此 , 把 
式 C9.11-9) 代 到 式 (9.11-5) 中 ,然后 积分 , 取 t 一 7 了， 得 


х(Т) = X(T) + Ta + Ta, 


VCT) = (Т) + Ta + Th. (9.11-11) 


其 次 ,用 条 件 ССТ), CT) = 0 ЖА, А, КК КИЕ ВЕДЕНИЕ А ЧЕХ АСТ), СТ) 
АЖ, МАМА @(0) 表示 成 零 控 弹道 终止 状态 (Т), (Т) 的 函数 .如 果 青 把 
X(T), СТ) 表示 成 xo, wm 的 函数 ， 就 得 综合 控制 Сх, оо). 用 零 控 弹道 终止 状态 
X(T), VCT) 表示 出 来 的 控制 律 ССТ), VCT) M NESE”. 

当 #бх(Т),оСТ)) = x《T)〔 即 终止 状态 为 零 脱 靶 状 态 ) 时 , Xi = 0, А, = А, Л 


&(0) = АТ, х(Т) = xT) + ГА. 由 x(T) 二 0 得 


або) = СТ. (9-11-12) 


这 是 终止 状态 为 零 脱 靶 时 的 “预测 导 引 律 ”，xeCT)》 ПИ E”. 
再 讨论 空间 比例 导 引 律 . 把 式 (9.11-127 中 的 预测 脱 禹 量具 体 表示 出 来 ,得 


Асо) = Эа + ФОТ) ? 69.11-13) 
这 里 了 是 事先 给 定 的 ,可 按 适 当 方 式 选取 .如 果 取 
_ _ (ж, вт) 
15 т) |? a 


则 式 (9.11-13) 变 为 


1) 这 里 和 以 后 用 ху 表示 两 个 向 量 的 内 积 , 即 ху = (х,у), 
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&C0) = —3 Жо СТ), СТ) 一 ECT Xx, HT)) ато? 
(хо, ECT)? | 
— 3 APIP (x х PTD 
(х,, оТ)» | xj 
其 中 用 x ху 表示 两 个 向 量 的 向 量 积 ，。 而 《x。X ECT) lx 是 由 平均 速度 可 (77 引 
起 的 视线 xo 的 旋转 角速度 一 一 视线 转 率 。， 如果 把 这 个 视线 转 率 记 成 ©, WA 
= [ае lo DIN m : 
(0) = 3 Сю. ОРУ о х Т). (9.11-14) 
如 采 在 系统 式 (9.11-1) 中 假定 а= 0， 则 PCT) = о, 从 而 式 (9.11-14) 变 为 
= [|2 |5, |? Е 
3 nF w X V. (9.111-15) 


这 就 是 我 们 所 说 的 空间 比例 导 引 律 ， 控制 式 (9.11-157 的 大 小 与 视线 转 率 成 正比 ,而 控制 
方向 垂直 于 相对 速度 v, 


х эст), 


@(0) 


如 采取 
ит 
则 得 到 另 一 种 比例 导 引 律 : 
000) 一 3 т 四 X х. (9.11-16) 


这 个 控制 方向 是 垂直 于 视线 ж 的 . 

在 导 引 问题 中 ,一 般 “ 初 始 偏差 都 比较 大 ， 通 常 希 望 在 导 引 的 初始 阶段 ,用 较 大 的 控 
制 力 把 初始 偏差 的 大 部 分 消除 掉 . 比较 理想 的 导 引 律 应 该 是 在 导 引 的 初始 阶段 能 提供 较 
大 的 控制 力 以 便 消 除 较 大 的 初始 偏差 , 而 在 导 引 过 程 的 后 期 , 则 用 较 小 的 控制 力 进行 “ 微 
调 ”. 但 是 , 导 引 律 式 (9.11-127) 一 (9.11-16) 都 不 能 做 到 这 -- 点 。 因 为 ,它们 都 是 从 “整个 导 
引 过 程 都 在 消除 初始 偏差 这样 观 点 出 发 推导 的 公式 ,因而 横向 过 载 的 分 布 在 整个 导 引 过 
程 中 是 比较 平均 的 .横向 过 载 的 这 种 平均 分 布 在 实际 上 是 很 不 理想 的 。 因 为 在 拦截 器 接 
近 目 标 时 , 为 了 保持 导 引 规律 不 被 破坏 , 需要 付出 很 大 的 横向 控制 过 载 ,而 这 在 实际 上 是 
做 不 到 的 .事实 上 , 当 了 7 了 一 0 或 |x] 一 0 Б}, 只 要 (Т) о Е Ра, 控制 过 载 式 
《9.11-12) 一 C9.11-16》 者 将 趋 于 雹 穷 大 ， 这 上 就 是 通常 的 比例 导 引 法 在 导 引 过 程 后 期 出 现 
“过 载 饱 和 ”的 原因 .有 没有 一 种 办 法 能 克服 这 种 缺点 昵 29 把 上 面 的 “整个 过 程 的 平均 ” 换 
成 * 短 时 间 内 的 平均 ”是 克服 上 述 缺 点 的 一 种 办 法 . 

为 了 进一步 研究 导 引 问题 ,“ 零 控 拦 截 状态 ”及 曲面 工 的 概念 很 有 用 处 。 从 控制 律 式 
C9.11-12),《9.11-14) 和 (9.11-16) 中 可 看 出 ,如 果 零 控 预 测 脱 芭 xXT) 或 四 等 于 零 , 控 制 
Л або) 也 等 于 零 ， 并 且 在 整个 过 程 中 不 加 控制 力也 能 实现 拦截 .如 果 系 统 在 某 一 时 刻 
已 处 于 这 样 的 状态 ,从 这 个 状态 预测 的 零 控 脱 靶 量 为 零 , 那么 不 加 控制 力 , 经 有 限时 间 也 
能 实现 准确 命中 .我 们 把 这 种 特殊 的 状态 称 之 为 “ 零 控 拦截 状态 ”, 即 无 控 也 能 实现 拦截 
的 状态 ,在 导 引 问题 中 “和 零 控 拦截 状态 ”的 存在 是 一 个 普遍 现象 . 古典 导 引 法 中 的 所 有 直 
线 弹 道 和 所 谓 基准 弹道 ,实质 上 都 是 由 零 控 拦截 状态 所 组 成 的 . 

由 方程 (9.11-1) 所 描述 的 导 引 问题 中 ,凡是 满足 条 件 
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XL) = ху 十 ulu) = 0 (9.11-17) 
的 初始 状态 хо, mw， 都 是 零 控 拦截 状态 。 这 里 АЕА. ШЖа=о, И UO = а. 
这 时 零 控 拦截 状态 为 满足 

ж + и = 0, и 20, (9.11-18) 
的 初始 状态 。 所 有 这 种 状态 在 整个 状态 空间 (6 维 空间 ) 中 组 成 4 维 曲面 [ 式 (9.11-18) 是 
含 7 个 变量 х, vo, н 的 三 个 方程 ]. 所 有 零 控 拦截 状态 所 组 成 的 曲面 叫做 “ 零 控 拦截 昌 
ТЕТ”? ,用 工 记 之 ,简称 工 曲 面 , 或 曲面 L. 
如 果 导 引 问 题 的 系统 方程 写成 
下 =v, х(0)== ху, 
ù = — wx +u, 0(0) = 0. 


则 零 控 预测 脱 靶 量 为 


LCT) = соѕоТх, + 4 sin о ТО, 
© 


于 是 жи 为 零 控 拦截 状态 的 充分 必要 条 件 是 


х 十 uv =0, и = Z tanoT, 


这 里 疡 的 取 值 可 正 可 负 . 

对 一 般 情 形 ,分 别 用 目标 和 拦截 器 的 运动 方程 式 能 更 好 地 说 明 零 控 拦 截 状 态 的 意义 . 

设 目 标 和 拦截 器 的 运动 方程 分 别 为 

Хи == би» Xp = Up; 

"i = аыбхм› Vu); b = а. (хр, Vp) + u, 
给 定 了 目标 的 初始 状态 Xm ом 以 及 拦截 器 的 初始 位 置 хро 和 导弹 的 初始 速度 |vpo| 以 
后 ,这 时 只 要 оро 足够 大 ,我 们 总 可 以 选择 拦截 器 的 速度 方向 , 使 得 它 沿 这 个 方向 飞行 ， 
没有 控制 力作 用 也 能 实现 拦截 。 这 种 方向 叫做 " 零 控 拦截 方向 ”， 这 个 零 控 拦截 方向 和 给 
定 的 目标 ,拦截 器 的 初始 条 件 一 起 组 成 一 个 零 控 拦截 状态 。 所 有 这 种 零 控 拦截 状态 ,在 整 
个 状态 空间 (12 维 空间 ) 中 组 成 10 维 曲面 工 ( 由 于 只 有 10 个 独立 变量 Xw Vms Xpo 
[opo|j). 在 一 般 的 导 引 问题 中 ,要 精确 描述 出 曲面 工 是 个 复杂 的 问题 。 但 是 , 导 引 问题 中 
存在 着 曲面 L， 是 肯定 的 . 

再 看 一 看 古典 导 引 法 和 曲面 工 的 关系 .追踪 法 .平行 接近 法 .前 置 量 法 及 三 点 法 等 古 
典 导 引 法 ， 指 的 是 受 控制 力作 用 之 后 的 系统 状态 所 应 满足 的 条 件 。 这些 导 引 法 并 不 直接 
回答 "怎样 加 控制 力 ” 的 问题 .它们 只 说 明 , 如 果 系 统 的 状态 始终 保持 在 那 种 状态 ,就 能 够 
实现 准确 拦截 .从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ， 系 统 受 控制 力作 用 之 后 所 应 保持 的 理想 的 状 
态 是 零 控 拦截 状态 。 古 典 导 引 法 实质 上 是 对 各 种 特殊 情况 下 的 工 曲面 的 近似 描述 

先 讨论 退 踪 法 。 用 各 目的 速度 描述 零 控 拦截 状态 所 满足 的 条 件 式 (9.11-17) 是 

хо 十 ибиСи) 一 ибЪ(и), и 2 0, (9.11-19) 
如 果 假 定 |6м(и)| < JIDU], ВВ [Eu] 比 JEDD] 小 得 多 , 则 近似 地 有 
Xo 一 и2Ь(и), uO, 
即 视线 хо 与 速度 Db) 方向 一 致 ， 再 假定 а = 0, N öble) 一 wp， 因而 有 
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ху = рор и ÈO, 
现在 把 xX vp。 看 做 受 控制 作用 后 的 状态 ， 那 么 受 控制 作用 后 的 拦截 器 的 速度 方向 应 指 
向 目标 ,这 就 是 追踪 法 。 追踪 法 是 目标 速度 《相对 于 拦截 器 速度 ) 很 小 时 的 曲面 工 的 近似 
描述 . 
再 看 平行 接近 法 。 对 式 49.11-18) 的 两 边 向 量 乘 上 ж, 43 
х X 000и) = х X 05( и). 09.11-20) 
如 果 假 定 ам = 0, ap = 0, М] UUD = ом, Elu) = Vos X ERER 
Xo X Vu = Xo X Voo. 
受 控制 力作 用 后 的 拦截 器 速度 vp。 应 使 上 式 成 立 ， 这 就 是 平行 接近 法 . 用 P 记 х 与 
оь 58,210 х 与 ом 的 夹 角 , 则 由 上 式 得 
Vin 
ЕЯ 
平行 接近 法 是 自由 运动 (无 控 弹 道 ) 为 等 速 运动 时 的 曲面 工 的 描述 
在 前 置 量 导 引 法 中 , 先 把 20 (и), сб) 具体 表示 出 来 : 


| 1 (* 
о = vo + 十 | Собе Сй, 


sin ф = -sin д, 


Tulu) = Vwo 十 A | Cu ЕЕ т)а,Ст)ат, 
记 
AŬ = К | (и 一 7T)GCavwGCr) — а,(т))4т, 


这 时 从 式 (9.11-207 可 得 到 
Xo X (ош + AŬ) = х, X оь. 
1аФ 5 х 与 po 的 夹 角 , 6 为 xo 与 ww 的 夹 角 ,而 5 十 A5 为 xm + Лә 的 夹 角 ， 
则 有 
[е.а 十 ^т | 
оо | 
受 控制 力作 用 后 的 拦截 器 前 置 角 ( 视 线 хо 与 拦截 器 速度 之 间 夹 角 p) 可 由 式 (9.11-21) 的 
右 端 来 估计 .当然 ,一 般 来 说 ,这 种 估计 只 能 是 近似 的 .从 这 里 看 出 ， 前 置 量 法 是 a 关 0 
时 的 曲面 工 的 近似 描述 . 
最 后 再 讨论 三 点 法 .由 于 xz = xin 一 xpo， 故 式 49.11-197) 可 改写 为 
хм 十 иб (и) = хь + blu), и 22 0, 
如 果 аёми) 比较 小 , 则 近似 地 有 
Xm = Xpo 十 и5Ъ(и), и 22 0. | 
这 个 近似 等 式 说 明 ， 当 хь 平行 于 х Б, ош ВМТ хи, ША хь» 不 平行 于 
хмо 时 ,拦截 器 的 速度 Vp。 应 使 хро 接近 xw 方向 (因为 22 0)， 这 就 是 三 点 法 的 几何 
意义 .因此 ,三 点 法 是 目标 速度 (相对 于 拦截 器 速度 ) 比 较 小 时 ,曲面 工 在 绝对 座 标 系 中 的 
近似 表示 . 
从 以 上 讨论 可 看 出 ,古典 导 引 法 给 出 的 是 受 控制 后 的 系统 状态 所 应 满足 的 条 件 , 并 没 


sing = sin (6 十 Ад), (9.11-21) 
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有 给 出 加 控制 力 的 办 法 .用 什么 样 的 控制 去 实现 古典 导 引 法 昵 % 这 个 问题 ,实质 上 是 用 
什么 样 的 控制 律 把 系统 引 到 曲面 世上 的 问题 . 

现在 我 们 讨论 曲面 工 上 的 一 般 导 引 律 。 导 引 的 最 终 目的 是 实现 拦截 , 即 达到 零 脱 妓 . 
有 了 曲面 上， 我 们 可 以 把 导 引 的 着 眼 点 从 “终点 零 脱 训 ” 移 到 “曲面 CC” 上, 即 把 系统 导 引 
到 曲面 上 并 消除 控制 力 的 办 法 达到 拦截 的 目的 . 这 种 导 引 律 可 以 统称 “曲面 上 的 导 
引 律 ”, 也 就 是 说 ,实质 上 是 把 拦截 器 的 速度 方向 对 准 到 零 控 拦截 方向 上 .因此 ,也 可 以 叫 
ЮЖ“ ТЕ” НИ“ ИРЕ ТЕ”. 

ТЕ а = 0 的 情形 讨论 在 零 控 曲面 工 上 的 导 引 律 ， 作为 最 优 控 制 问题 ,这 里 的 终 
止 状态 为 曲面 L， 它 在 相 空 间 中 的 方程 式 是 

x(T) + иоСТ) =0, и>0. (9.11-22) 
即 
gx(T), v(T)) = х(Т) + w(T), 

其 中 为 某 个 独立 参数 .用 待定 常 向 量 4 乘 式 (9.11-22), 便 得 内 积 恒等式 


(А, хСТ) + uv(T)) = 0. (9.11-23) 
由 十 & 是 独立 参数 ,上 式 左 端 对 它 微分 后 得 
(А, v(T)) = 0. (09.11-24) 


就 是 说 ,待定 常 向 量 4 应 满足 上 式 . 在 式 (9.11-23) 中 对 х(Т) 和 oT) 的 分 量 微分 ,得 
最 优 问题 的 共生 方 程 的 边界 条 件 [ 见 式 (9.11-77]: 
| А = А, А = uà, 
把 这 个 А, А 代 到 式 C9.11-10) 和 (C9.11-11), 又 得 到 
000) = АСТ + u), (9.11-25) 


a 2 
х(Т) = х(Т) + (+ Ги), 


оТ) = VC) 十 人 т. 十 ти). (9.11-26) 
从 式 (9.11-25) 中 解 出 和 ， 
у = 900) _ 
Т+и i 


再 把 它 代 到 式 C9.11-26) 中 ,得 
x(T) = хт) + а(0) (= + Ги) +в), 


осту = CT) + або) (Z + те) + ыў, 69.11-27) 
АВ Е ела п] 95-2, АЈ 
400) = 一 а ерен оа 69.11-28) 


3 + Tu + w \т 
ХЕЗ ‚, 2 ИВАНЕ. ЇЙ С9.11-24),09.11-25)Я1, 800) 垂直 于 оГ). 因此， 
由 式 (9.11-26) 又 得 到 
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(або), oT)) = CACO), СТУ) + асо) (Z + Ти) / Ст шб, 
(9.11-29) 


这 正 是 决定 参数 & 的 方程 式 . 
Ш, a=0 f, T) =v, х°(Т) = xo 十 0,7， 故 式 (9.11-28), (9.11-29) 分 
别 成 为 


А0) == р аА ВУСТ H 2 / (Г фана | Т, (911-30) 


(й(0), о(Т)) = (00), о) + |800) [? (Z + к) /Cr + и). (9.11-31) 


为 了 便于 讨论 ,引入 新 的 参数 5 
т 
Tu’ | 

这 是 从 初始 状态 到 曲面 工 的 过 渡 时 则 了 TC( 这 个 时 | 间 可 称 为 “引入 ”时 间 ) 和 从 初始 状态 到 实 
现 拦 截 的 整个 过 渡 时 间 T 十 上 & 的 比值 ， 是 拦截 过 程 中 “引入 ”时 间 所 占 的 比例 ， 显然 ， 
085 < 1。 利 用 这 个 参数 可 把 式 (9.11-30) 和 (9.11-31) 整 理 成 如 下 形式 : 

1 х,+ аСт +u) 
5 (1 -s+ 18) (T +u) 

| 3 


$ = 


800) 一 一 (9.11-32) 


“Т г \ | 0 ý T? T? 
(= (х0) 十 "Жш $" = ( [æ]? 一 Z les) s= (с, Т + Tlo?) = 


(9.11-33) 
LARARE Фай Б БЕН А ЯУ | НН L КОВАНИ. ВОХР 


的 程序 是 先 给 定 引 入 时 间 了 ,然后 从 式 (9.11-33) 中 解 出 满足 0 < 5<1 КВ 5, AT S, 
Н+ ЖК u. MMEA (9.11-32) 决定 出 所 需 的 控制 #00). 这 样 决定 的 控制 就 是 
7 时 间 内 把 系统 引 到 曲面 上 的 “ 需 用 加 速度 ”.。 如果 这 个 加 速度 超出 允许 加 速度 的 限 
制 范围 ,那么 另 选 一 个 较 大 的 引入 时 间 T， 并 重新 计算 . 这样, 我 们 总 可 以 选取 比较 合适 
的 引入 时 间 Т. 按 这 种 方式 决定 控制 ， 可 以 在 导 引 的 初始 阶段 用 较 大 的 加 速度 尽快 消除 
初始 偏差 ,从 而 克服 了 前 面 讨论 过 的 比例 导 引 的 缺点 。 在 方程 (9.11-33) 中 , 也 可 以 先 给 
EHE 5 或 4x， 然后 反 过 来 决定 T， 当 5 = 1(и=0) 时 , 导 引 律 式 (9.11-32) 就 变 成 导 
引 律 式 C9.11-12)， 这 说 明 , 导 引 律 式 (9.11-12) 是 把 整个 拦截 过 程 都 当做 引入 时 间 的 导 引 

上 面 讨 论 的 是 终止 状态 为 整个 曲面 工 的 情况 ， 而 工 由 方程 xT) + вест) = 0, 
и 关 0， 所 决定 .如 果 给 定 参数 4 的 特定 值 yw, 则 方程 

Lo: X(T) + шост) = 0 

决定 出 工 的 子 曲 面 . .我们 也 可 以 讨论 以 Lo 为 终止 状态 的 最 优 控制 律 . 这 时 的 控制 律 仍 
然 是 式 (9.11-32). 但 是 ,在 这 里 So = Т/СТ + ш) 是 确定 的 ,因此 方程 (9.11-33) 就 不 需 
要 了 .从 以 上 讨论 可 以 看 出 , 导 引 律 式 (9.11-32), (9.11-33) 中 的 参数 T, и, 5， 都 可 以 
按 需 要 “灵活 地 ”改变 , 
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如 果 取 T 十 m 等 于 
— |x|? 
(х,, Би 


— (х, v) 
| |? 


空间 比例 导 引 的 推导 一 样 ,可 分 别 得 到 导 引 到 曲面 L。 上 的 比例 导 引 律 : 


3 


|ж, |? 
或 
со а 
0(0) = 5, Сай, йуу w X vo, 
其 中 
1 


B рр | 
& [|1 -s+ + si) 


当 5, Ато в, $ 从 3 变 到 co， 这 说 明 , 比 例 导 引 律 中 的 放大 系数 %， 只 要 它 大 
于 3, 都 是 对 应 于 某 一 子 曲面 Lo。 的 最 优 控制 律 . 

对 ао 的 情形 ,利用 平均 速度 也 可 以 讨论 曲面 工 上 的 导 引 律 . 也 可 以 讨论 ， 除 总 
能 量 最 小 指标 外 的 其 它 性 能 指标 的 最 优 控制 律 ( 见 文献 [4]). 
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到 现在 为 止 ， 我 们 所 讨论 的 各 系统 中 ， 输 入 和 输出 量 或 者 说 受 控 量 和 控制 量 都 是 时 
间 * 的 连续 函数 ， 即 时 间 是 连续 变化 的 ， 但 是 ， 随 着 计算 机 和 数字 式 通信 线路 的 大 量 使 
用 ,很 多 情况 下 信号 不 是 连续 传输 的 ,而 是 用 离散 的 数据 序列 去 传递 信息 ,这 种 数据 序列 
又 常 以 各 种 不 同 的 编码 形式 通过 信道 进入 控制 器 或 计算 装置 ， 举 例 来 说 , 蘑 一 信号 rC), 
只 有 在 间隔 相等 的 各 时 刻 :二 0, Т, 27.… 的 值 хот), л 一 0, 1, 2，.…， 才 有 可 能 被 
采集 、 传 输 和 接收 ,而 在 这 些 采 样 时 刻 之 间 的 信号 值 或 者 被 遗弃 ,或 者 无 法 确定 ,这 就 是 离 
散 形 信号 . 

如 果 一 个 控制 系统 的 输入 信号 是 离散 形 的 ， 输 出 量 则 可 能 是 连续 型 的 ; 为 了 计算 方 
便 , 常 对 这 种 连续 输出 量 进行 同步 采样 或 异步 采样 ,把 一 个 连续 信号 转变 成 数据 序列 。 如 
果 一 个 控制 系统 的 输入 和 输出 都 是 以 离散 数据 列 的 形式 被 采集 和 接收 ， 就 称 它 为 离散 控 
制 系统 ,或 叫 采 样 控制 系统 ， 还 有 一 类 系统 , 虽然 输入 和 输出 都 是 连续 的 , 但 它 的 工作 方 
式 是 离散 的 ， 例 如 ,用 脉冲 调制 方式 工作 的 电机 , 含有 脉冲 调制 的 放大 器 等 等 , 都 具有 采 
样 器 件 的 特征 ， 含 有 采样 器 件 的 系统 常 当 作 离散 系统 去 研究 ， 在 本 书 内 采样 系统 和 离散 
系统 将 被 认为 是 同 义 语 . 

离散 系统 在 现代 控制 技术 中 得 到 越 来 越 广泛 的 应 用 ， 这 是 因为 很 多 系统 中 的 执行 机 
构 或 放大 器 件 应 用 了 采样 器 件 ; 另 方面 ,也 是 主要 的 ,因为 数字 技术 的 发 展 ,而 数字 技术 中 
的 器 件 大 多 数 只 能 以 离散 的 方式 工作 。 中 小 型 过 程控 制 计算 机 的 大 量 采 用 ， 特 别 是 微型 
计算 机 的 普及 ， 使 绝 大 部 分 的 精密 控制 系统 和 复杂 的 过 程控 制 走向 数字 化 .数字 机 和 数 
字 器 件 所 能 达到 的 精度 远 高 于 连续 器 件 ， 它 的 容量 和 功能 也 是 连续 工作 的 器 件 所 不 能 比 
M. 

由 常 微分 方程 描述 的 运动 过 程 本 身 也 常常 可 以 用 离散 的 方法 进行 计算 ， 由 数值 计算 
方法 可 知 , 当 计算 步 长 足够 小 时 ,用 离散 方法 所 得 到 的 结果 与 原 连 续 工作 方式 的 结果 相 比 
差别 很 小 .所 以 在 分 析 和 设计 连续 系统 时 也 可 以 用 离散 系统 的 处 理 方法 去 简化 计算 过 程 ， 
而 不 致 产生 很 大 误差 . 

任 一 离散 控制 系统 ， 可 以 用 一 种 标准 的 方 框图 表示 ， 如 图 10.0-1 所 示 。 可 以 认为 系 
统 的 输入 信号 xD， 反馈 信号 O, RARS ег) 和 输出 量 УС) 都 是 时 间 * 的 连续 
明 数 ,而 采样 器 件 把 连续 量 eC) 按 某 一 采样 频率 转换 成 数字 序列 sCzT)， 送 到 数字 控制 


(р) 60) НОА |!) ун) 
= 


| Е(пТ) 
| ИЕ 


图 10.0-1 
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器 中 进行 数字 运算 ,然后 经 过 数 模 转换 把 数字 序列 变 成 连续 控制 作用 ue) 去 驱动 受 控 对 
象 . 采样 器 件 通常 可 以 认为 是 一 个 模 数 转换 装置 , 它 的 工作 方式 如 图 10.0-2 所 示 , 它 把 连 
续 信号 EG) 变换 成 一 个 数字 序列 є(пТ) = {eC0), ЕСТ), EQT), +++, e(n7),.……)， 
7 是 采样 周期. 


图 10.0-2 


然而 从 动力 学 观点 来 看 ,采样 器 件 的 工作 方式 与 上 多 所 示 的 有 所 不 同 ,可 以 把 离散 控 
制 器 的 输出 表示 成 图 10.0-3(a) 的 形式 : 把 系统 中 的 连续 工作 部 分 集中 起 来 ,把 离散 的 特 
点 集中 于 采样 器 件 本 身 , 而 后 者 对 连续 信号 进行 脉冲 调制 \ 调 幅 、 调 宽 或 调频 ,这 种 调制 方 
法 示意 于 图 10.0-3Cb),《c) M 4) 中 .从 动力 学 的 观点 来 看 ， 脉 冲 宽度 为 常数 的 脉冲 请 


а | аян | Š Ke = 


Г Ай. дө 
ШШ Шы 
z 2 
YT (b) (c) 


2:07 


Wn 


(4 
图 10.0-3 
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幅 , 脉 宽 很 罕 的 脉冲 调频 都 属于 线性 调制 方式 ,而 脉冲 调 宽 ( 频 率 固 定 ? 则 是 非 线性 的 ， 本 
章 内 我 们 将 主要 讨论 线性 调制 的 情况 , 即 线性 采样 系统 或 线性 离散 系统 . 
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差分 方程 最 适合 于 描述 采样 系统 的 运动 ， 借 助 于 差分 方程 可 以 顺利 地 研究 采样 系统 
的 一 切 特性 , 诸如 稳定 性 和 动态 品质 的 分 析 , 线性 系统 和 最 优 系统 的 综合 等 等 . 因此 , 研 
究 采 样 系统 的 第 一 步 就 是 正确 地 建立 描绘 它 的 运动 规律 的 差分 方程 式 或 差分 方程 组 .本 
节 内 我 们 将 详细 地 讨论 这 个 问题 . 

以 图 10.0-3(Ca) 为 例 , 设 受 控 对 象 的 连续 部 分 的 运动 方程 是 常 微分 方程 式 


п п—1 
Е 十 а, вар + A A, + ay = Ко > (10.1-1) 
dt” dt dt 
或 方程 组 
> = Ay + Ви. (10.1-2) 
2 


方程 式 (10.1-1) 内 假定 控制 量 仅 有 一 个 ,而 《10.1-2) 内 则 假定 有 多 个 相互 独立 的 控制 量 
и = (и, из, ty u), 根据 第 二 章 内 的 讨论 知道 ,方程式 (10.1-1) 总 可 以 化 为 一 阶 方程 
组 : 


Z = Ау + bu, b= (h, brs "Вы (10.1-3) 
г 


ЕА А АЈЫ Б 的 每 一 个 元 素 由 方程 式 (10.1-1) 的 诸 系数 所 单一 确定 ,它们 可 以 
用 比较 系数 法 得 到 . 

设 控制 量 x(z) 是 被 第 一 类 采样 器 件 所 调制 出 来 的 脉冲 序列 ， 如 图 10.0-3(b) 所 示 . 
设 脉 冲 宽度 为 YT, T 为 脉冲 重复 周期 , 即 采样 周期 ,0 < у 私 1， 我 们 先 讨 论 高 阶 方程 式 
(10.1-1), 即 方程 组 (10.1-3), 并 在 0 < < Т 的 时 间 内 求解 方程 C10.1-3). < O) = 
e1 为 方程 (10.1-37) 的 齐 次 方程 组 的 基本 解 矩阵 ，@(0) = Е ЖАН, РАМЕ: =Т 
这 一 时 刻 有 


УСТ) = ег4Ту(0) 十 [Г е0, (т)ат 
Јо 

тл 

0 


== е1у(0) + | а-о 0)ar 


= cd4T7y(0) + (| enbdr ) . #(0). 
同样 ,如 上 果 以 УСТ) 做 为 新 的 初始 条 件 , 又 可 以 求 出 在 上 一 27 时 刻 的 输出 УОТ) 的 值 


УОТ) = ау ТУ + [ү еты) СТ). 


ЖОЗЕ, піс 


ҮТ 
с = | eanNbdr, D = е, 
20 
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则 对 任何 ғ = Т 有 
УСМ + DT] = Dy(NT) + culNT), (10.1-4) 
这 样 ;我 们 就 得 到 了 采样 控制 对 象 的 第 一 种 差分 方程 式 。 
如 果 和 矩阵 4 是 可 逆 的 ,向 量 © 可 以 由 下 式 算 出 : 


ҮТ 
C= eT | e74 bdr 
0 


-ea ечьь 


= А1047 一 лгу, (10.1-5) 
МВ 4 为 不 可 逆 时 ,上 式 依然 有 效 ; 些 时 应 理解 为 
= (тв — 1 утул + (утул ус, (101-6) 
21 31 


WA, ERA ОРЕ АГЕ Е А 总 是 收敛 的 ,因而 (10.1-5) 内 的 向 量 c 总 有 定义 . 
差分 方程 组 (10.1-4) 内 的 向 量 у == (уп, yo tto у») 中 的 各 分 量 是 方程 式 (10.1-1) 
内 受 控 量 y 的 各 阶 导 数 和 控制 量 x(z) 在 г = NT 时 刻 的 值 的 线性 组 合 ， 因此， 它们 代 
表 受 控 对 象 的 主要 输出 y = у 和 它 的 各 阶 导 数 在 各 采样 点 的 取 值 ， 如 果 我 们 只 对 系统 
的 主要 输出 ONT) 感 兴趣 的 话 ,差分 方程 组 (10.1-4) 可 以 化 为 仅 含有 一 个 主要 输出 变数 
у, 的 高 阶 差 分 方程 式 .， 为 此 ,我 们 想法 消 掉 式 《10.1-4) 内 除 у, КУР НАНА. 5 
出 下 列 到 个 方程 式 : 
YİN + DT] = Dy(NT) + си(МТ), 
УСМ + DT] = Dyİ (N + ПОТ] + cul (N + ПТ], 
УСА + вт] = ру[ (N + n— 1)T] + cu[(N+n—1)T]. 
在 好 2 个 方程 式 中 包括 了 УСТ), iON 十 DT], УСМ + Тр г 1,2,5, 
等 (2 十 1) :2 一 妈 十 2 个 未 知 量 , 从 中 消 掉 下 列 (л + 1a l= Ты: 
HCNT), ts ICN + вт], 
YNT); s уз[ СМ + РТ], 
У СМТ), + >, ysl (№ 十 2)7]， 
最 后 剩 下 一 个 方程 式 , 其 中 仅 含 有 у (ОМ + пт], - ++, СМТ) 等 十 1 个 量 。 由 于 矩 
阵 D 的 特性 ,这 种 消除 是 可 能 的 这样 消 掉 的 结果 便 得 到 一 个 x 阶 差分 方程 ,其 内 只 包括 
系统 的 主要 受 控 量 у 一 y， 它 的 形式 是 
YEN + т] + eyi (N + в — 1)Т] + --- + cy NT) 
= ful (N + n — ПТ] + ful CN + n— DT] +... + fu NT), (10.1-7) 
APAR а, сс. cai ho ttt ha JAE CEHE DMAE с 的 元 素 所 单一 确定 
的 . 于 是 ， 我 们 又 得 到 另 一 种 只 含 主要 输出 变量 的 差分 方程 式 ， 这 种 方程 式 常 称 为 = 阶 
线性 差分 方程 式 . 我 们 可 以 看 到 ,高 阶 差分 方程 式 (10.1-7) 与 差分 方程 组 (10.1-4) 是 等 
价 的 . 
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在 实际 工作 中 常 可 采用 差分 方程 式 的 第 三 种 形式 . 引进 符号 
АуСМТ) = у[(М + 1)T]— y(NT), 
А?у(МТ) = Ayi N + ПТ] — ANT) = у[(№ + 2)Т] 
— 2y[(N + DT] + МТ» 


ое ооо ө ө = э ө 


Aty (NT) = X (= БСМ + ОТ]. (10.1-8) 


AP С, 为 对 ;的 组 合 数 ， 
Ci 一 22 二 1 一 :十 1 = п! | 
| il(an — i)! 
从 式 C10.1-8) 内 解 出 УСТ» 代入 式 410.1-7) 后 就 得 到 差分 方程 式 的 另 一 种 形式 
guAyCNT) + g ATYNT) 十 … + е,уСУТ) 
= hA uNT) + В.А" uNT)+ -e + hal NT), (10.1-9) 

式 中 gos gis tto 85 his Azs "775 А, 均 为 常量 ,它们 为 (10.1-7) 内 的 诸 系数 е; 和 fi 所 
单 值 确定 。 不 难看 出 差分 方程 式 (10.1-9) 与 (10.1-7) 是 相互 等 价 的 ,两 者 可 以 按 关系 式 
C10.1-8) 互 化 ,因此 式 (10.1-9) 与 (10.1-4) 也 等 价 . 

最 后 , 式 C10.1-7) 还 可 以 写成 另 一 种 形式 引进 新 变量 ，yCNT) = yXCNT), 并 设 符 
号 且 表 示 移 位 算 子 , 即 HCNT) = УСМ 十 1)T]， 那 么 ,方程 式 (10.1-7) 可 以 化 为 新 的 
方程 组 : 

Hy CNT) = уСМТ) + bu( NT), 

Ну NT) = у NT) + В-иСМТ), 


Ну,СМТ) к=з —а,у СМТ) = any: NT) — ш же ау„(МТ) + bn(NT), (10.1-10) 
式 中 各 系数 为 方程 式 (10.1-7) 的 各 系数 所 单一 确定 ， 
若 令 


则 上 上 式 又 可 以 写成 向 最 形式 

HyCNT) = Ay(NT) + cu( NT), (10.1-i1) 
这 就 得 到 了 描绘 采样 系统 的 第 四 种 差分 方程 式 ， 方程 式 《10.1-11) 虽然 形式 上 与 式 
(10.1-4) 相同 , 但 是 实际 上 完全 是 两 回 事 。 因 为 式 (10.1-11)y 的 各 分 量 是 主 输出 量 ”和 
控制 量 и 在 各 个 不 同 采样 时 刻 的 值 , 而 方程 式 (10.1-4) 的 各 分 量 是 由 主 输出 量 y 和 控制 
a 的 各 阶 导数 所 构成 .所 以 方程 式 (10.1-4) 和 (10.1-11) 是 截然 不 同 的 两 类 方程 式 . 但 
是 ,从 描述 采样 系统 的 运动 规律 这 一 意义 来 看 ,他 们 是 等 价 的 ,是 可 以 互 化 的 . 
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这 样 ， 我 们 讨论 了 措 述 采样 系统 的 四 种 差分 方程 ， 它们 是 式 (10.1-4), (10.1-7), 
《10.1-9) 和 《10.1-11)。 在 实际 工作 中 究竟 采用 何 种 形式 ,要 由 具体 情况 而 定 。 从 原理 上 
来 看 ,它们 都 可 以 做 为 对 采样 系统 分 析 或 综合 的 基础 ， 

现 举 例 以 说 明 这 四 种 方程 式 的 求法 ， 设 连续 受 控 对 象 的 方程 式 是 


ду Фу ау аи du 
一 一 十 4 — 十 a= + a = es 4 е {+ и, 10.1-12 
ав : ай аг у ki de kz dt ks ( ) 
Ф y 一 少 ， 于 是 式 (10.1-12) 可 写 为 方程 组 : 
a == уш + бун, 
at 
dyz 
ше саб. + Ви 
dt а 
дуз = — 943}, — а;у;—— ауух+ 十 Ф.и, 
аг 
ы ko 25 = К — akis Ёз = k; + aiki ау — а, 
令 b= (b, bs 5}, 


= Су,» Уг» уз) 


0 1 0 у 
4 -| 0 0 1 5 
— а; — 4: — 41 


则 .上 式 可 以 写成 向 量 等 式 : 
= Ay + Би 
设 ule) 为 第 一 类 采样 元 件 ( 图 10.0-3b) 所 调制 , 则 第 一 种 差分 方程 是 
УСМ + ПТ] = DyCNT) + euCNT), (10.1- 13) 
式 中 
Р 一 е, С == А (ел7 ны edb 
第 二 种 差分 方程 是 
YIN 十 3)7] 十 cey[CN + 2)T] + еу + DDT] + esyCNT) 
= фи[ (М + 2T] + fullN + 1)T] + fuCNT). (10.1-14) 


第 三 种 差分 方程 是 
BA YCNT) + gAzyCNT) + gsAy(NT) + gy (NT) 
= hAuNT) 十 hAu(NT) + hal NT), (10.1-15) 


б = 1, g =3 + е, == 3 + 2e t е g =l Ье + ез + ез 
h= fs h= fi +f h=h+h +h. 
В y(NT) = YNT), 式 (10.1-14) 又 可 写成 
Hy(NT) = yxANT) + cul(NT), 
HyxNT) yaCNT) 十 си( МТ), 
НузСМТ) = —4у (NT) — ау СМТ) — 4 уСМТ) + cul NT), (10.1-16) 
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式 中 

су == 1, с; = eif, сз = + ей — efi — е} 

di = еу, d; = ео, d} = ез. 
这 就 得 到 了 第 四 种 差分 方程 组 

НУСМТ» = Ау(МТ) + cu(NT), С10.1-167) 
AP. 
0 1 0 
| 0 0 1 | с = (cis с» сз), 
— 4, — 4, — 4, 


对 于 有 多 个 控制 量 的 系统 ,差分 方程 式 (10.1-2) 的 建立 方法 是 完全 类 似 的 . 相应 的 向 
量 方程 式 的 形式 是 
УСМ + ПТ] = Dy(NT) + Cu(NT), (10.1-17) 
式 中 
D =e", C = (e^! 90-0) дав, 
这 里 与 式 C10.1-4) 所 不 同 的 是 C 是 x х r MERE, а r Җи]. їйз\, (10.1-4) 内 的 e 是 
一 个 л НЕ, 是 一 维 控制 量 。 用 前 面 叙 述 过 的 方法 可 以 类 似 地 得 到 具有 多 个 控制 量 
的 第 二 种 至 第 四 种 差分 方程 式 , 只 不 过 后 者 的 具体 形式 略 有 变化 罢了 。 上 述 的 第 一 、 第 二 
和 第 四 种 差分 方程 式 以 后 都 将 在 不 同 的 场合 分 别 采用 . 
用 差分 方程 式 描绘 采样 系统 时 ， 我 们 只 能 得 到 输出 变量 在 各 采样 时 刻 的 取 值 变化 规 
律 ， 至 于 在 两 个 采样 时 刻 的 中 间 输 出 量 的 变化 情况 从 上 列 任何 一 种 差分 方程 式 的 解 中 都 
得 不 到 任何 解答 . 但 是 采 翌 系统 的 输出 量 恰恰 是 连续 变化 的 ， 这 与 输入 量 或 控制 量 的 脉 
冲 序列 完全 不 同 ， 后 者 本 身 是 不 连续 的 信号 ， 而 前 者 本 来 是 连续 变化 的 ， 只 是 为 了 信息 
处 理 的 方便 ， 我 们 才 人 为 地 取 其 在 采样 点 的 值 加 以 研究 . 为 了 更 全 面 地 了 解 输出 量 的 变 
化 情况 , 可 以 将 前 述 各 差分 方程 改写 , 使 其 所 描绘 的 输出 量 ( 受 控 量 ) 的 值 不 在 采样 点 上 ， 
而 在 采样 点 的 中 间 ， 或 者 说 ,使 差分 方程 的 解 ， 表示 受 控 量 у 在 :一 sT，7 十 s7， 


2T 二 2T，……:，,， МТ-+ЕТ, --- 等 时 刘 的 值 . 
Ш 0 << у, Ж ДАКЫ (101-2) › 


ET 
УСЕТ) = в *Ту(0) + par | е^ Ви(0)ат, 
0 
.fy 一 5 了 
УСТ + ЕТ) = е"у(еТ) + "| eA4rBa(C0)ar 
0 
el 
+ е | е" Ви(Т )ат, 
Јо 


依 此 类 推 ,可 以 得 到 
УСМ + ТТ] = ру[ СМ + e)T] + Ble)ulNT) 
+ ВХе)а (N + ПТ], (10.1-18) 
式 中 | 
(7—a)1 Т 
D = e1, В (е) = А г "Ват, B€) == e457 | е^ Ват, 


Е 
0 
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当 7 二 6 < 1, ША 
y[ICN++1+e)T]= ру[ (М + &)Т] + B)al СМ + DT], (10.1-19) 
式 中 ГЕТ 
Be) = eA) е4" Ват, 


从 式 C10.1-18) 和 C10.1-19) 内 可 以 看 出 , 当 输 出 量 的 采样 时 刻 与 输入 量 的 采样 时 刻 不 
同时 ， 差 分 方程 式 的 形式 也 不 相同 。 与 (10.1-17) 比较 这 种 差别 就 一 目 了 然 了 。 根据 式 
《10.1-18) 和 (C10.1-19) 又 可 以 推出 第 二 种 至 第 四 种 差分 方程 式 , 如 式 (10.1-7),《10.1-9) 和 
《10.1-11) 那 样 . 

讨论 上 面 的 采样 系统 时 ,我 们 假定 脉冲 调制 后 的 每 一 个 脉冲 是 方形 的 ,其 高 度 仅 与 输 
ДЕ аг) 在 采样 时 刻 的 值 有 关 《 图 10.0-3b)， 有 时 为 了 更 好 地 逼近 输入 信号 ,脉冲 元 件 
的 调制 规律 可 采用 一 次 线性 外 插 , 输 出 端的 脉冲 序列 中 的 每 一 脉冲 均 为 “ 斜 顶 ”, 它 的 形状 
如 图 10.1-1 所 示 。 脉 冲 顶 部 的 斜率 与 相 邻 两 个 采样 时 刻 的 输入 信号 gCNT)》 和 g[(N 一 
1)7T] 的 连 线 斜 率 相同 ,此 时 第 一 种 差分 方程 式 将 具有 下 列 形式 .: 


УСМ + DT] = DyCNT) + BiuC(NT) + В.а[(№ — T], (10.1-20) 
式 中 
а 人 т. 
Й == „41 — Аг 22. 
D= вї, В. == | е в(1+=) чт, 
к 
В, = е | T erarB + 2 ar, 
0 Т 


以 式 610.1-20) 做 基础 可 以 推出 其 他 几 种 差分 方程 式 ， 由 此 我 们 看 到 ,图 10.1-1 所 示 的 调 
制 方式 是 线性 的 . 

本 节 内 讨论 过 的 方法 同样 适用 于 变 系数 系统 .如 果 受 控 对 象 是 由 变 系数 常 微分 方程 
所 措 绘 , 那么 相应 的 差分 方程 式 也 是 具有 变 系数 的 线性 方程 。 例 如 式 (10.1-177? 此 时 变 为 

y[CV +1)7] 一 DIVT)yCNVT) + CCNT)uCNT), (10.1-21) 

AHERE DONT) 和 CONT) 的 每 一 元 
素 是 时 间 的 函数 ， 这 两 个 矩阵 的 求 算 公 
式 与 式 C10.1-17) 内 的 矩阵 求法 相同 ,只 
需 将 e1 换 为 变 系数 系统 的 基本 解 矩 阵 
ФС, [+ T) 即 可 ， 此 处 上 一 0， 了 了 ， elt) 
2T, ©, МТ, ©. 

前 面 讨 论 中 的 输出 向 量 y EARRA 


и(тГ) 


统 的 状态 向 量 . 为 了 设计 控制 规律 ao т Г лт 
当然 要 不 间断 地 对 系统 的 状态 进行 测 пы 

量 。 然 而 并 不 是 状态 向 量 的 每 一 个 座 标 | 

在 实际 上 都 可 以 直接 用 传感器 或 测量 装置 测 出 这 和 连续 系统 中 的 情况 完全 类 似 ， 能 够 


测 到 的 关于 系统 状态 的 信息 往往 必须 通过 某 种 函数 关系 表达 出 来 最 典型 的 例子 是 用 雷 
达 测 量 运动 物体 的 座 标 , 雷达 测 得 的 数据 要 经 换算 后 才能 求 出 运动 体 的 座 标 ,这 在 本 书 的 
前 几 章 已 经 提 到 过 ,一般 来 讲 ， 假 定 测量 装置 可 以 直接 测 到 普 个 参数 : ш, ›‚---, Zm 
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用 向 量 ж 表示, 称 为 离散 系统 的 观测 向 量 ， 观 测 向 量 2 和 状态 向 量 y 之 间 的 函数 关系 可 
表示 成 : 
zCNT) = KYNT), МТ), (10.1-22) 
式 中 了 为 亚 维 的 非 线性 向 量 函 数 。 由 于 通常 能 够 观测 到 的 参数 а, +++, zm 的 个 数 小 于 
状态 向 量 的 维 数 , 也 就 是 说 ,在 每 一 瞬间 不 能 由 关系 式 (10.1-22) 反 解 出 yCNT) Ж, 即使 
问 量 函 数 拓 的 王 个 分 量 都 是 相互 独立 的 ， 这 在 实际 问题 中 是 最 常见 的 情况 .在 简单 的 情 
况 下 ;观测 方程 (10.1-227 右 端 是 状态 变量 的 线性 函数 ,此 时 用 ЕСТ) = i;(NT)) 表示 
mX n 阶 长 方 矩 阵 , 它 的 每 一 元 素 aT) ÆN e 的 函数 ， 于 是 观测 方程 变 为 
zCNT) = FC(NT)yCNT). (10.1-23) 
另 一 方面 ， 当 函数 关系 式 〈10.1-22)》 中 的 f 是 各 自 变 量 的 足够 光滑 的 函数 ， 而 且 ЕСО, 
МТ) 一 0， 那么 在 小 范围 内 可 以 将 函数 ff 按 泰 勒 级 数 展开 ,只 保留 展 式 中 的 线性 项 ,忽略 
高 次 项 ,线性 表达 式 (10.1-23) 将 在 一 定 程度 上 逼近 式 (10.1-22)， 因 此 ,线性 观测 方程 对 
研究 非 线性 观测 问题 也 是 有 意义 的 ， 由 这 种 方程 描述 的 测量 装置 也 有 人 称 之 为 观测 器 . 
归纳 上 述 ， 一 个 离散 线性 系统 的 完整 的 方程 式 将 由 受 控 对 象 的 运动 方程 式 和 观测 方 
程式 两 者 所 组 成 : 
YN + 1)T) = D(NT)Y(NT) + C(NT)u(NT), 
Z(NT) = F(NT)y(NT). (10.1-24) 
我 们 称 方程 (10.1-24) 为 离散 系统 的 完全 描述 模型 . 


102 ”差分 方程 式 解 的 特性 


前 节 内 我 们 讨论 了 各 种 差分 方程 式 的 建立 方法 和 运算 步骤 .本 节 内 我 们 将 讨论 各 种 
差分 方程 的 特 解 和 通 解 的 特性 . 对 这 些 特性 的 讨论 将 有 助 于 对 离散 系统 运动 规律 的 细致 
了 解 , 同 时 对 离散 系统 的 分 析 和 综合 将 提供 足够 的 理论 基础 。 四 种 差分 方程 式 中 ,我 们 将 
重点 讨论 第 一 种 式 (10.1-4)、 第 二 种 式 (10.1-7) 和 第 四 种 式 (10.1-11), 因为 这 几 种 在 实际 
工作 中 使 用 最 广泛 ,应 用 也 较 方 便 。 其 中 第 一 种 和 第 四 种 , 即 式 (10.1-4) 和 式 (10.1-11)， 
虽然 物理 意义 不 同 ,但 数学 结构 却 完全 相同 ,它们 的 通 解 和 特 解 的 性 质 也 完全 一 致 ， 所 以 
我 们 先 讨论 第 一 种 ,然后 再 讨论 第 二 种 . 

第 一 种 差分 方程 是 | 

Hy(NT) = Dy(NT) + CulNT), (10.2-1) 
ин 5 НЯ, НЕ НЯ НУСУТ) 一 [CN 十 1)7]，D 和 <C 为 常量 
ВЕ. 如 果 D 和 C 是 时 间 МТ 的 函数 则 系统 变 成 变 系数 系统 ,但 下 面 得 到 的 很 多 结论 略 作 
修改 后 将 完全 适用 于 这 种 变 系数 离散 系统 。 式 (10.2-1) 内 а(МТ) 为 控制 向 量 , 它 的 每 一 
МУ СМТ) 是 相互 独立 的 控制 量 ， 如 果 控 制 量 只 有 一 个 , Ш uCNT》 只 包含 一 个 分 
量 , 而 矩阵 C 则 变 为 一 个 向 量 с. 

当 式 (10.2-1) 之 右 端 СМТ) = 0 时 ,方程 式 

Hy(NT) = Dy(NT) (10.2-2) 
称 为 式 (10.2-1) 的 齐 次 方程 式 ， 
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齐 次 线性 差分 方程 式 的 解 与 齐 次 线性 常 微分 方程 式 的 解 有 很 多 共同 的 特点 .如 果 式 
《10.2-27 是 由 = 个 方程 式 组 成 , WAA п 个 线性 不 相关 的 特 解 , 而 且 只 有 ?个 这 种 解 , 任 
何其 他 解 均 可 用 这 = 个 “基本 解 ” 的 线性 组 合 表 示 出 来 . 设 这 ”个 线性 不 相关 的 解 已 经 找 
到 ,它们 是 

| YNT) = aANT), WONT), ---, у„СМТ)), 

У.СМТ) = ONT), YNT), •* yn NT )), 

У.СМТ) = Су„СМТ), Yn NT); ++, уСМТ)). 
由 于 对 任何 г = МТ, М = 0,1, 2,.…*， 上 述 # 个 解 线性 不 相关 , 那么 ， 由 它们 所 构成 
的 行列 式 对 任何 NT 总 不 为 零 ， 于 是 ,对 式 〈10.2-2) 的 任何 特 解 YOT) EE HAR 
Ж Сіз Čas “ay буз 使 

YNT) = су СМТ) + cyANT) 十 … + cny NT). 

而 这 个 基本 解 是 什么 呢 9 从 原则 上 看 任何 = 个 线性 不 相关 的 解 均 可 成 为 基本 解 ， 现在 
我 们 只 选择 一 种 ,做 为 以 后 讨论 的 基础 . 

由 于 式 (10.2-2) 内 的 D =e", A 是 描述 连续 受 控 对 象 的 常 微分 方程 中 的 矩阵 ， 故 
和 矩阵 也 的 行列 式 永 不 为 零 。 现在 证 明 , 式 (10.2-2) 的 2 个 基本 解 是 矩阵 DY = ex 的 几 
个 列 向 量 。 显然, 矩阵 DY 满足 方程 式 (10.2-2), 因 为 

нр“ = рр“ = D*+, 
于 是 
YNT) = (D^), = (e4), 
PONT) = (0), = (мг, (10.2-3) 
上 式 右 端的 右 下 角 注 i, i == 1,2, 555, п 表示 矩阵 的 第 i 列 向 量 . 或 者 用 YNT) 表示 
起 (10.2-2) 的 基本 解 和 矩阵, 有 
YNT) = Юр“ = №7 = (y(NT), ,ys (NT)) 
| yuCNT) кн УСТ) 
у» СМТ) +++ у„(МТ) 


yn(NT) + у (УТ) 
Е КАНЕ АЯ у. СУТ) 的 各 分 量 ， 第 二 列 是 NT) 的 分 量 ， 如 此 等 等 。 
由 于 4 是 已 知 矩 阵 ; 故 D = eT 也 为 已 知 , 见 式 C10.2-2) 的 基本 解 矩阵 DY 一 eM 马上 
可 以 算出 。 再 由 于 和 拖 阵 刀 是 非 晓 化 的 , 即 D] = 0, MA, 它 的 任何 次 整数 宕 都 不 为 零 . 
因此 ,基本 解 矩 阵 DY = YCNT》 对 任何 入 均 为 非 赔 化 , 而 式 (10.2-3) 内 的 = 个 解 对 任何 
МТ 是 线性 不 相关 的 ， 
设 受 控 对 象 的 п 个 初始 条 件 是 © = (с. tty с,), ВП у:(0) = с, y2(0) = с, +++, 
yn(0) 一 cr， 或 者 y(0) = с, 那么 ,满足 这 一 组 初始 条 件 的 式 (10.2-2) 的 特 解 将 是 
УСМТ) = ("е = DNe = DNy(0), (10.2-4) 


事实 上 ， 
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Hy(NT) = DDNe 一 Dxtte 一 ?[CV + ПТ], 
而 且 ，y(0) = Ре = c。 因 为 按 和 矩阵 沪 数 的 定义 ,任何 和 矩阵 的 零 次 昭 为 单位 矩阵 .由 于 
上 述 初 始 条 件 с 是 任意 的 , 故 式 (10.2-4) 称 为 齐 次 差分 方程 式 (10.2-2) 的 通 解 . 
现在 求 非 齐 次 方程 式 (10.2-1) 的 通 解 ,我 们 用 待定 系数 甘 求 解 。 设 式 (10.2-1) 的 通 解 
为 下 列 形式 : 
У(МТ) = Ү(МТ)е(МТ) = Р^е(МТ), (10.2-5) 
AH с СМТ) = (с (МТ), (МТ), 3 с,(МТ)). SA (10.2-1) 的 初始 条 件 为 常 向 
E y。， 现 求 出 满足 这 个 初始 条 件 的 解 式 (10.2-5), 将 式 C10.2-5) 代 入 式 (10.2-1) 后 有 
Hy(NT) 一 y[CV + 1)Т] 
= Y[(N + 1)T]e[(N + 1)T] 
= DY(NT)e(NT) + Cu(NT) 
= Ү[(М + 1)T]e(NT) + Си(№Т). 
移 项 后 有 
с[ (М + 1)Т] – с(МТ) = Y-[CV + 1)Т]Са(МТ). 
对 上 式 两 端 求 和 得 


с(тТ) — с(0) = У. УСМ ПОТ] Са(мТ). 
将 с<(тТ) КЛАС 0.2-5), 78 эз) 二 yo， 最 后 得 到 
ymT) 一 Dr + D” ү УСМ + DTICuCNT), 
或 者 改写 成 Е 
У(МТ) = Dy, + РЗ DY- “+9 Си(тТ), (10.2-6) 


不 难 检查 , 式 (10.2-6) 满 足 方程 式 (10.2-1), 并且 同时 满足 初始 条 件 УСО) = у. 推导 时 
我 们 曾 假定 и(тТ) щт < 0 恒 为 零 向 量 ， 因 为 控制 作用 是 在 :一 0 时 开始 作用 的 . 这 
样 ,由 于 yo 是 任意 的 ,; 式 (10.2-1) 的 解 式 (10.2-6) 我 们 将 称 为 非 齐 次 方程 的 通 解 . 

其 次 , 令 向 量 函数 CNT》 是 下 列 方程 式 


Н*фОМТ) 一 VC 一 1D7] 一 DIVCVT) (10.2-7) 
的 基本 解 ， 妃 ”是 逆 移 位 算 子 , 则 
PNT) = Tp = (Dp (10.2-8) 


是 式 (10.2-7) 的 解 , 其 中 Фф, 为 任意 非 零 常 向 量 , 是 式 (10.2-77 的 初始 条 件 , 因 为 
Н*фОМТ) 一 下 (DO 一 加 一 DIDDT 加 一 (DOT 加 一 和 [ECV 一 17]. 
不 难看 出 , 式 《10.2-7) 的 任何 非 零 解 ANT) 与 齐 次 方程 式 (10.2-2) 的 任何 非 零 解 yCNT) 
的 内 积 为 季 数 ,而 与 无 关 , 因 为 
ОГС + DT PION + РТР — ONT), ФОМТ)) 

= (Dte, СОТ) — (Ре, do) 

= (с, $) — (с, $) = 0, 
故 与 齐 次 常 微分 方程 相似 ,满足 关系 式 
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СФСМТ), У(МТ)) = const, 
的 ФМТ) ВОЛГЕ СТ0.2-7) 205 (10.2-2 ВУЗЕ En, НЫК Н ЖЕНЫ. 
而 ФМТ) ПКК С10.2-2)В03 И. 
设 离散 受 控 系 统 式 (10.2-1) 的 初始 条 件 为 加 ， 在 其 输入 端 作用 的 (МТ) 不 是 控制 
量 , 而 是 扰动 作用 。 那么 , 容易 证 明 , 由 于 扰动 所 引起 的 输出 yCKNT》 可 以 通过 共 轿 方程 
式 的 解 表示 出 来 ， 首 先 写 出 下 列 恒 等 式 : 
(уУ[ О» + ОТ], Pilm + DTD — OnT), pmT)) 
= (Dy(mT) + Са(тТ), (РФ (тТ)) — (ymT), ф(»Т)) 
= (Са(тТ), (р")-'ФСтт)). 
Ф №, 为 一 固定 正 整数 ,将 上 式 两 端 对 m 求 和 后 有 
ONT), ФСМТ)) — (C0), Ф(0)) 


Ni 一 ! 


= > CulmT), (БОТ). (10.2-9) 


设 受 控 对 象 的 初始 条 件 为 零 , 即 у = 0, FOENT) = (1, 0, 0, ---, 0) А уСМТ) 
的 第 一 个 座 标 у, ТЕ МТ 时 刻 由 扰动 所 积累 的 值 将 为 


м1 


(NT) = У) (Си(њТ), (DD 'EPCmT)). (10.2-10) 


等 式 (10.2-9) 称 为 格林 公式 ,而 式 (10.2-10) 是 它 的 一 个 特殊 形式 ， 利 用 式 (10.2-10) 带 可 
简单 地 求 出 系统 受 干扰 后 在 指定 时 间 间 隔 内 所 积累 的 输出 误差 

至 于 第 二 种 差分 方程 (10.1-7), 因 为 它 可 以 化 成 第 四 种 方程 , 所 以 上 面 讨 论 中 所 得 到 
的 一 些 结论 对 它 也 完全 有 效 . 这 里 只 简单 地 列举 有 关 方 程式 (10.1-7) 的 一 些 特性 , 而 不 
再 重复 前 面 的 证 明 。 方程 (10.1-7) 内 若 (УТ) = 0， 则 

y[CV 十 27] 二 ey[CV 十 2 一 1)7] 十 .…. + ey (NT)=0 (10.2-11) 

称 为 它 的 齐 次 差分 方程 式 .” 阶 方程 式 《10.2-11) KE п ЕЕ ЖАН (УТ), 
VÈNT); ts YNT), APESI ENEN (10.2-11), 根据 方程 (10.1-10) 和 
(10.1-11) 的 特点 可 知 , 这 ?个 线性 不 相关 的 解 可 以 是 矩阵 
о 1 o > o \* 
оре а 


р“ = 


内 第 一 列 的 =” 个 元 素 . 齐 次 方程 式 (10.2-117) 的 通 解 可 写成 下 询 形 式 : 
У(МТ) = су. СМТ) + су(МТ) 十 … + с,у, (УТ), 

式 中 诸 系 数 с 由 # ARR усо), УСТ), ++, у DT] 所 单一 决定 。 为 了 求 
出 = 个 线性 不 相关 的 解 ， 还 可 用 另外 的 办 法 求 出 ， 令 式 〈10.2-117 的 解 具有 下 列 形式 : 
yCNT) 一 MX， 代入 原 式 并 化 简 后 得 到 一 个 = 阶 代数 方程 : 

А” 十 ед" -Н ео"? + ее, = (10.212) 
它 是 式 (10.2-112 的 特征 方程 。 由 于 上 式 是 ” 阶 的 ; 故 有 =” К А, Aztra ha АЕ 
之 闻 没 有 重 根 , 则 ”个 线性 不 相关 的 解 便 是 
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СМТ) = М, угСМТ) = А. +++, у» СМТ) = АХ, 

容易 看 出 ,它们 是 线性 不 相关 的 . 

如 果 特 征 方程 式 的 根 中 有 复 根 , 则 一 定 成 双 共 斩 出 现 , 例 如 А, == рб созо + і ѕіп о), 
М; = р(соѕо — і зіп о). 那么 适当 的 选取 с, 和 c:， 可 以 使 前 两 个 基本 解 变 为 

y NT) = pcoswN, yANT) = sinoN, N =0, 1,2, >, 
与 常 微分 方程 类 似 , 当 % 是 重 根 时 , 例如 是 * 次 重 根 , 它 所 对 应 的 $ 个 线性 不 相关 的 解 是 
(МТ) = А“, у.СМТ) = МАХ, +++, у, СМТ) = NTN, 

至 于 非 齐 次 方程 式 的 通 解 , 仍 可 以 利用 式 (10.2-6) 的 第 一 个 分 量 等 式 写 出 . 

前 面 的 讨论 中 经 常 利用 矩阵 DY 做 为 齐 次 方程 组 的 基本 解 矩 了 泗 ， 如 何 求 出 DY 呢 ? 
最 简单 的 方法 是 把 它 写 为 连 乘 式 DY = рр...р 逐步 相 乘 六 次 算出 . 但是， 这 样 求 不 
Шо“ 的 解析 表达 式 . 为 了 求 出 各 基本 解 的 解析 表达 式 ,可 以 用 和 矩阵 函数 的 方法 进行 . 从 
代数 学 中 我 们 知道 ,对 任 一 矩阵 D， 总 可 以 找到 一 个 非 赔 化 矩阵 6， 使 

J 一 9 D9 


变 为 约 当 标准 形 ， 于 是 


7 
其 中 Л 是 标准 形 内 的 标准 块 ( 约 当 块 )， 将 每 一 个 约 当 块 展开 后 具有 下 列 形式 : 


/村 та 二 去 (二 一 1 好 1 
т 21 T 
п 0 aT 2 ук ' 
T 1 
д 
0 0 о... А7 


和 矩阵 Л 的 阶 数 决定 于 约 当 块 的 阶 数 ，% 是 矩阵 DD 的 特征 根 ， 若 DD 的 # 个 特征 根 内 无 重 
根 , 则 


м о 0 0 
т _| 0 дї 0 0 
0 0 0 дї 
由 此 便 得 到 D 的 解析 表达 式 为 
р“ = OJ", 


ЖРА DEARER, 即 如 何 求 出 变换 矩阵 О, 在 代数 学 中 有 详细 讨论 ,这 里 不 
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HHR. 

下 面 我 们 把 线性 离散 系统 的 通 解 式 (10.2-6) 推广 到 变 系数 线性 系统 , 并 且 把 通 解 的 
形式 写 得 更 简单 些 . KEYAT) = ук), ВРЕВА Т, KA ХКТ, HIK 
ж ІТ 等 等 . 设 差分 方程 组 (10.2-17 中 的 矩阵 D 和 С 不 是 常量 矩阵 ,而 是 的 某 一 函数 , 那 
么 方程 式 (10.2-1) 就 变 为 

у(% + 1) = Р(%)у(%) + COR)uCk). (10.2-13) 
定义 双 变 量 函 数 ФСК, /7: 


olk D = TT DO, о, 0 = E, (10.2-14) 
式 中 瑟 为 单位 方 阵 ， 表 接 把 上 式 代入 式 (10.2-13) 的 齐 次 方程 中 , 极 易 检验 ,下 列 恒等式 
ФЕД = (Фр (10.2-15) 


对 一 切 正 整数 《和 /, k>, RA. 而且 ФА, DEA РЯ: 

BR, 1) = ФАИ, k), 

ФА, т)Ф(т, 1) = ФСК, 1), (10.2-16) 
上 式 对 一 切 正 整 数 《, 1, т 都 成 立 ， 利 用 函数 矩阵 ФСК, !)， 应 用 前 面 用 过 的 待定 系数 
法 ,线性 变 系数 离散 系统 式 (10.2-13) 的 通 解 可 写成 更 为 方便 简捷 的 形式 


== 
ICK) = ФСК, ПУ + X, Olki + Пси). (10.2-17) 
i=l 


不 难 检查 , 当 /! = ор, СНИ, Ш 55, (10.2-6)5®4 Ж. 但 是 , 式 (10.2-177 
确定 线性 离散 系统 任何 两 个 时 刻 =T 和 地 一 4 的 状态 之 间 的 关系 , 所 以 这 种 写法 
往往 更 为 方便 . 

本 地 讨论 的 内 容 是 进一步 研究 系统 分 析 和 综合 的 基础 ， 这 里 需要 进行 较 复杂 的 计算 
工作 是 求 出 矩阵 DD 和 C， 因 为 要 从 常 微分 方程 转变 为 差分 方程 的 形式 ， 需 要 找 出 常 微 分 
方程 的 基本 解 矩 阵 和 通 解 表达 式 .。 为 了 作 到 这 一 点 ， 我 们 还 可 以 应 用 离散 拉 氏 变换 的 方 
法 。 这 种 方法 对 常 系 数 系统 是 很 有 效 的 ,下 一 节 内 我 们 将 进行 详细 地 讨论 . 

得 到 线性 离散 系统 通 解 的 一 般 表达 式 以 后 ， 我 们 又 可 以 讨论 它 的 能 控 性 和 能 观测 
性 ， 和 和 微分 方程 描述 的 连续 系统 类 似 , 设 系 统 式 (10.2-13) 在 ъ= ВТ 时 刻 的 状态 是 
УСТ) 一 yt， 如 果 对 任何 初始 状态 都 能 找到 一 个 控制 аСТ) = uli), i= 0, 5, 
《， 使 УФ 一 0， 则 系统 称 为 在 L 时 刻 能 控 ， 如 果 该 系统 在 任何 时 刻 都 是 能 控 的 , 则 系 
统 式 (10.2-137 是 完全 能 控 的 ， 

由 式 C10.2-17) 可 知 ,为 了 在 г = КТ 时刻 能 使 y 一 0， 必 须 有 


к-1 
ФСК, дуб) = — È, Ok, + Пси. (10.2-18) 


因为 矩阵 ФСК, А) Ж пх п ЛИЛ, УС) 是 任意 向 量 ; 故 上 式 右 端的 一 切 可 能 的 
п 维 疝 量 必 须 能 充满 整个 空间 ;换言之 ,因为 ФСК, в) НЕВЕЛЬ, БАИР ә 个 代 
数 方程 式 构成 的 方程 组 ,共有 r《% 0) 个 未 知 量 (uC), а + 1), +++, ulk — 1)). 
如 果 对 任何 给 定 的 初始 状态 y(1)， 都 至 少 存在 一 组 解 {w(i)}， 使 等 式 (10.2-18) 成 并 ， 
则 系统 必 是 完全 能 控 的 ， 如 果 记 


302 第 十 章 离散 控制 系统 


Та = у> Ф(к, i+ 1)С()и(:), 


式 中 @ = (иб), “и + 1), 5, «© 一 1)}， 上 述 讨 论 要 求 算 子 Ten 是 满 秩 的 ,或 者 
说 要 求 Ты Th 是 正定 算 子 ， Тка, 是 Tki, 的 转 置 矩阵 , 即 对 任何 非 零 ” 维 向 量 z 
СТТ, z) 
= (Т „®› Ты„®) > 0. 
把 ТТ 展开 得 | 
ТТЫ „== У) ФСК, i+ 1)С()С'()Ф“(Җ, i + 1), (10.2-19) 


= 


和 连续 系统 一 样 ,离散 系统 式 (10.2-13) 完 全 能 控 的 充 要 条 件 是 式 (10.2-19) 定 义 的 算 子 对 
任何 b 是 正定 的 . | 
如 果 离 散 系统 是 常 系数 的 .如 式 (10.2-1) 所 描述 的 系统 为 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 矩 


阵 
(с, ОС, D2C ， MOT р’) 
УР м. 
设 离散 系统 式 (10.2-13) 的 观测 方程 是 
z(k) 一 ЕСК)УСК). (10.2-20) 


系统 起 10.2-13) 和 (10.2-20) 在 а = hT 时 刻 叫 作 能 观测 的 ， 是 指 如 果 存 在 一 个 时 刻 
4 一 《7， 由 观测 数据 ZU), zC + 1)，…， ZC) 和 控制 信息 аб), +, ЧЮ 可 只 
一 地 确定 系统 式 (10.2-13) 的 初始 状态 y(1s)， 如 果 该 系统 在 任何 时 刻 都 是 能 观测 的 , 则 
称 为 完全 能 观测 的 ， 将 式 (10.2-17) 代 入 式 (10.2-20) 后 有 
w= 
200) = РОЮ | 94, дуб + УФ i + оси]; 

或 者 

ZCK) — FC) >, ФЕ DECCOOuG) = FPC, УЧ. 


依 设 , 上 式 左 端 两 项 都 是 已 知 的 * 维 向 量 ，m 三 x»,，z 是 状态 向 量 y 的 维 数 。 将 上 式 改 写 
: х(к) = ЕСК)ФСК, УС), 
并 展开 ， | 
х(1.) 二 Е(1)У()5 
х(Ь + 1) = ЕС, + 1)Ф(Ь + 1,1)у(), 
х(к) = ЕСК)Ф(К, l)y Clo). 
这 里 共有 mk 十 1) КА, НЯ" 个 未 知 量 yU) = {ylos уз), taya. 
从 代数 学 中 我 们 知道 ;为 了 从 上 述 方程 组 中 解 出 这 в 个 未 知 数 ,必须 且 只 须 存 在 一 个 不 使 
下 列 和 矩阵 的 秩 等 于 >”: 
Е(1,) 
ЕСО, + 1)Ф(Ь% +1, В) 


“#4 а ээ ® ооо 


ЕСК)Ф(К, lo) 


Di == (10.2-21) 
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或 者 ,完全 等 价 地 讲 , 必 须 且 只 须 рр, 是 满 秩 的 。 

显然 ,为 了 使 系统 式 (10.2-13) 和 (10.2-20) 是 完全 能 观测 的 , 则 要 求 对 任何 时 刻 i 
<< k, EE ЕСОФС, Ь) 的 各 列 向 量 是 线性 独立 的 。 对 常 系数 系统 ,上 述 条 件 等 价 
РЕЯ: 


ЕР"! 


ЮТ л, 
103 ВСА Че 


第 四 章 讨 论 过 的 拉 氏 变换 方法 对 常 系数 微分 方程 的 研究 曾 发 挥 了 很 大 的 作用 . 但 是 

由 于 离散 系统 内 自 变量 的 断 续 性 ， 那 种 方法 不 能 直接 应 用 到 这 里 来 . ве 
的 特点 ,必须 对 拉 氏 变换 的 定义 作 必 要 的 改变 .在 离散 系统 内 ,我 们 所 研究 的 过 程 

函数 序列 (МТ) 或 УСМТ). 一 般 来 讲 , 我 们 只 对 这 些 变量 在 特定 时 ИТҮ я 

此 ,我 们 引进 新 定义 . № INT) 是 一 个 采样 函数 ,或 者 说 它 是 一 个 函数 序列 . 复 变 函数 

У*(5) = У) у(МТ)ет" (10.3-1) 


称 为 采样 函数 的 象 函 数 ,而 УСУТ) 称 为 Y*(s) 的 原 函 数 . 由 原 函 数 yCNT) 求 象 函数 
Y*(s) 的 运算 称 为 离散 拉 氏 变换 ,用 符号 L* 表示 . 

并 不 是 一 切 采 样 函数 都 可 以 进行 拉 氏 变换 的 , 只 有 使 式 (10.3-1) 的 右 端 级 数 收敛 的 
那些 采样 函数 才 可 能 有 自己 的 象 函 数 . 与 第 四 章 的 讨论 类 似 ， 对 УСТ) 的 要 求 是 它 的 
增长 速度 不 大 于 茶 一 指数 函数 , 即 它 对 任何 入 均 应 满足 不 等 式 

|yCNT)| < Мет, 
式 中 om 为 某 一 有 限 的 正 数 , 称 为 УСУГ) Нах. 
状 散 拉 氏 变换 具有 连续 拉 氏 变换 的 一 切 特 性 : 
(1) 它 是 线性 变换 , 即 
L*[ay СМТ) + by NT)] = aL*y (NT) + bL*y NT) 
= аҮү(:) + bY2(s). 
(2) 对 自 变数 的 推移 公式 为 


L*y[ CN + ЮТ] = ctrey*() 一 У. тт (Т), (10.3-2) 
(з) 对 复 变 数 的 推移 公式 . 185 为 实数 , 则 有 
Є*“[е^'“Тә(мт)]= Y (GFA). (10.3-3) 


(4) 对 差分 的 变换 公式 


L*LAy(NT)] = У) IICN + DT]— умт) е7 


N=0 


= (ете — DY вус, (10.3—4) 
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此 外 ,下 列 几 个 公式 在 实际 计算 中 很 有 用 : 
(5) УС a (—луш*[бутўубут}], 


45^ 


(6) L* [> mp — m)T)| = YFG- УГО). 


æ 


(7) ү*(0) = Dy (МТ). 


N=0 


(8) limyCNT) = lim Се” = Y "G. 


(9) у(0) = lim У*(+), 


(10.3-5) 


(10.3-6) 


С10.3-7) 
С10.3-8) 


С10.3-9) 


当然 式 (10.3-7? 只 有 当 右 端 级 数 收敛 时 才 有 意义 ,而 式 (10.3-87 只 有 当 yCNT) 确 有 极限 
时 才能 使 用 . (1) 一 (9) 的 正确 性 是 容易 检验 的 ,此 处 不 再 装 述 。 下 面 列 出 一 个 小 字典 ,以 


供 查 对 , 表 内 设 了 一 1. 
УСМ) 


М№е*“ 
cosaN 
sinaN 
chaN 


shaN 


У*(+) 
es 

e— 1 

es 
ery 
e'(es+1) 
Сауу 
бы 
её" — е2 


eset 


e — ecosa 


e — 2e'cosa + 1 


e'sina 
e’ — 2e' cosa + 1 


e — echa 


es 2e cha +1 


esha 


cz 一 2cercha 十 1 


上 面 我 们 已 经 熟悉 了 如 何 从 原 函 数 求 象 函数 的 方法 . 下面 再 看 看 如 何 根据 象 函数 求 
原 函 数 ， 这 种 运算 称 为 离散 拉 氏 反 变 换 , 并 用 符号 Г.Ж 表示 


不 难 证 明 , WREAK Y*(s) 确实 有 自己 的 原水 数 ,那么 有 (图 10.3-1) 


СМТ) = *тү*(;), 
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y(NT) = a Y* (s) Tds, (10.3-10) 
这 个 公式 就 是 拉 氏 反 变 换 公式 ， 式 中 с 为 基 一 实数 , 它 应 大 于 Ү* О 的 一 切 奇 点 的 实 部 ， 
反 变换 公式 可 用 下 法 推 得 ,将 式 (10.3-12 的 两 端 乘 以 “rr E WRB | < E с 
积分 : 


iR 


et 
| T Ү*(5)е"7°45 
с і", 

Т 


= 人 (> уут ет ета 
с- х0 
== умт © г 一 (MT 一 TOM 


N=0 Ший 


积分 与 求 和 之 所 以 能 互 换 ， 是 由 于 级 数 绝 对 收敛 ， 因 为 沿 积 分 路 线 上 的 Ве s >o 
М% т | 


c+ Nm)s рен 
| Т eT N-mTsds = [= |. 2 ig 
< 一 二 СМ — т) Т Je- Æ 

当 N=m 时 , 则 有 


| == ет): д; = =. 
由 此 , 式 《10.3-10) 便 得 到 证 明 . 

一 般 来 讲 ; 当 Y*Cs) 为 已 知 时 ,总 可 以 按 式 (10.3-10) 求 出 yCNT)， 当 Y*(s) X e7 
的 有 理 分 式 时 ， 一 般 可 不 直接 计算 积分 式 〈10.3-10)， 而 是 将 Y*() 化 为 有 理 最 简 分 
式 ， 然 后 利用 拉 氏 变换 的 线性 特点 ， 逐 项 去 查 表 ， 按 “字典 ? 求 出 原 函 数 ,后 面 这 一 方法 最 
为 简便 . 

上 面 拉 氏 变换 是 指 一 个 采样 函数 而 言 的 . 拉 氏 变换 也 可 以 对 向 量 采 样 函 数 作用 .对 
疝 量 函数 序列 变换 的 定义 与 式 〈《10.3-1) 相同 ， 令 y(NT) = (у СМТ), у(МТ), 
уСМТ)), № 


Y*C) = D yiNT Je = (Үз), УС), ее, У), (10.311) 
N=0 
反 变 换 公 式 为 
yCNT) -二 | VY* CG)evgs. (10.3-12) 
201 Je- -= 


不 难看 出 ， 对 向 量 函数 序列 的 变换 与 对 普通 函数 序列 的 变换 本 质 上 没有 差别 ， 前 看 列举 
过 的 性 质 式 (10.3-27 至 式 (10.3-97 也 依然 有 效 . 

讨论 了 拉 氏 变换 的 定义 及 公式 后 ， 现 在 可 以 建立 传递 函数 的 概念 了 。 首 先 人 研究 如 何 
用 拉 氏 变换 的 方法 去 求解 第 二 种 差分 方程 式 ， 设 差分 方程 式 (10.1-7) 的 初始 条 件 是 
00), УСТ», YOT); +++, У[(® 一 1)T]， 对 式 C10.1-7) 的 两 端 进行 拉 氏 变换 .利用 特性 
式 (10.3-2) 有 
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CeT 十 ве" 4 6 е) УЖ) = her 二 Us) + RYC), 
ERA КС) 为 < 的 多 项 式 , 其 诸 系数 由 上 述 初始 条 件 所 确定 . 将 上 式 移 项 后 得 
人 R* (s š 
т U* (s) + т (10.3-13) 
上 式 右 端 包 含 两 项 ,它们 都 是 e* 的 有 理 分 式 . 第 一 项 所 确定 的 运动 是 由 控制 量 (УТ) 
所 引起 的 , 称 为 离散 系统 的 强迫 运动 ,第 二 项 称 为 系统 的 特 解 ,或 称 为 系统 的 自由 运动 : 它 
完全 由 系统 的 初始 条 件 所 决定 , 若 初始 条 件 均 为 零 , 则 R* 一 0. 令 

Е*($) = ТЕ (10.3-14) 
Е*(5) 称 为 输出 УСУГ) 对 控制 最 (NT) 的 采样 传递 函数 。 换 名 话说， 采样 传递 函数 
就 是 受 控 对 象 的 初始 条 件 (状态) 为 零 时 输出 和 输入 拉 氏 变换 之 比 。 如 集 控 制 司 СМТ) 
的 规律 给 定 , 则 可 用 拉 氏 反 变 换 法 求 出 系统 的 受 探 运动 y:《NT). 同样 , 当初 始 条 件 给 定 
时 ，R*(s) 也 即 被 确定 ,自由 运动 уОУТ) 也 就 可 以 用 拉 氏 反 变 换 的 方法 求 出 。 这样 输 
Шай 


Y*(r) =. 


yNT) == у (МТ) + y.(NT), 


其 中 
у СМТ) = L*[F*(s)U*(s)], 
” 六 一 1 р R 
у« СМТ) == Г PFO 


这 种 反 变换 可 以 先 将 复 变 孜 数 F*OU* (5) 及 分 解 为 部 分 分 式 , 再 按 字 典 去 查 出 


每 一 项 的 原 函 数 ， 相 加 后 便 得 到 ›СУТ). 如 果 方 便 的 话 也 可 以 直接 采用 反 变 换 公 式 
С10.3-10). 

REA C10.1-7) 所 代表 的 受 控 对 象 内 引进 负 反 馈 ( 也 称 硬 反馈 ), 使 它 变 成 闭路 控制 
系统 ,如 图 10.3-2 所 示 . 系统 的 输入 作用 为 g(x)， 它 是 连续 函数 .因为 系统 的 输出 ye) 
本 来 是 连续 函数 ,所 以 误差 eU) = к) — y(t) 也 是 连续 函数 .只 有 经 过 采样 装置 的 调 
制 后 x《NT) 才 变 为 一 个 采样 函数 现 试 写 出 闭路 系统 的 传递 函数 。 根据 图 10.3-2 当 诸 初 
始 条 件 为 零 时 离散 系统 的 运动 方程 式 为 


图 10.3-2 


Y*(s) РУО, 
ПАС = Е*б)» 
E*(s) = G* (s) — Ү*(›), 
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ДЕЯ 0% (5), Е*С) 后, 使 得 到 


жеу F*(.) же. 3—15 
Ү*(:) и G*(s), (10.3-15) 
“© = ЖЭО... 
ыр 1 十 F*(s) 
称 为 闭路 系统 的 传递 函数 ， 如 果 从 前 述 三 式 中 消 掉 У*С), О) 后 , 便 得 到 
ОЕ l o Sa 
Е*(5) ТЕРЕ у^ “Р (10.3-16) 
其 中 
O EE. В 
а) 1 + EF*(s) 


称 为 闭路 系统 对 误差 的 传递 函数 . 我们 看 到 ， 离 散 系统 的 传递 函数 与 第 三 章 内 的 闭路 传 
递 函数 的 形式 是 完全 类 似 的 . 

如 果 反 馈 回 路 中 还 包含 另 一 个 传递 图 数 FY(s)、 如 图 10.3-3 所 示 , 那么 ， 对 输出 和 
误差 的 闭路 传递 前 数 将 是 


图 10.3-3 


ж Е* (5 
ЭРА г 
1 
1 Е*)Е*(5) ° 
由 第 一 种 和 第 四 种 差分 方程 组 C10.1-4) 和 (10.1-11) 可 以 确定 与 传递 函数 相 类 似 的 
传递 矩阵 .我 们 将 以 式 《10.1-17) 为 依据 求 传递 矩阵 .. 对 式 (10.1-17) 的 两 端 进行 拉 氏 变 
换 , 移 项 整理 后 得 到 
YG) = (Ее рус) + (Бет — БУ), (10.3-17) 
上 式 五 为 单位 矩阵 ,并 假定 ибо) = 0， 和 矩阵 函数 
F*(s) = (Егет — D)-'C 
ЖЕ ЕЕ ЕЕ. MA (10.3-17) 的 第 二 项 决定 系统 的 自由 运动 。 如 果 用 硬 反 
НАС 10.3-4) 


Ф) = 


а(МТ) = K[g(NT) — y(NT)], 
Анк в х т 阶 矩 阵 , 则 闭路 运动 方程 式 是 

Y* (s) = F*(s)U* (s), 

О" (5) = K(G* (s) 一 Ү*(:)). 
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Ну = Dy + Cu 


图 10.3-4 


消 掉 U*(s) а, ДИ 
У) = (Е + Е*() К) Е*()КСА*(5), (10.33-18) 
式 中 
Ф* (5) = (Е + Е*() К) ЕЖ(5)К 

称 为 闭路 系统 的 传递 矩阵 . 令 EC) = G* (5) 一 УС) ХАН (МТ) 的 拉 氏 变 
换 , 不 难 推出 

E* (s) = (Е + F*()K)TG*() = Ф#(;)С*С), (10.3-19) 
此 处 

Фе == (E + РСК 

ЖЕ Ж 22 ГӨ] В АО ЖЕЕ. 由 式 (10.3-187 和 (10.3-197 可 以 看 旬 , 方 程 组 的 传递 矩阵 与 
方程 式 的 传递 函数 形式 类 似 , 只 是 由 于 两 个 和 矩阵 一 般 没 有 互 换 性 , 故 不 能 将 它 写 成 分 式 . 

现 令 式 410.1-77 右 端 之 控制 量 按 余弦 规律 变化 , 即 и(МТ) 一 coswNT， 要 求 求 出 输 
出 受 控 量 УСУТ) 的 变化 规律 。 为 此 ， 我 们 利用 线性 系统 的 又 加 原理 ,假定 wx(CNT) H 
两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 前 面 给 定 的 wu《NT) 一 coswNT， 另 一 部 分 是 MNT) 一 
isin wNT。 两 者 的 和 是 (МТ) = и СМТ) + (МТ) == созоМТ + і віп МТ = (iT, 
№ =0, 1,2, -... 因为 式 (10.1-7) 的 诸 系数 均 为 实数 ， 故 对 控制 量 (NT) = ео 有 
两 个 独立 《 互 不 影响 ) 的 解 ， 解 的 实 函 数 部 分 对 应 аСТ), ERRA (МУТ), 于 
是 求 出 系统 对 (NT) 的 响应 后 ， 便 同时 求 出 了 两 个 特 解 ， 其 实数 部 分 恰恰 是 待 求 的 特 
Ж. 

设 受 控 量 的 运动 规律 是 AGoT, 需要 求 出 系数 Aio). 将 u= ее" 和 
АСо)е^ 代入 式 (10.1-7) 之 两 端 , 消去 不 为 零 的 因子 е 后 ,可 以 求 得 待 求 系数 
Рейт 十 реа... 十 于 

ет p сейит ү... ре, 

我 们 立刻 看 到 ，4(io) 不 是 别 的 , 正 是 离散 系统 的 传递 函数 式 (10.3-14), 只 不 过 将 变数 
* 换 为 io 罢了 .由 此 可 知 ; 式 (10.1-7) 对 и = ez 的 响应 是 

YNT) 一 F*(iw)eioNT, С10.3-21> 
F*(iwm) 称 为 采样 频率 特性 ， 如果 系统 式 (10.1-177? 中 的 控制 量 是 正弦 函数 

uCNT) = (Бе, byeioNT, ana, b eiT) 
一 beieN7, 

那么 ,输出 向 量 YNT) = F*Cio7)Deev7， С10.3-22) 
式 中 


АС) 一 《10.3-20》 
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F*(iw) = (Ее — D)`'C 
称 为 频率 特性 矩阵 . 
ЖЕ 10.3-2 所 示 之 闭路 系统 的 输入 作用 为 200) == ce”*， 邢 么 ,输出 уб) 在 上 一 0， 
F*(ir) 


СМТ) = Ф*( ü JeraN7 сай 一 一 一 一 一 一 ci2NM7 {10.3-23) 
iait а. LFR Gao ? 
而 误差 
a(NT) ПРЕ Ф*( РА TONT == ———— нт. (10.3-24) 
ыы 1 + Е*Соу “ 


Ф" (о) 称 为 闭路 系统 输出 对 输入 的 采样 频率 特性 ，@2(iw) 称 为 闭路 系统 误差 采样 频率 
特性 .如 果 在 式 (10.1-17) 所 构成 的 闭路 系统 的 输入 端 加 上 gCN7T) = ge”, WARA 
统 的 输出 将 是 


У(МТ) = P* Giog NT = (Е + F*CGwOK)IF*CGoK воет, (10.3-25) 
误差 向 量 的 运动 将 是 


Е(МТ) = Dž Cio )gie NT 
= (E + F* Gio) KJ ос“, (19.3-26) 
式 中 
F* (in) = (Ее — рус. 
ЖР ЮЖ A*(iw) 称 为 天 路 系统 式 (10.1-7) 的 采样 频率 特性 ,将 Е*С10) 写成 К*(о) 
Xo 后 ,得 到 两 个 。 的 实 函 数 K*Co) 和 Co), R (10.3-21) 可 以 改写 为 
INT) = КС уре A (10.3-27) 
TPA, К*(о) 表示 输出 运动 的 幅度 ，0*《wm》 表 示 相 位 移动 。 因 此 ，K*《w) 称 为 离散 系 
统 的 幅 频 特性 ,而 Ө*Со) 称 为 它 的 相 频 特性 ， 将 式 (10.3-277 分 为 实 虚 两 部 份 后 , 便 得 到 
式 (10.1-7) 对 coswNT 的 响应 ， 
NT) = К*(0) соз (@МТ 一 Ө*(о)). С10.3-28) 
对 式 《10.3-22) 进 行 同样 的 处 理 , 便 可 得 到 系统 式 (10.1-17) 的 开路 和 闭路 的 幅 频 和 相 频 特 
人 性 矩阵 .利用 和 矩阵 肖 数 的 运算 规律 即 可 求 出 ,我 们 把 它们 的 推导 留 给 读者 . 
例 ， 设 连续 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 


н Sü, С10.3-29) 
脉冲 元 件 是 方 波 幅度 调制 , 重复 周期 为 7 二 1， 脉冲 宽度 为 rT, = 二 1!， 于 是 式 
《10.3-29) 的 开路 传递 函数 是 
Lv 
р _ z Ce + 1) 
В = г» 
其 中 各 参数 的 值 用 iw 置换 复 变 数 ， 后 , 便 得 到 开路 采样 频率 特性 
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Е*(іо) = К*(в)е 0) , 


其 中 
> 1 РЕ р © +1 
K*(w) = 2/2 cos — 1? 
В) = ani а. 


1 + созо" 


这 样 :我们 就 不 难 画 出 频率 特性 了 . 用 一 1 作为 系统 的 反馈 , 式 (10.3-297 变 为 闭路 系统 ， 
通过 简单 的 计算 , 可 以 得 出 闭路 传递 函数 . 


Sie + 1) 
Ф*( у т 1 э 
Се” 一 1)? + Е (ен!) 

ФО) 一 а 


(ce 一 1 + Str +1) 
НН Е Ж 
PD*(iwm) = К*(о)е+і6 ч), 


其 中 


12с05%% — cos’w 一 10cosw 十 5 


A = 
К^) 12coszo 一 15cosw 十 5 


Ө*С)у = апт 2sin (1 — coso) 
L, 7 р ря орам ° 
2соѕо 十 созо — 1 


当然 ,也 可 以 画 出 闭路 系统 的 频率 特性 ， 

上 面 我 们 讨论 的 传递 函数 都 是 以 输出 和 输入 量 在 采样 点 上 ，: 一 0: T. 27,，…, 的 
值 为 依据 的 .如 果 我 们 关心 的 不 是 采样 点 的 值 ， 而 是 在 两 个 采样 点 中 间 某 一 时 刻 的 输出 
量 的 变化 情况 ,例如 输出 量 在 # = МТ + ет, № 一 0, 1,2,…， 各 点 上 的 变化 规律 ,在 
0 和 ee<，” 时 ,可 应 用 公式 (10.1-18?; 或 在 1> =>» М, ММА (10.1-19) 求 开 路 系统 
和 闭路 系统 的 传递 函数 及 频率 特性 . 此 时 传递 函数 中 将 含有 参数 e WA (10.1-18) 的 
两 端 进 行 拉 氏 空 换 , 再 加 以 整理 后 ,可 以 写 出 开路 传递 函数 矩阵 


F*(s, в) = (Ee — D)'(B(Ce) + еТВ(&»), (10.3-30) 
而 闭路 系统 传递 矩阵 为 
D*(s, €) == (Е + F*(s, в))Е*(5, =). (10.3-31> 


ERARA з = iw 后 ,又 得 到 频率 特性 矩阵 . 
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104 一 种 特殊 情况 下 Е*() 的 计算 


前 节 内 传递 函数 的 推导 是 基于 方程 组 的 基本 解 矩 阵 得 到 的 . 在 某 些 特殊 情形 下 ， 采 
样 传递 函数 可 以 从 受 控 对 象 的 连续 传递 函数 ЕС) 出 发 经 过 变换 后 ,直接 求 出 来 ,而 不 必 
首先 求 出 离散 系统 的 差分 方程 式 .。F(s) 与 F*(s) 这 两 个 函数 都 是 用 来 表示 控制 系统 的 特 
性 的 , 当 控 制 系统 是 连续 作用 的 组 成 部 分 时 ，F(s) 就 是 很 重要 的 特性 .但 是 ， 当 控制 系 
统 用 在 离散 控制 系统 上 的 时 候 , F*(s) 就 成 为 重要 的 特性 了 .从 数学 上 看 ЕС) № F*(s) 
简单 得 多 ,而 且 我 们 也 常常 把 FC(s》 直 接 用 到 设计 系统 的 方法 上 去 ,因此 , 当 可 能 时 , 找 出 
Е*(5) 5 ЕС) 的 关系 ,就 是 很 重要 的 事情 了 。 当然 ,直接 从 ЕС) Ж ЕС) 并 不 是 对 所 
有 离散 系统 都 那么 简单 可 行 。 但 是 , 当 脉 冲 元 件 所 调制 的 脉冲 宽度 УТ «Т, В у «1 
时 ,这 种 直接 换算 是 可 能 的 . 

重新 研究 方程 组 (10.1-3)， 它 是 受 控 对 象 的 连续 运动 方程 组 ， 设 系统 的 初始 条 件 为 
零 ,那么 式 (10.1-3) 的 特 解 是 

уб) 一 | cesT Офи(т)ат, (10.417 
$ Ab = (2 r), ВА, RO 是 系统 的 脉冲 过 渡 函数 ( 见 第 二 章 )。 根据 连续 拉 
氏 变 换 的 特点 可 知 
ҮС) = FCU Cs), FCs) == (Fs), Е), ++, Е.) 


而 
Ёл = N Вена. (10.422) 


当 иг) 是 一 个 方形 脉冲 序列 时 , 式 410.4-12 可 以 写成 


УСМТ) = к аш АСМТ — т)и(т)ат 


т= 0 


м (m+7)T 
| RNT — sat ed, (10.4-3) 
т= 0 


тт 


当 > 包工 时 ,上 式 右 端的 积分 间隔 远 远 小 于 了 7. 4 АС) 的 变化 较 慢 时 ,可 以 以 足够 的 精 
度 认为 
(тут Е 
| г АМТ — т)и(т)ат = yTRCNT — тГуи(тГ). (10.4—4) 


将 式 C10.4-4) 代 入 式 C10.4-3) 后 有 


yyCNT) 一 77 S hCNT 一 тТ)и\тТ), 


m=0 


对 上 式 两 端 进行 拉 氏 变换 


У*(‹) = DINT Je" = yT z (> КМТ 一 пТ)ибтТ) je 


т=0 
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根据 前 节 拉 氏 变 换 特性 式 (10.3-6), 上 式 可 以 写成 


了 (10.4-5) 
Ан 
F*(s) = yT X RANT)", (10.4-6) 
U*(s) = У и(№МГ)е №", (10.4-7) 
N=0 


式 《10.4-6) 和 (10.4-3) 是 两 个 向 量 等 式 ， 取 它们 的 第 一 个 分 量 , 即 系统 的 主 受 控 量 
yj， 后 者 对 应 的 两 个 传递 沙 数 是 F) 和 FR*fr)， 前 者 对 应 的 脉冲 过 渡 函数 写 为 h(2). 
于 是 有 
Рўзу | вдет таг, 


F* (s) = yT УМ, (10.4-8) 
N=0 
将 
Mat) вс) ечдз 
рр о ет 


代入 式 (10.4-8) 的 第 二 式 后 有 


| Еа)“ ад 


Ва е 、 
Т c-t o0 - ый À 
= Есад) | > а 0 ) 44 
271 -< 一 fo N=0 А 


‚т{(с+т= af 
ЕТ | Ра, (10.4-9) 


Де | -— еа. 

E 式 内 当 * 的 实 部 Res > о 时 ,级 数 绝对 收 伍 , 故 上 面 的 运算 是 正确 的 ， 这 样 , 在 一 种 特 
殊 情 况 下 我 们 获得 了 自 FG) Р*С) 的 直接 变换 公式 ， 以 下 我 们 就 用 留 数 方法 来 计算 
式 (10.4-9) 有 端的 积分 

被 积 困 数 有 无 穷 多 个 极点 : FO 的 极点 都 在 积分 路 线 的 左 方 ;但 是 那些 由 方程 1 一 
cn 一 0 的 零点 所 构成 的 极点 都 在 积分 路 线 的 右 方 ， 不 难看 出 ; 沿 着 从 < 一 гоо 到 
ctio 的 直线 的 积分 值 等 于 在 顺 时 针 方 向 上 , 沿 着 这 样 一 条 闭合 积分 路 线 上 的 积分 值 : 
这 条 闭合 路 线 是 由 原来 的 直线 和 右 半 平面 上 以 那 条 直线 为 直径 的 一 个 无 限 大 的 半圆 周 所 
组 成 的 。 因 此 ,方程 (10.4-9) 右 端的 积分 值 等 于 一 y7 与 被 积 函数 在 方程 1 一。-7c-9 一 0 
的 各 个 零点 的 留 数 的 和 的 乘积 , 

方程 1 е0 一 0 的 零点 的 一 般 形 式 是 9 一 ， + C2rim/7)。m 是 任何 整数 ,被 
积 函数 在 这 样 一 个 极点 处 的 留 数 是 一 (二 ) Fls + (2mim/T)1， 所 以 ,就 得 出 
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F*() = у Z F (s+ rim), (10.4-10) 


п == — со 


这 个 公式 使 我 们 能 够 相 : 5 深刻 的 看 出 Е*(5) 的 性 质 , 有 时 候 也 可 以 利用 这 个 公式 进行 近 
似 的 计算 .但 是 ,我 们 还 可 以 用 相当 简单 的 有 限 形式 把 F*(s) 精确 地 表示 出 来 . 
函数 ЕС) 可 以 写成 有 限 多 个 部 份 分 式 的 和 
F(s) = EH - ЗЕ (10.4-11) 


k=1 ST Sk 


这 里 的 各 个 а, 和 s ЕН ЕЕ 的 分 母 多 项 式 的 次 数 ， 于 是 ， 利用 方程 式 
《10.4-10) 并 令 у 一 1 就 有 


ВФС) = f- +5 Ра с S Р 1 
) 2, ак s— sk п Оліт/ Т) + (s — +) 2arim/T) — ©). | 
| ыч. и. |. 10.4-12 
> “h | = б, WE 21 (ал2т?/ Т?) 十 (+ — ғ)? ао, ) 


但 是 ,我 们 知道 сое 有 如 下 的 展开 式 : 


cothz =+ +2: У) | 
z 


TE | т2л? -- < 


所 以 ,方程 (10.4-12) 中 对 mm 所 求 的 和 数 可 以 计算 出 来 ， 因此 就 得 出 
F*(s) =- т У aoh [< =. а сат) (10.413) 


利用 这 个 公式 ,对 于 任意 的 * 值 部 可 以 把 Е* (у) 准确 地 计算 出 来， 

如 果 工 很 小 ，F (iw) WEE —п/Т < в < x/7 间隔 之 外 小 到 略 去 不 计 的 程度 , 那 
А. BEDE 〈10.4-10) 就 可 以 很 清楚 地 看 出 F*(s》 的 定性 的 性 质 ， 事 实 上 ， 在 间隔 
一 x/T << л/Т 里 F*(iw) 差不多 就 等 于 F(iw)， 我们 将 要 看 到 ,如 果 工 相当 大 ,我 
们 也 还 可 以 得 到 一 个 相当 简单 的 F*(iw》 的 近似 表示 式 . 把 各 个 零点 a 写作 

зу == — h; d- iok, (10.4-14) 

这 些 д, 和 в, ЖЗ. АЛИ, ВТ НО 入 MEEK. 按照 方程 《10.4-137 现在 就 
得 出 : 


у = т У РА coth [ТГ + о 一 ob] 
á k=1 
т č ТАД 
因此 ,对 于 大 的 7 值 就 有 
Flia) = £ 5? apf l 十 2е ТАК, (10.4-15) 
2 k=1 
当 :很 大 的 时 候 , 方 程式 (10.4-11) 可 以 写作 
PC) = -- SINE а ет 


k=1 ` k=l 


但 是 我 们 曾经 假定 : НН 5 函数 的 反应 是 连续 的 , 所 以 , 当 * IRAR, FC) = 
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1/7, И 


У! а = 0, (10.4-16) 
R=1 
这 样 一 来 ,方程 (10.4-15) 就 变 成 
F*(iwm) = Те“ Е apeT™k, (10.417) 
R=1 


对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ，sx 或 者 是 实数 ,或 者 成 复 共 斩 对 出 现 , 所 以 方程 (10.4-17) 中 
的 和 数 一 定 是 实数 。 因 此 , 当 吧 从 一 x/7T 变 到 з/т 的 时 候 ，F*(iw) 的 图 线 是 一 个 圆 ， 
这 个 圆 的 半径 是 
|r Saer 

在 实际 情况 中 ，F(s) 很 可 能 在 ; =0 处 有 一 个 极点 。 DTE E e R ARR 
烦 , 以 前 我 们 并 没有 芳 虑 这 种 情形 .现在 ,我 们 把 这 种 情形 简短 的 讨论 一 下 . 

首先 ,我 们 可 以 看 到 ， 如 一 0 是 FO 的 一 个 极点 ,那么 常数 c 就 必须 是 正 数 ,而 
В Е) WEZRRER e410) 只 在 s 的 实数 部 分 是 正 数 时 成 立 。 这 种 情形 中 ， 
ЕС) ВА а, (10.4-13) DARS. WR,  я=0, ВА, HE (10.4133 
变 为 


(10.4-18) 


\ 


1 ў =. | 
F* (im) == > ia cot — 十 z ap coth Tet Kuen 7 9%) | йБ 


如 果 工 的 值 很 大 ,我 们 就 得 到 一 个 gn JECO. 4 


F* (1%) = 2. -| 一 ia cot- RL + Т ак 1 + Ze Т+#ш—= ө} |. 


21 к= 2 
但 是 按照 式 (10.4-16) 
[pe i -t ete F ap = — ay 
所 以 
Pi 一 一 Т |+ гоо Г + те ita ие, (10.419) 


常数 а 当然 ; РРР о 一 x/7 变化 到 ау Т С.А 
出 一 条 平行 于 虚 负 的 直线 ,其 余部 分 是 一 个 正弦 函数 . 
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在 讨论 了 描述 沈 散 系统 的 差分 方程 的 建立 方法 及 各 种 求解 方法 以 后 ， 可 以 开始 全 完 
闭路 离散 系统 的 动态 和 静态 品质 。 如 前 几 章 内 曾 叙 述 过 的 那样 ,我们 将 研究 闭路 离散 系 
统 的 稳定 性 ` 项 葡 和 过 渡 过 程 。 本 节 内 我 们 主要 研究 系统 的 稳定 性 判别 准则 ,最 后 将 讨论 
系统 的 静态 误差 。 这 也 是 线 狂 系统 的 两 个 最 重要 的 品质 特性 . 关于 如 河 设计 系统 使 过 法 
有 良好 的 过 渡 特 性 ， 将 在 下 一 节 内 讨论 . 

首先 讨论 系统 的 稳定 性 问题 。 设 受 控 对 和 象 的 运动 方程 式 是 式 (10.1-17), 即 第 一 可 和 
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第 四 种 差分 方程 
НУ(МТ) = Dy(NT) + са(МТ). (10.1-17> 

令 系 统 的 输入 作用 是 #2), Б аср Са ЕТ Л). ЛИВАНА ОВ 
成 的 闭路 系统 如 图 10.3-4 所 示 。 用 CulNT) 一 КЕСМТ) = K(e(NT) — у(МТ)) 代入 
式 (10.1-17) 后 ,得 到 闭路 运动 方程 式 

Ну(№Т) = (р — К)у(МТ) + Kg(NT), (10.5-1) 
式 中 为 一 x Хп УЕ CRR ВЕЕ ЕМА Е. 这样 ,系统 的 输出 量 y 便 
受到 输入 作用 的 驱动 。 设 g(z) 为 任意 已 知 的 时 间 函 数 。 显 然 ， 当 系统 的 初始 状态 给 定 
а, уб) 的 运动 规律 便 已 经 完全 确定 了 .再 令 这 个 初始 状态 为 mw， 它 所 对 应 的 运动 是 
y()， 读 者 应 该 注意 уб) 实际 上 可 以 是 连续 函数 ,虽然 差分 方程 (10.1-177) 只 能 措 绘 它 在 
采样 时 刻 上 一 0，7，27，:…， 上 的 变化 情况 但 对 任何 上 它 都 有 确定 的 值 。 按 李 雅 普 诺 
夫 定义 ,如 果 对 给 定 的 yw 和 g(z)， 系 统 的 运动 是 稳定 的 , 则 对 任何 e > 0， 总 有 5 > 0. 
一 且 |[х,|< 86, ж 为 任意 7 维 向 量 ， 则 对 应 于 初始 条 件 x + у 和 @ (т) 的 系统 运动 
20 将 永远 满足 不 等 式 


1z(z) — УФ] < e. 
这 电 хо 称 为 对 УС) ЕЯ, 200) 称 为 系统 的 受 扰 运动 ，y(o 则 称 为 未 受 扰 运动 ， 
显然 , 受 扰 运动 也 满足 式 (10.5-1) 
Hz(NT) = (р — K)Z(NT) + Kg(NT), z(0) = х, + у». (10.5-2) 
受 扰 运动 与 未 受 扰 运 动 的 差 是 xU) 一 жт) ye). BA (10.5-2) К (10.5-17 
的 两 端 , 得 到 x(z) 在 采样 点 上 的 运动 规律 
Нх(МТ) = (D — К)х(МТ), х(0) =x, (10.5-3) 
由 上 系统 是 线性 的 ， 我 们 也 可 以 称 х) = 0 为 系统 的 未 受 扰 运动 ， 因 为 此 时 z(z) = 
уб). 由 此 可 知 , 为 了 研究 式 (10.5-1) 内 YNT) 的 运动 稳定 性 , 只 要 研究 式 (10.5-3) 的 
零 解 稳定 性 就 够 了 . 我们 看 到 这 里 的 情形 与 第 四 章 内 的 情况 相同 。 如 果 线 性 系统 的 齐 次 
方程 式 的 零 解 稳定 , 则 系统 的 一 切 可 能 的 运动 都 是 稳定 的 。 反 之 ,如 果 任 何 一 个 运动 是 稳 
定 的 , 则 乱 的 零 解 (平衡 状态 ) 也 是 稳定 的 , 于 是 系统 的 一 切 运 动 都 是 稳定 的 。 因 此 ,我 们 
可 以 一 般 的 讲 系统 的 稳定 性 ， 这 里 再 一 次 指出 ,对 非 线性 系统 这 一 事实 一 般 是 不 存在 的 ， 
如 果 系 统 的 平衡 状态 (去 解 ) 稳 定 , 不 能 保证 系统 的 任何 运动 稳定 , 所 以 对 非 线性 系统 ,一 
般 的 去 讲 系 统 稳定 有 时 是 没有 意义 的 ， 
式 (10.5-3) 的 零 解 何 时 稳定 9 用 什么 方法 判别 2 这 正 是 我 们 想 要 解决 的 问题。 根据 
式 (10.2-4), 如 玉 式 C10.5-3) 的 初始 条 件 是 zx， 那么 , 它 的 特 解 是 
x(NT) = (D — K)`x, = Ах, А=(р- К), (10.5-4) 
因为 4“ 可 以 写成 


A — рр, 
он ЗЕВС НТ ЖЗ ЖОЕ. MRE хо, СУТ) 都 随 着 N 的 增长 而 
WETEA 05-Е. RIE 10.2 节 内 的 讨论 可 知 ,只 要 托 
隆 4 所 构成 的 特征 方程 式 

|4 — ЕА| = 0 (10.5-5) 
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的 一 切 根 的 模 小 于 1 即 可 。 EK, Л 内 的 每 一 元 素 都 是 由 А" 所 构成 的 ,， 当 |34] < 1, 
М оо 时, 总 有 || >0. МА, 当 |! 二 1 时 ,JY ТРАВЕ, НЕА AY th 
趋 于 零 . 故 有 
lim AVx, 一 0. 

这 时 , 式 《10.5-1) 稳定 的 充分 条 件 是 矩阵 4 = р – К 的 一 切 特征 根 在 复 平 面 上 均 位 于 
单位 圆 的 内 部 (图 10.5-1). 反之 , 那 怕 特 征 根 中 有 一 
个 位 于 单位 圆 之 外 ， 则 系统 将 是 不 稳定 的 .因为 此 时 
至 少 有 一 个 约 当 块 人 六， 它 的 某 一 些 元 素 随 V 的 无 限 
增 大 而 无 限 增长 ,对 某 一 初 给 条 件 ж, 使 Hmx(N77 = 


co。 由 此 可 以 断言 , 系统 式 (10.5-1) 不 稳定 的 充分 条 
件 是 矩阵 4 二 D 一 K 至 少 有 一 个 特征 根 的 模 大 于 
1， 即 位 于 复 平面 的 单位 圆 外 . 如 果 一 部 分 在 单位 贺 
内 , 另 一 部 分 在 单位 圆 上 , 圆 外 无 根 , 这 是 一 种 临界 状 
态 ， 即 系统 处 于 稳定 边缘 ， 对 这 类 系统 的 研究 只 共有 
数学 上 的 意义 ,实际 上 是 不 允许 出 现 的 . 
Ж. 让 我 们 再 看 看 稳定 系统 的 传递 函数 应 具有 何 种 性 
д. 回顾 式 (10.3-17) 可 以 看 到 ,如 果 输 入 作用 gO = 0 且 C 为 单位 矩阵 时 有 
У*(уу = (Eef — рулу, = Ф*Се)ууу, 
式 中 OC) 的 每 一 元 素 为 ст 的 有 理 分 式 , 上 式 可 以 写成 一 个 线性 方程 组 : 
ҮС) = ку ФИО» = 1, 2; +t; n, 
很 据 拉 氏 变换 的 特性 可 知 , 当 一 切 ФИ) 的 极点 я SA АЗЕ, азу СУГ) 一 0， 由 此 
可 以 断言 ， 闭 路 系统 稳定 的 另 一 充分 条 件 是 传递 矩阵 的 每 一 元 素 的 极点 都 位 于 复 平面 的 
左 半 平面 上 。 这 个 充分 条 件 对 第 二 种 差分 方程 式 的 传递 函数 式 (10.3-14) 也 是 完全 适用 
的 .读者 从 式 (10.3-13) 可 以 直接 看 出 , ХШ ЖЕ. НЕРЖ, фес) 的 极 
点 又 恰恰 是 行列 式 


ACs) = |Еет — D| = de(E eT — р) = 0 (10.5-6) 
的 有 零点。 上 式 称 为 离散 系统 的 特征 方程 式 ， 而 且 式 《10.5-6) НУ А НЕЕ 0*(s) = 
《GD DICO 每 一 个 分 量 的 极点 . 因此 , 欲 检查 闭路 系统 的 稳定 性 ,可 以 检查 АС») 
的 零点 ,或 者 检查 任 一 ФС) 的 极点 是 否 位 于 复数 平面 的 左 半 平 面 即 可 ， 

当 ФРС) 的 极点 或 АС) 的 零点 5;, j 一 1, 2 on, HAKR, PREF y 
{yCNT)} 中 的 每 一 个 分 量 序列 当 N 一 co 时 趋 于 零 . 但 系统 的 输出 量 у (2) Зр 56 ғ 
的 连续 函数 .仅仅 在 采样 点 0，7,，27，.…，NV7,，:… 上 趋 近 于 零 , 严 格 说 来 还 不 能 保证 
imyG) 一 0， 为 了 检查 后 者 的 存在 ,还 要 检查 在 节点 的 eT 位 移 , 即 在 NT 十 Т 上 的 
运动 规律 ，N 一 0, 1, 2,'…。 例 如， 原理 上 可 能 出 现 图 10.5-2 所 示 的 情况 ,虽然 ， 
у СМТ) 一 0， 但 在 采样 点 的 位 移 点 上 , y:(NT + sT) 不 趋向 于 零 , 故 为 了 确信 系统 的 输 
出 У 一 0， 必 需 对 某 一 в > 0， 检 查 式 (10.3-317 的 任 一 分 量 的 极点 分 布 情况 ,稳定 系 
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统 的 传递 函数 ФС, 8) 的 一 切 极点 +; 也 必须 满足 前 述 条 件 , 即 所 有 s 均 在 复 平面 的 左 半 
平面 上 .虽然 如 此 , 图 10.5-2 的 情况 是 非常 罕见 的 ,因此 ,一 般 来 讲 只 检查 人 在 节点 ФРС 
的 极点 即 够 了 .为 了 不 发 生意 外 情况 ， 当 然 
可 以 选取 某 一 в >0, ЮЖ ФАС, в) 
的 极点 . 

实际 上 , 求 特征 方程 式 的 根 , 只 有 在 :一 次 
和 二 次 方程 式 上 时， 求解 才 比较 容易 。 三 次 以 
上 的 方程 式 根 的 一般 表达 式 或 者 过 于 繁 元 ， 
或 者 不 可 能 写 出 ， 更 高 次 的 方程 式 ， 一 般 地 10.5-2 
说 没有 根 的 普遍 表达 式 。 因此， 不 必 解 出 根来 而 能 决定 系统 稳定 性 的 法 则 就 具有 很 大 的 
实际 意义 了 .利用 这 类 所 谓 稳 定 判 据 的 法 则 ,我 们 不 仅 能 够 确定 系统 是 否 稳定 ,同时 也 能 
说 明 系统 中 各 种 参量 和 结构 变化 时 对 稳定 性 的 影响 . 

连续 系统 中 现 有 的 几 种 稳定 判 据 硝 加 改变 后 同样 能 用 到 离散 系统 上 来 ,各 种 形式 的 
稳定 判 据 ,它们 所 表示 的 是 同一 个 事实 : 特征 方程 式 所 有 的 根 都 位 于 复 平面 上 单位 圆 内 . 
但 是 ,在 解决 具体 问题 时 , 如 果 方 法 选择 得 当 , 就 可 以 收 到 计算 简单 的 效益 。 下 面 将 要 讨 
论 的 几 种 稳定 判 据 ， 是 以 复 变 函数 理论 中 所 熟知 的 幅 角 定理 为 基础 的 ， 首 先 我 们 用 米 哈 
依 洛 夫 СМихайлов) 济 别 法 来 研究 差分 方程 式 的 稳定 性 。 设 差分 方程 的 特征 方程 式 为 

[D — AE | = 0) = А-а. (10.5-7) 

б Да = prer, с, An = леї", {ДА зХ(10.5-7)1/% 
fe) = (e — pe) Cet? — н Са ре) 

= R (OJER O) er -.. Р, (ђе!) 


$ Д = еб, д == ое! 


— вн 9. (10.5-8) 
= Ю(@)е: 1=1 
式 (10.5-8) 中 我 们 取出 RiC6)e 来 研究 ， 若 м 点 在 单位 圆 内 ,也 就 是 说 p, < 1, 由 图 
10.5-3(a) 中 可 以 看 出 , 当 9 角 由 0 变 到 2x 时 ，R1C0)e'?9) 向 量 绕 4 点 转 2x ДУ. 4 
А 在 单位 圆 外 ， 也 就 是 m > 1， 由 图 10.5-3Cb) 中 可 以 看 出 , 当 6 角 由 0 变 到 2x 时 ， 


Я 10.5-3 
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К.(0)с 9 绕 м 点 转 之 角度 为 零 . 但 是 =” 阶 方 程 一 定 有 ?= 个 根 ， 如 果 个 根 均 在 单位 
圆 内 , 则 式 (10.5-8) 的 总 转角 为 2zr， 若 都 在 单位 圆 外 则 转角 为 零 ， 若 一 部 分 根 在 单位 圆 


内 另 一 部 分 在 单位 圆 外 时 ， 转 
角 一 定 小 于 20, РАЖИВ 
米 哈 依 洛 夫 稳定 判别 法 则 转述 
如 下 : 当 6 角 由 0 9] 2» 1, 
曲线 FOA) 绕 原 点 转 2zr 角度 ， 
则 系统 稳定 。 否则 是 不 稳定 
й. 

稳定 性 的 另 一 判 据 方 法 是 
数 中 著名 的 劳 斯 - 霍 尔 维 次 不 
TA. 为 此 ,在 多 项 式 (10.5-7) 


үн kjo 
‚ ДУШ 21 5 平面 
7 и ч 
OA 
77 
(a) (b) 
图 10.5-4 
中 进行 分 式 线性 变换 
一 4 一 1 ftl 
ре В 
这 种 变换 把 和 平面 上 之 单位 圆 的 内 部 变换 成 5 复 平面 上 的 左 半 平 面 。 如 图 10.5-4 所 示 。 
也 就 是 把 
ЖА) 一 аА" + а, 1А" H а, + а 
变 成 


FCs) == bns” F Dya? Pousi bo. 


经 过 变换 后 多 项 式 的 系数 由 下 式 确定 : 


ы = У} „С "СК, — ССК + ССА, +... 
т= 0 


СТС +-С В 


式 中 
m] 


pKa 


k 
m 


如 果 IW 的 一 切 零点 均 位 于 单位 圆 内 ， 则 FO 的 一 切 零 点 将 位 于 5 平面 上 之 左 半 平 


HEA. 


ZE ВИИ НЕКЕ ТОЈ НО НУ ЕЕ. 这些 行列 式 是 
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记 
B В 0 
加 в 
А, = 2, ДА, = > А = |р ba b 
bs b | 
bs b; Ё. Р 


-是 , ЕЕ АОК UF: ЭЕТ >00, НАЕ 
ИТУ А, Д, Ду, ---А„ КТЗ, ШЫ ЕС) 的 一 切 根 均 有 负 实 部 . 
上 面 介 绍 的 两 种 方法 简化 了 稳定 判别 的 过 程 ， 从 而 使 我 们 比较 直观 地 看 出 离散 系统 
的 稳定 情况 ， 
我 们 在 开始 时 还 提 到 过 一 个 重要 的 系统 品质 指标 。 即 系统 的 静态 误差 .这 一 概念 是 
在 跟踪 问题 中 产生 的 .和 欲 使 受 控 对 象 式 《10.1-4) 的 输出 状态 向 量 УС) 眼 随 着 某 -输入 
作用 变化 ,控制 量 w(z) 应 使 在 上 一 co 时 眼 踪 误差 最 小 或 为 零 .， 遗憾 的 是 并 不 是 任何 系 
统 对 任何 输入 作用 都 可 以 使 跟踪 误差 为 零 , 而 只 有 某 些 所 谓 无 静 差 系统 ， 
的 输入 作用 ， 才 有 这 种 性 能 . 下面 我 们 将 研究 一 个 系统 无 静 差 的 充分 条 件 。 设 ” 维 向 量 
函数 g) = (аш), в), в), teea (0), t=, Т, 2Т, тт, +++, АВЕ 
的 输入 作用 , 受 控 系 统 输出 уб) 应 跟踪 它 . 或 者 ,， 需 选择 控制 参数 ， И 
后 ,误差 向 量 


є(т) 一 SEC) — yle) (10.5-9) 
将 一 致 趋 于 零 。 我们 将 уб) = ga) = 代入 式 (10.1-4) 就 得 到 
Не(:) — Hel) = Dg (t) — Delt) + eult), 
或 
Helt) = Delt) — cult) + Hgt) — р#(. С10.5-10) 
现 将 el) = Се, (е), e), 8300), "75 En(z)) 看 成 系统 的 状态 向 量 。 控制 量 w 的 作用 是 
使 el) 的 每 一 个 坐标 趋 于 零 。 方 程式 《10.5-10) 5 (10.1-4) 的 差别 ,就 在 于 前 者 有 干扰 
作用 . 此 外 两 种 方程 式 本 身 无 大 的 差别 , 其 中 DD 和 矩阵 和 с 向 量 都 保持 了 原来 的 形式 . Ш 
然 : 若 输入 作用 满足 差分 方程 式 
Нет) = Dg(z), (10.5-11) 
而 且 按 误差 反馈 的 闭路 系统 是 渐 近 稳定 的 , 则 无 论 系统 初始 状态 如 何 , 误 差 СМТ) 将 趋 
FTE. 我 们 常 称 系统 式 (10.1-4) 对 满足 条 件 式 (10.5-11) 的 输入 作用 为 无 静 差 系统 ,而 等 
式 (10.5-11) 为 系统 无 静 差 的 充分 条 件 。 我 们 把 满足 方程 式 (10.5-117 的 输入 函数 称 之 为 
系统 的 固有 输入 作用 类 ， 
Я 讨论 具有 两 个 积分 环节 的 系统 ,如 图 10.5-5 AR. Фу =1, Т=1, 则 其 差分 
方程 式 为 


Ну(тТ) = Dy(mT) + си, 


式 中 
т? 


р F) (2) 


设 输入 作用 (т) = o + аи, ЗА а, а 均 为 常 系数 ,该 输入 作用 所 确定 的 相对 应 的 输 
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HEE 
— ату | ы 
| | 


_! | 


Я 10.5-5 


入 作用 向 量 为 
кў = | а, + at }. 


ТА 


不 难 检查 ，g(z) 满足 方程 式 (10.5-11) 
Небат Metmar yd Atam + ОТ ) ( 1 ra 二 
0 1 и и 


= 0. 
因此 ， 上 述 系统 对 这 样 的 输入 作用 200) 是 无 静 差 系统 。 但 是 当 输 入 作用 不 为 t 的 线性 
函数 ,而 含有 г 的 二 次 项 时 ,系统 将 变 为 有 静 差 的 了 . 
如 go = в + at + ай, AP а, а 和 a;， 均 为 常量 ， 对 于 这 样 的 输入 作用 所 
悄 定 的 相对 应 的 输入 作用 向 量 为 
СЕ == ( а, 二 ut 十 ам? 
а + 2at 


我 们 计算 出 
НебтТУ — Биби? = Ба =f 
‘at 
不 为 零 向 量 ,所 以 系统 是 有 静 差 系统 .把 上 式 代 入 式 《10.5-10) 中 , 便 得 到 
НЕ(тТ) = DelmT) — си(тТ)-+ f. 
当 我 们 把 上 式 变 成 以 误差 反馈 的 闭路 系统 时 ,例如 , 令 uCmT) = kei(m7) + дав (тТ), 
= + 足够 大 而 系统 达到 稳 态 时 ， Бо НЕ(тТ) = є(тТ). 不 难 检 查 , 当 К м0, с: 0 
Fj, (E + K — D) арр, ША 
= ciki cikz 
К 一 3 
ан en 
det(E + K — D) = ck T = 0, 
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于 是 ,系统 的 静态 误差 为 
=(тТ) = (E + K — D)”Ff 
ko 21 с. a (е 4- 2 工 二 ct) 
= МТ cki cki T (= ) ез kı caki 
42 (22 一 Г ) 
从 上 式 我 们 可 以 看 出 ,系统 的 静 差 与 输入 作用 的 加 速度 a; 成 正比 ,并 和 采样 周期 有关 . 
而 矩阵 


ke Kas 


2а;Г 
Т оТ 


ир АТ cak1 соТ 
(Е+К— р)! = | 1 


ka кү 
ШЕ: соТ 


当然 ， 上 列 关 于 静态 误差 的 讨论 仅 对 按 误差 反馈 的 闭路 系统 才 是 正确 的 .如果 采用 
复合 控制 方法 , 即 * RRE e 的 线性 函数 ,而 且 也 是 g0) 的 线性 函数 时 ,原来 是 有 静 差 的 
系统 ， 现 在 就 可 能 变 为 无 静 差 了 ， 关 于 复合 控制 系统 的 理论 在 线性 连续 系统 的 理论 中 已 
做 过 详细 讨论 .那些 计算 方法 可 以 完全 类 似 地 适用 于 对 离散 系统 的 分 析 ， 故 此 处 不 再 重 
复 . 


10.6 ”线性 离散 系统 的 综合 


前 面 几 节 我 们 对 线性 离散 系统 进行 了 分 析 , 这 一 节 将 研究 线性 离散 系统 的 综合 问题 . 
由 于 高 阶 差分 方程 式 和 一 阶 方程 组 等 价 , 故 只 研究 方程 组 的 情形 ,所 得 到 的 结论 可 直接 应 
用 到 高 阶 差分 方程 式 所 描述 的 离散 系统 . 

设 受 控 对 象 的 运动 规律 是 由 下 述 线性 常 系数 差分 方程 组 描述 的 ， 

Hy(NT) = Dy(NT) + си(МТ). 

其 中 控制 量 x(z) 假定 不 受 限 制 . 当然 ,在 实际 问题 中 ， 一 般 说 来 这 是 不 可 能 的 . 但 当 
u(t) 为 误差 座 标 的 线性 组 合 , 而 误差 又 比较 小 时 ,此 时 wu(z) 的 取 值 也 不 会 很 大 , 往往 处 
于 其 可 准 取 值 范 围 之 内 . 这样 就 可 以 认为 и 取 值 不 受 限制 。 在 这 种 假定 下 设计 出 来 
的 系统 ,一 般 能 满足 对 系统 的 基本 要 求 ,如 稳定 性 , 较 短 的 过 渡 过 程 时 间 等 等 ， 

若 系统 初始 误差 为 yo = (Yws Ynos to yo)， 按 差分 方程 的 通 解 公式 有 


对 一 工 
y(NT) = Dy, + DY У) р" +9еи(тТ). 


MERRIE, 使 系统 误差 为 零 . 我 们 先 来 证 明 一 个 简单 的 事实 , 就 是 在 断 续 系统 中 ， 
利用 线性 控制 规律 ,可 以 使 任何 初始 条 件 在 有 限时 间 内 使 其 误差 为 零 . 设 系统 的 差分 方程 
是 ” 阶 的 ,或 者 说 差分 方程 组 含有 =” 个 方程 式 , 现 证 明 对 完全 能 控 的 系统 可 以 选择 一 种 线 
性 控制 规律 ,在 >7 时 间 内 无 论 初始 偏差 为 何 , 总 有 УСТ) 一 0. 为 此 将 式 (10.2-6) 整 理 
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后 令 yx7T) 一 0， 有 
yo = —D”cu| (n — ПТ] — р-"еи[ (п 一 2)7] — ++- — Бюи(0). (10.6-Г) 
或 者 写成 
Р"у, = —си[(в — ОТ] — Беи[ (в 一 2)7] 一 … :一 Diex(0)。 
当 系 统 为 完全 能 控 时 向 量 


с, Ре, Ос, -+ -D'e (10.6-2) 
线性 不 相关 ， 他 们 构成 ”= 维 相 空 间 的 基底 向 量 ， 任 何 误差 向 量 所 确定 的 Dy 均 可 由 式 
С10.6-2) 各 向 量 的 线性 组 合 表 示 出 来 .不 难 检查 , 若 с, De, D'e- -De 线性 不 相关 ， 
那么 向 量 


r 一 — De, т = — О, +.-, г, = — De 
也 必然 线性 无 关 . г: = (га, га, tto гь) 代 人 式 (10.6-1) 中 后 ,得 到 线性 代数 方程 组 


Уш = Tamuna P алой 十 F Ги 


Ую = Tnn 十 Р, 22 十 ”十 Fitos: 
Ушу = Райа Р Ра, „йа T 75 E тано, (10.6-3) 
HA Ун» Ую» ***> Yno 为 给 定 的 系统 初始 误差 坐标 . и; — и(тТ), i = 0.15258 — 1, 
为 待 求 的 控制 量 。 由 于 诸 向 量 к; 所 组 成 的 矩阵 行列 式 不 为 零 , ВП det (т, т, т, =t 
т.) 关 0， 所 以 代数 方程 式 中 的 и; 有 唯一 解 : 
— det Cris ttt Fimo Yos чы чынле, пе 9, + 
э 2> 
det (уу, Р» tto Fa) 


将 w; 之 值 代入 式 (10.2-6) 中 后 , 无 论 系 统 初 始 误差 状态 如 何 , 式 (10.6-4) 所 决定 的 控制 
参数 将 最 多 在 7 步 内 使 系统 的 误差 归 零 .或 者 说 任何 过 渡 过 程 都 在 w 个 采样 周期 内 结 
Ж. 当然 过 渡 时 间 也 可 以 小 于 xT。 初 看 式 《10.6-4) 似 乎 是 为 了 确定 控制 参数 之 值 ,必须 
算出 它 的 4 步 内 之 诸 值 ，u《0), иСТ), uT), +, ula 一 1)Т]. 其 实 为 了 使 离散 系统 
获得 上 述 性 能 ,只 需 算出 x(0) 之 值 就 足够 了 .因为 差分 方程 (10.1-4) 为 常 系数 方程 式 ， 
在 任何 时 刻 :一 «Т МЕ у(ат) 看 作 下 一 步 的 初始 条 件 , 只 要 系统 诸 座 标 的 值 能 不 断 
地 测量 即 可 .根据 式 (10.6-427 可 求 出 
det (Yos Tzs Ту, == а Ta 
стае det (ris Г. ……， 


эл, (10.6-4) 


К 
А Ynos (10.6-5) 


R R 
е е ыы 


其 中 A = det (т, т, с, Р), Ra ШТУК Е г, 之 代数 余子 式 . 将 и(0) 之 值 
代入 式 (10.1-4), 去 掉 уо, Уз» to Уно 的 零 往 角 则 得 到 闭路 方程 式 : 
Ну(2) = Dyt) + cut) 


R R R 
= руб) + е(® у ш 2 十 一 到 ,) 
"a г 


= (D + С)у(2) = Ву), 1= 0, Т, 2T, +++, (10.6-6) 


В = (р + C), 


10.6 线性 离散 系统 的 综合 323 


cn КЁ сс К, 


Ru с;К "СК, 


>|- 


Ca Rn Cn Riz ы СК» 


由 此 可 知 ， 用 上 述 办 法 综合 的 闭路 系统 依然 是 一 个 为 线性 差分 方程 所 描绘 的 系统 . 由 于 
它 能 在 = 步 内 使 任何 初始 误差 归 零 , 故 式 (10.6-6) 所 描述 的 闭路 系统 常 称 之 为 最 优 线性 
做 为 例 寺 ， 试 综合 受 控 对 象 为 串联 的 两 个 积分 环节 的 系统 .我 们 可 以 写 出 开 环 系统 


ду, dy, 
лу L „+ 
dt ? dr 
dy | 
全 = dy + Би 
аг + á 
其 中 


又 可 以 求 出 相应 的 差分 方程 式 
Ну(МТ) = Dy(NT) + cu(NT), 


т, 
| 1 а" нЕ ғ") 
‚0 1°, yT 


经 过 检查 可 知 c 和 De 是 线性 不 相关 的 . 根据 上 述 讨论 可 以 求 出 


пр С) 6) 


0 1 / FT 


式 中 


—yT 
ба т РОТ», рут 2) 

= 07 = | | 2 = 2 } 

0 1 =e —yT 

2 


ke ито rT (1 де ) 


= у Г 一 了 
再 根据 式 C10.6-5) 求 出 
Ri ——7T, Вы 7 (1+). 
2 


“СА С(10.6—5 ЖЕН 


—1 
и(0) = FTI Yo — Уол» (10.6-7) 
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所 以 
M 1») ии. 
一 工 (1 Зе Ly) | 
L, ST \ 
z= 1 9 
Т ӯ 
于 是 闭路 系统 差分 方程 式 
Ну = Ву, culaT) = Су(еТ), «==0,1,2,+++, (п = 1), 
或 者 ,写成 展开 形式 : 


уубу == = yn [бт == DT] + 二 У Ту (т — Т), 


Убе = ш дб 1)T]— Е Cm >й]. (10.6-8) 


不 难 检查 式 (10.6-8) ERRAZ. НАЖ и = Сую» У) ХММ, Я т = 2 便 有 
УСТ) = 0 у (2Т) = 0, Н.Ж у:СтТ) = у, (тт) = 0, т> 2, ЕЕ 
式 有 

У(тТ) = B"y,, 


但 是 
ие" рз Y Ar | "] 
В? 一 一 
1 1 1 1 у 
7 T 2” ы 
所 以 ， 2 时 ，?(C27) = 0， 这 样 我 们 就 可 以 按 式 (10.6-7) 中 的 关系 式 得 到 待 求 之 控 


10.7 最 优 控制 函数 的 综合 


前 节 内 我 们 讨论 的 线性 系统 , 曾 假定 控制 量 u 到 值 范围 没有 限制 ,这 只 是 在 某 些 情况 
下 ， 例 如 在 小 扰动 的 情况 下 才 有 意义 .几乎 所 有 的 线性 理论 的 应 用 范围 都 大 致 如 此 .但 
是 ,在 实际 技术 问题 中 控制 量 * 不 受 限 制 的 情况 是 比较 少见 的 ，。 当 控制 量 有 了 限制 之 后 ， 
系统 的 运动 状态 就 要 发 生 重 要 的 变化 ,其 综合 方法 也 与 以 前 讨论 的 不 同 ， 一 般 来 讲 , 系 统 
的 限制 条 件 有 两 类 ,一 类 为 对 控制 量 的 限制 ,一 类 为 对 某 些 系统 状态 座 标的 限制 。 这 两 种 
限制 不 是 - 回 事 ,在 设计 系统 时 应 考虑 这 两 种 限制 实际 技术 问题 中 ,对 座 标 限制 往往 能 
利用 一 些 特殊 装置 自动 地 实现 ， 如 随 动 系统 常用 的 角度 限制 器 ， 速 此 限制 器 与 加 速度 限 
制 器 等 等 ， 对 控制 量 的 限制 是 由 控制 器 本 身 的 特性 决定 的 ， 例 如 放大 壳 输 出 的 最 大 电压 
和 最 大 功率 ,已 经 由 它 的 结构 参数 历 确 定 , 飞行 此 和 能 的 最 大 转角 党 由 机 械 结构 情况 和 改行 
器 的 气动 特性 所 确定 。 从 控制 系统 综合 来 看 ,以 上 两 种 限制 都 应 该 考虑 . 
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在 本 节 内 我 们 只 讨论 控制 量 有 限制 的 控制 装置 的 综合 问题 ， 因 为 在 这 方面 的 研究 工 
作 近 些 年 来 有 不 少 进展 "对 最 速 控制 系统 已 经 提出 了 一 些 工程 技术 上 可 以 采用 的 理 
论 结果 和 计算 方法 。 现 讨论 前 面 提出 的 线性 差分 方程 
Ну = Dy + си, (10.7-1) 
其 中 >* 的 取 值 范围 受到 下 列 条 件 的 限制 : 
lul <M., (10.7-2) 
满足 式 (10.7-2) 的 控制 x 叫 作 可 准 控制 . 
设 已 知 系统 式 (10.7-1) 的 初始 状态 为 Yo = (Yos Yws tts ymo)， 需 要 求 出 一 个 可 准 控 
制 xp, 一 0, T, 2T, 0 NT; 代入 式 (10.7-1) 后 ,系统 将 以 最 短 时 间 , 即 最 少 采 样 周 
期 ,到达 预 定 的 状态 .当然 , MERSAN., 最 优 控 制 也 将 不 同 。 下 面 我 们 将 认为 预定 的 
我 们 再 讨论 一 下 系统 的 能 控 性 问题 ， 在 本 章 第 二 节 中 我 们 曾 讨论 了 线性 系统 能 控 性 
的 充 杰 条件。 那个 条 件 是 在 控制 量 不 受 限 制 的 情况 下 得 到 的 ,在 控制 量 受 限制 的 条 件 下 ， 
情况 将 发 生变 化 .我 们 需要 重新 定义 系统 的 能 挖 性。 设 У, 是 系统 的 初始 状态 , 如 果 可 以 
几 某 一 可 准 控制 иб), [uO] < М, 可 把 y。3 引 到 原点 ,我 们 称 уо 为 可 控 点 ;如 果 状 态 
空间 中 有 一 个 区 域 完全 由 可 控 点 组 成 ， 则 称 为 可 控 区 ; 如 果 全 部 状态 空间 中 的 点 都 是 可 
控 的 , 则 该 系统 称 为 全 局 可 控 。 在 控制 量 受 限 制 的 情况 下 ， 弄 清 可 控 性 当然 是 很 重要 的 . 
因为 如 果 受 控 量 和 控制 量 不 受 限制 的 线性 系统 是 完全 能 控 的 ， 当 制 制 量 受 限制 时 就 不 一 
定 是 能 控 的 ， 此 时 所 谓 最 优 控 制 问题 就 不 一 定 有 解 。 下 面 我 们 介绍 全 局 可 控 性 的 充 要 条 
件 。 设 式 (10.7-1) 为 常 系数 线性 系统 , 限制 条 件 为 式 (10.7-2), DD 为 非 赔 化 和 矩阵， 系统 为 
全 局 可 控 的 充 要 条 件 是 


(1) “А8 с, De, D'e, ··:, рс REER. (10.7-3) 
(2) Ер 0) ЖА Е Ж, 
|| = 1,7 = 1, 2, и, (10.7-4) 


为 了 说 明 这 两 个 条 件 的 意义 ,我 们 再 把 式 (10.7-1) 的 通 解 写 出 : 
yNT) = ру, 十 Dricx(0) + :+ culla — 1)T). 

设 存在 自然 数 和 NN， 用 控制 ul) 一 {и(0), ИСТ), -3 и((М 一 1)T)} 可 把 yo 引 到 原点 ， 
yCNT) 一 0， 因为 也 为 非 晓 化 矩阵 ,上 式 可 改写 为 式 4(10.6-1) 的 形式 . 令 

т 一 一 Dric, т = — 07е, ++, ту = — De, (10.75) 
于 是 有 

У 一 Т, + ufi 十 … иу (10.7-6) 
AP u 满足 限制 条 件 lu:| < M。 从 上 式 可 以 看 出 ,凡是 能 用 式 (10.7-6) 表 达 出 来 的 yo 
点 均 为 可 控 点 ,并 且 可 以 用 可 准 控制 在 不 大 于 NT 的 时 间 内 到 达 原 点 。 依 据 这 种 几何 概 
念 ,我 们 来 检查 条 件 式 (10.7-37 和 (10.7-4) 的 充分 性 和 必要 性 . 

Æ с, De, Ос, +- О" е 向 量 线性 相关 ,那么 , 式 (10.7-5) 向 量 序列 中 任意 YX 个 线性 
195, М> mw。 由 定义 式 (10.7-5) 知 此 时 т, To +++, т„ 线性 相关 , 即 存在 п 个 不 全 为 零 
的 常数 Cis Са, tto Cas TE 

Cir, + Cri + +++ + С„к„ =O, (10.7-7) 
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由 此 可 知 ，r。 向 量 可 由 前 面 ”一 1 个 向 量 的 线性 组 合 表示 出 来 , 它 属 于 前 w 个 向 量 所 构 
成 的 子 空间 Res Жн т< яп, 不 难 检查 , 无 论 N 为 多 么 大 , 式 (10.7-7) 所 能 达到 的 点 均 
属于 Ra. НРУ К, 的 维 数 小 于 n, 那么 必 存 在 大 于 1 维 的 子 空间 Ro 1=п—т, 
12 1， 其 中 任何 点 均 不 和 引用 式 (10.7-6) 表 示 出 来 . 换言之 , 若 式 (10.1-4) 的 初始 状态 为 
К, 中 之 某 一 点 ,那么 无 论 用 什么 可 准 控 制 都 不 能 使 系统 归 零 ， 这 就 说 明 条 件 式 《10.7-3)7 
是 全 局 可 控 的 必要 条 件 ， 

设 式 (10.7-4) 不 等 式 不 成 并 ,也 就 是 说 某 个 根 14 > 1， 现 对 式 (10.1-4) 进 行 座 标 变 
H, S P EIENAAR, S 


x = Ру, detP 0, 


代入 式 (10.1-4) 后 有 
Hx = РОРтх + Peu, (10.7-8) 
选择 矩阵 了 使 J = PDP 成 为 约 当 标 准 型 。 用 Л ЖИМ А 的 约 且 块 , 它 的 行 数 为 
1!， 用 d 表示 Pe， 则 方程 式 (10.7-8) 到 达 零 点 的 通 解 可 以 写成 
ху 一 нук, Ty 十 十 иу. (10.7-6') 
其 中 
ту = — Ја, ғ, = ЛМ, +-+,ту == —/“4, 


тт = С, ©, ЈК"), 


| Ж оё Ei ТД | 


м В т -g-i 
== 0 1 aM 
。 1 
1 
А 


<> d= (4, 4 +, dyn), АРНА а, 关 0， 设 为 实数 ， 某 一 个 向 量 х, 能 用 
式 《10.7-6') 之 右 端 有 限 项 之 和 表示 的 必要 条 件 之 一 是 х, 的 第 ! 个 分 量 roa 需 能 写成 : 


za "но “| Hm UN—1 
= ). 
Хо dl T 2 А" А 
由 于 [А 21, ч 
а 
НЕЯ > =M y, 


ДЕ | || —1 
AREE xo 它 的 分 量 хо > M1， 则 用 任何 可 准 控制 均 不 能 使 受 控 对 象 由 点 № == (ха, 
Xə *°°› Х]—10› "”” "> хь) 在 有 限时 间 内 到 达 原 点 。 当 А 为 复数 时 ， 上 述 讨论 变化 不 大 ， 
而 结论 相同 。 这 说 明 , 为 了 使 式 《10.1-4) 为 全 局 可 控 , 条 件 式 (10.7-4) 和 (10.7-3) 必 须 成 
м 
其 次 我 们 再 证 明 当 这 些 条 件 满 足 时 ,对 任何 非 零 的 初始 误差 y 和 对 任何 自然 数 均 
能 找到 一 组 不 为 零 的 控制 参数 Btp 十 15 Ўраз» `°°› Ируи> 使 


= 40и, Е р ира Та) = p> 
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p= Üs 1,2» +=, [uprl <M, 4>0. 这 是 因为 对 任何 р 诸 [ 向 量 Toris Гра" "9 Трап 
为 线性 不 相关 , 可 以 构成 7 维 空间 的 基底 , 任何 一 个 向 量 均 可 以 用 它们 的 线性 组 合 表示 . 
依 假定 我 们 知道 ， 和 矩阵 巡 的 特征 根 || < 1， 重 复 前 面 的 讨论 可 知 ， 回 量 трн 1 = 1， 
2, +++, п 的 长 度 不 随 4 的 增加 而 碱 小 ;于 是 上 式 内 向 量 n 的 长 度 总 大 于 某 一 正 数 ， 对 
于 任何 у, 均 可 取 有 限 个 向 量 ,使 


У 

ы СА 

у» = У} т. 
a=] 


由 上 述 讨论 可 知 , 若 系统 式 (10.1-47 满 足 式 (10.7-37 和 《10.7-4) 两 个 条 件 , 对 任何 初 
始点 yy 都 可 以 找到 一 个 可 准 控 制 #(еТ), а = 1, 2, N 使 系统 在 有 限时 间 内 归 零 . 

参照 对 连续 系统 的 讨论 ， 在 解决 综合 问题 时 我 们 主要 应 用 等 时 区 的 概念 。 下 面 我 们 
就 来 研究 等 时 区 的 性 质 . 从 线性 离散 系统 的 运动 规律 式 (10.7-6) 可 知 , 当 六 为 有 限 数 时 所 
能 得 到 的 y 的 范围 总 是 有 限 的 .这 是 因为 诸 向 量 的 系数 и; 受到 条 件 式 (10.7-2) 的 限制 . 
我 们 称 由 式 (10.7-6) 所 决定 的 -一切 y 点 的 集合 为 等 时 区 , 记 为 GONT). 同样 我 们 从 式 
《10.7-6) 的 几何 意义 可 知 ，GCNT) 在 N >n 时 构成 4 维 多 面 体 , 座 标 原 点 为 它 的 内 点 . 
当 N= 时 ，G(7T) 只 含有 一 个 通过 原点 的 向 量 ，y = ти 一 一 DT'icw, 一 M < иу < 
м; СОТ) 为 包含 原点 的 一 个 平行 四 边 形 ,其 各 边 为 +Мт, 和 +Мк,; CGT) 为 包含 
原点 的 一 个 平行 六 面体 ,其 各 楼 边 为 +Мгт, +Мт, 和 Mr: KEARE, GT) 为 
包含 原点 在 内 的 一 个 7 维 多 面 体 ,其 楼 边 分 别 为 Мт, Мт, t, +Мт„, 

FDA, GONT) 是 闭 凸 多 面体 , # у 属于 СОТ), у, 也 属于 СОТ), ВА 
它们 连 线 上 的 任 一 点 y 也 属于 GNT). 
因为 对 4,0 三 7 三 1， 有 


y == (1 == КУ, + Ay: 
N N 
= (1—4) D uL, +A D ид т, 
а= 1 а=} 
№ N 
= [a — 2) D utha “| г. 
а=1 а=] 
N 
= DA -— ди, + мо, 
а=1 
而 [ | ЗМ, lugi SM, 所 以 | 人 — А) и, + hu < М. 这 就 证 明了 у 点 用 


可 准 控 制 在 N 步 内 可 以 到 达 . М N >n В, СОЛТ) 为 一 个 = 维 凸 多 面体 , 它 的 表面 是 
有 限 个 平面 和 棱 线 组 合成 的 . 按 等 时 区 的 定义 可 知 , 若 有 一 点 不 属于 СОТ), ЖА, 


自 该 点 到 达 原 点 ， 如 果 可 能 的 话 , 所 费时 间 一 定 大 于 NT. 若 y 点 属于 CNT) 而 不 属 
于 GIW- D7]， 则 自 该 点 到 达 原 点 至 少 需要 入 步 . 
例 一 个 系统 运动 的 方程 式 为 
у = Уз 
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en |а| 51, 
dt 
相应 的 离散 运动 方程 式 为 
Ну.(тТ) = у(тТ) + Ту(тТ) + yT? (1 — Ту) em7)， 


Hy (mT) = ymT) + уТи(тТ). 
4 у=1, Т = 1 时 有 


Ну(тТ) = у(тТ) + ymT) + т uCmT), 


Ну;(тТ) = ymT) + и(тТ). 
由 此 可 知 


ae 


—1 
ZEX, COT) 是 由 下 列 一 切 向 量 组 成 的 凸 多 面体 ， 


y= фт» AES = а= 1,2, tea №, 


图 10.7-1 内 画 出 了 М = 1, 2,3, 4 时 的 等 时 区 的 几何 形状 . М у= 1 ү, ССТ) 为 由 
+r, 和 一 mr 组 成 的 通过 原点 的 一 段 直线 ; СОТ) 为 м 和 т, 所 决定 的 平行 四 边 形 ; 
GGT) 为 т, г. 和 т; 所 组 成 的 平面 六 边 形 ; GUT) 为 т, т, т, 和 т, 所 组 成 的 平 
面 八 边 形 . 依 此 类 推 , 可 以 画 出 任意 GOT) 来 .可 以 看 出 ,由 于 GONT) 是 凸 的 ,所 以 

只 要 求 出 所 有 的 顶点 用 直线 连接 即 可 以 。 从 上 例 中 ,我 们 得 到 启发 , ВАМ GIN 一 рт] 
中 得 到 GCNT)， 只 需 在 G[(N 一 ОТ] 中 的 一 切 边界 点 上 加 上 一 个 向 量 +Mrr 经 过 
一 切 G[(N 一 1)T] 的 边界 点 之 后 , 便 画 出 GOT) 的 一 切 边界 点 。 不 难看 出 这 种 作 图 
法 ,对 任何 具有 式 (10.1-4) 形 式 的 系统 都 适合 ,这 一 事实 可 以 写成 

G(NT)DG[N — 1)Т]. 

这 种 包含 关系 ,不 仅 是 终点 为 原点 时 才 成 立 ,而 对 于 一 切 满足 代数 式 СО 一 Ey + cz 一 
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0, «| < M ， 的 系统 终点 状态 у 均 有 这 种 包含 关系 . 此 时 我 们 称 等 时 区 为 非 降 的 ， 显 
然 , 当 系统 的 终点 为 原点 时 ,等 时 区 总 是 非 降 的 . 

下 面 我 们 开始 研究 最 优 控制 系统 的 综合 方 
法 . 所 谓 最 优 控制 函数 的 综合 是 指 找 出 一 个 多 
TR uis у tto У НИКАБ (10.1-4) 
后 ,系统 从 任何 初始 状态 出 发 , 均 能 以 最 短 的 步 
数 自动 回 到 原点 .一 般 来 讲 ， 这 一 ?元 最 优 控 
制 毅 数 难以 用 解析 式 表 达 出 来 ， 而 是 分 段 取 常 
值 的 离散 函数 . 下面 我 们 将 通过 对 等 时 区 的 详 
细 研 究 ， 求 出 最 优 控制 函数 之 值 在 状态 空间 的 


分 布 规律 ~ » 


设 系统 式 (10.1-4) 的 初始 条 件 为 уо ЯТ 
在 一 个 可 准 控制 函数 |а < М, +=0, Т, 
2Т, ---, МТ, 它 能 使 系统 以 最 短 的 时 间 ( 最 少 у: 
步 数 ) 到 达 原 点 ,就 称 x(9 是 最 速 控制 函数 . 我 
们 将 要 看 到 ， 在 绝 大 多 数 情况 下 与 连续 系统 相 
反 , 最 速 控制 函数 不 是 唯一 的 , 自 yp 点 有 无 穷 多 "я 
个 不 同 的 可 准 控制 函数 均 能 使 系统 以 最 短 的 时 
间 到 达 原 点 ， 此 时 我 们 可 以 任 选 其 中 的 一 个 做 
为 设计 的 依据 。 设 y 位 于 等 时 区 GCNT) A, 
但 不 属于 CIW 一 1)7T]， 那 么 按 等 时 区 的 定 
Х.А y 到 达 原 点 的 最 短 时 间 为 NT. 任何 可 准 控 制 函数 (г) 若 能 在 立 步 内 使 描绘 点 
到 达 原 点 , 它 就 是 最 速 的 .其 次 , 若 yE GONT), М> 2, 但 yo 不 属于 GION 一 ОТ], 
此 时 不 存在 任何 可 准 控制 x(0) 使 у 在 一 步 内 进入 СІС 一 2)Т1, 否则 此 点 必 属 于 
G[(N 一 1)71. 于 是 ,任何 可 准 控 制 u), 20, T, (У 一 1)7， 如 果 它 能 使 系 
统 按 下 列 规律 变化 : 
ЖЕ GONT), УСТЬЕ GICN — ПТ], +++, УМ — 1)Tle ССТ), УСМТ) = 0 
(10.79) 
它 一 定 是 最 速 控制 。 因此 在 任何 瞬间 г = д, Ж u(to) 能 保证 使 yo 进入 相 邻 更 小 的 等 
时 区 , 则 控制 函数 的 该 值 为 最 优 . 
由 于 等 时 区 形状 为 凸 性 多 面体 ,所 以 它 的 一 切 顶点 足以 决定 等 时 区 的 全 体 , 又 因为 任 
何 一 条 积 线 都 是 两 个 顶点 的 连 线 , 而 任 一 平面 都 是 两 条 和 棱 线 组 成 的 平面 ,因此 为 了 得 到 等 
时 区 ,必须 首先 研究 如 何 得 到 它 的 顶点 . 设 y。 是 等 时 区 GCNT) 的 一 个 顶点 ,由 于 它 是 
凸 的 ,从 此 点 出 发 通过 CONT) 的 任何 两 条 射线 的 夹 角 均 小 于 180°, 否则 yo 不 会 是 等 时 
区 的 顶点 。 通 过 ж 作 一 支 面 P, 使 GOAT) 完全 位 于 支 面 了 的 一 侧 , 而 且 ССТ) 与 
P 只 有 一 个 交点 y。 如 图 10.7-2 所 示 . 过 yo 点 作 了 平面 之 外 法 向 量 Ф, Ф 与 GONT) 
不 在 同一 侧 ,而 ж 为 顶点 ,所 以 对 GONT) 内 任何 异 于 之 点 了 均 有 不 等 式 
(фә. у у) 0. (10.7-10) 


图 10.7-1 
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设 自 у 点 到 达 原 点 的 最 速 控制 为 йб), ША У 点 到 达 原 点 的 控制 为 и), WAR 
据 式 (10.7-6) 和 《10.7-10) 可 得 


u(t) 


图 10.7-2 Ра 10.7-3 


(Ф, >} Иа — DT] — [ба — т)», ) >". 
因为 y 是 任意 选 的 , 若 令 
#[ (а — ПОТ], аз М, 
иран UTI 的 и’ № #[ (а — ПТ], «= М, |и | < 1, 
此 时 有 
Chos г СУ — ПТ] — и) 20. 
根据 前 面 的 讨论 可 知 , 若 将 ry = 一 De 代入 上 式 后 有 
С= Ср) ф,, с (М — DTI —#) 20. 
则 
ГОУ — 1)T | = —M sign (CD-*)'Y,, с). 
重复 上 面 的 讨论 ,使 y。 点 到 达 原 点 的 最 速 控制 Cz)， 在 任意 时 刻 1 =0, T, 2Т, =, 
тТ 满足 不 等 式 
(D=) pi, с (т — ПТ] — «| Ст — ОТР >0, С10.7-11) 
AP (Ст — ОТ] — и[(т — ОТ] 0; 和 欲 使 不 等 式 (10.7-11) 成 立 , 则 要 求 向 量 内 
满足 下 列 条 件 : 
((рю-"уф,с)уе0, т = 1, 2, 3, +--М, 
因为 Ср") EA (10.2-7) 的 解 , 我 们 可 以 把 上 面 讨论 的 问题 归纳 成 下 列 必 要 条 件 : 
їй а) 为 自 等 时 区 GCNT) 的 顶点 加 到 达 原 点 的 最 速 控制 ,那么 必 存 在 一 个 非 零 向 量 
， 以 它 作 为 下 列 方程 式 的 初始 条 件 : 
H*g (mT) = ФГ (т — ОТ] = ртт), P0) = h, (10.7-12) 
(ФСтТУ, с) ж 0, т= 1, 2,3, .-.,М, 
那么 最 速 控 制 可 表示 为 
#СтТ) = —M sign pm + 1)Т),е). (10.7-13) 
式 (10.7-12) 和 (C10.7-13) 说 明 由 等 时 区 GCNT)》 任意 顶点 到 达 原 点 的 最 速 控制 一 定 是 极 
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性 控制 , 即 йб) 的 值 只 能 是 土 M 、 任 何其 他 控制 作用 均 不 是 最 优 的 . 为 了 以 后 讨论 方 
便 , 和 方程 (10.1-4) 一 起 讨论 它 的 逆 运 动 方程 式 


Ну(тТ) = р-'у(ттТ) — пи(тТ), (10.714) 
式 中 т = 2-е. АС. 
I т = (DY pmT). (10.7-15) 


ВЕЖА GOT) 的 顶点 至 原点 的 最 速 控制 ， 同 时 也 将 是 方程 式 (10.7-14) 自 原点 

到 GONT) 的 顶点 的 最 优 控制 .等 时 区 GOAT) 同样 可 以 认为 是 在 NT 的 时 间 内 系统 式 

《10.7-14) 自 原点 所 能 到 达 的 一 切 点 的 集合 , 而 等 式 (10.7-6) 恰 恰 是 式 (10.7-14) 的 通 解 . 

这 样 , 必要 条 件 式 《10.7-12) ЯП (10.7- {85 可 转变 为 系统 式 (10.7-14) 自 原 点 到 达 等 时 区 

GONT) 顶点 的 最 速 控制 的 必要 条 件 . 因此 , 如 果 存 在 一 个 bo ERMIN 
Н*ФСтТ) = CD Gp mT), Фф, = ФМТ), 


的 解 满足 条 件 
(ФОТ), т) = 0, т == 1,2, +++, М, 
则 最 速 控制 必 为 
&(тТ) = М sign (Ф Ст + DT]; r), m=0, 1,2, № 1, 
我 们 再 研究 等 时 区 GCNT) 内 部 一 点 y， 这 里 М >n, 并 设 它 不 属 寺 更 小 的 G[CV 一 
1)7]1， 目 此 点 到 达 原 点 至 少 要 六 步 . 这 时 最 优 控制 e 不 是 唯一 的 ,而 是 有 无穷 多 个 不 
相同 的 控制 能 在 NT 时 间 内 将 y 点 引 至 原点 。 为 了 说 明 这 一 事实 ,我 们 在 图 10.7-2 中 通 


过 yy 点 作 一 任意 直线 与 GWT) 边界 相交 于 р 和 р, А р, 和 ps 两 点 到 达 原 点 的 控 
制 分 别 为 m) 和 wz(#z)， 它 们 是 不 相等 的 . 令 аб) 和 в) 分 别 表示 自 p 和 р› 点 
到 达 原 点 的 最 速 控制 , 则 


ult) = Ан (р + O — Эни), 0<5<1, 

ЖЖ у ATN PRIER Ар ЕН FARE: 

к ее [у — pll 

1—4 У-Р’ 
因为 过 y 点 可 以 作 无 穷 多 直线 与 等 时 区 边 欠 相交， 因而 这 种 控制 也 有 无 穷 多 个 ， 即 是 说 
Ну 点 到 达 原 点 的 控制 不 是 唯一 的 。 如果 Yo 是 等 时 区 的 顶 АА ША у арлот 
制 是 唯一 的 ， 显然, 设 两 个 不 相等 的 最 速 控制 w(z) 和 wz(z) 都 能 将 уо AEN AE 
到 原点 则 用 控制 


400) = nat + uke) 


也 能 使 yo 点 在 NN 步 内 到 达 原 点 . 但 是 根据 必要 条 件 wu(z) 和 ог) 必 为 极 性 控制 ,这 与 
上 述 假定 矛盾 ,因为 若 两 个 控 оу б лы ш ЖЮ 260) =0, 
这 不 是 极 性 控制 ,由 此 知 иб) = wz(z) 所 以 自 顶 点 至 原点 的 最 速 控制 是 唯一 的 . 
在 一 定 条 件 下 ， 可 以 证 明 由 等 时 区 的 边界 点 到 达 原 点 的 最 速 控制 也 是 唯一 的 ， 下 面 
我 们 指出 一 个 充分 条 件 . 
设 受 控 对 象 的 差分 方程 式 的 基本 解 憩 阵 忆 能 使 Y 个 向 量 CN > п) 
r = —D'e, rn = — De, rs 一 一 De +, г = — De (10.7—5) 


332 第 十 章 ”离散 控制 系统 


中 的 任意 7 个 rw > Ты, Р, to Tm, 线性 无 关 , 那 么 自 等 时 区 边界 上 的 任 一 点 到 达 原 点 
的 最 速 控制 是 唯一 的 设 y 为 等 时 区 GCNT) 边界 上 的 任 一 点 ,如 图 10.7-2 所 示 。. 因为 
GONT) 的 边界 是 由 若干 个 ”一 1 维 超 平面 组 成 的 , 故 可 以 假定 y 点 是 位 于 ”一 1 维 超 
平面 P 上 ,其 外 法 向 量 为 由， 对 СОСУТ» 内 的 任何 点 y， 包 括 超 平 面 P 上 的 点 在 内 ， 
有 不 等 式 
Сф. у,— у) O. 

设 u) 5 ve), t = 0, Т, 2Т, --., МТ, 分 别 为 自 y 点 和 у 点 到 达 原 点 的 控制 ,与 
前 面 的 讨论 类 似 ,我 们 有 ， 


(4. Зее = DT] — rile — 01) > 0, 
或 改写 为 
"д. т.) Си[ Со — 1)Т] — (а — ПТ) > 0. (10.7-16) 


由 于 向 量 序列 式 (10.7-5) 中 ,任意 ”个 线性 无 关 ;, 故 关系 式 (10.7-16) 的 左 端 诸 内 积 为 零 的 
项 数 不 多 于 ”一 1 个 . 否则 d 与 x 个 线性 无 关 的 向 量 正 交 , 则 自己 一 定 为 零 向 量 ,这 与 
h 为 超 平面 P' 汐 外 法 向 量 的 假定 相 了 矛盾 , 故 为 不 可 能 。 从 式 《10.7-16) 可 看 出 ,如 果 内 
R СФ, п.) 0， 那么 自 边界 点 у 到 达 原 点 的 控制 必 为 
и[ Са — 1)T] = М sign (фу, ra). (10.7-17) 
只 有 当 上 述 内 积 为 零 时 , x 之 值 才 不 可 能 由 上 式 确 定 . 此 时 为 了 定 出 控制 函数 «С 之 
值 , 需 研 究 其 他 附加 条 件 . 假设 有 两 个 控制 иг) 和 ea), t =0, Т, 2Т, NT, © 
们 均 能 于 入 步 内 把 y 点 引 到 原点 ,我 们 把 两 值 代入 到 式 (10.7-6) 中 ,两 者 相 减 则 得 出 : 


> Са [Са — ПТ] — «| (а — ОТП, = 0 (10.7-18) 


и (г) 和 ир) 是 最 优 控制 ,它们 必须 满足 条 件 式 С10.7-17), 1—0) @ ж (Фи, г.) 关 0. 
则 有 

u'| (а — 1)Т] = w| Cæ — 1)T] = М sign Сф, ra). 
故 式 (10.7-18) 中 最 多 有 ?= 一 1 项 系数 不 为 零 ,但 我 们 已 知 任意 # 个 向 量 л, м5", 
线性 不 相关 :当然 了 一 1 个 向量 也 线性 不 相关 ,这 样 若 


Ð сы = 0 


必 有 Cm, = Co 一 一 Co 一 0， 这 意味 着 对 任何 上 均 有 等 式 vO) = и). ШШЕ" 
以 看 出 , 自 边界 点 到 达 原 点 是 唯一 的 ， 

顺便 指出 ,我 们 在 上 面 唯一 性 的 证 明 中 , 还 得 到 这 样 一 个 结论 : 自 边 界 点 到 达 原 点 的 
最 速 控制 иб) 最 多 有 一 1 个 时 刻 不 为 极 值 士 M . 同 理 可 推 知 ,对 应 于 两 个 顶点 连 线 上 
某 点 的 最 速 控制 最 多 有 一 个 时 刻 不 为 极 值 ，G(2T) 的 二 维 边 界线 上 的 任意 点 所 对 应 的 
最 速 控制 ,最 多 有 一 个 时 刻 的 值 不 为 士 M ， 如 此 等 等 ， 由 此 ,不 难 理解 ,任何 自 边界 点 到 
达 原 点 的 最 速 控制 , 均 可 由 包含 此 点 在 内 的 边界 超 平面 CWT) 的 顶点 所 对 应 的 最 速 控 
制 线性 组 合 而 成 ， 即 
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u(t) == > Аи (2). 1 之 А; 之 0 
这 里 wi(z) 为 第 i 个 顶点 所 对 应 的 最 速 控 制 . 
为 了 确定 自 GCNT》 的 边界 点 至 原点 的 最 速 控 制 的 唯一 性 ， 需 指出 一 些 判别 条 件 . 
这 些 条 件 满足 后 ,唯一 性 就 有 了 保证 .我 们 在 这 里 指出 两 个 不 完全 等 价 的 判别 条 件 . 
(1) 若 受 控 对 象 的 运动 方程 式 为 
5 = Ау + bu, (10.7-19) 


其 中 和 矩阵 4 的 一 切 特征 根 均 为 实数 ,而 向 量 
esga |" "Ьа (10.1-5) 


的 一 切 分 量 均 不 为 零 , 则 序列 式 (10.7-5) 中 任意 # 个 向 量 线 性 无 关 ， 
Q) 设 运动 方程 式 的 矩阵 4 为 正规 矩阵 , 即 44 = 4"4， 若 斜 对 称 矩 阵 СА 一 А") 
的 一 切 特征 根 中 至 少 有 一 个 ， 如 br 使 bT 不 为 2x 的 有 理 数 倍 ， 那 么 ， 向 量 序列 式 
《10.7-5) 内 任 取 z 个 向 量 都 为 线性 无 关 . 
以 上 两 个 条 件 的 证 明 因 为 与 综合 无 关 , 在 此 不 再 叙述 . 
这 里 我 们 再 指出 一 个 连续 系统 内 曾 有 过 的 类 似 事实 。 设 受 控 对 象 的 运动 方程 为 
A = Ay + bu, |и| <M, (10.7-19”) 


式 中 和 矩阵 和 的 特征 根 均 为 实数 《包括 零 根 在 内 ), 那么 有 如 下 zw REA: 自 等 时 区 的 任何 
顶点 到 达 原 点 的 最 速 控 制 最 多 由 段 组 成 ,在 每 一 段 内 最 速 控制 x 取 值 十 M 和 一 M ,在 
相 邻 两 段 内 符号 相反 ,如 图 10.7-3 所 示 。 前 面 已 经 证 明 ， 自 等 时 区 的 顶点 到 达 原 点 的 最 
速 控制 在 任 一 节点 上 , 均 不 为 零 , 并 且 满 足 必要 条 件 式 《10.7-13)。 当 式 《10.7-19') 内 和 矩阵 
4 的 一 切 特征 根 „== 1,2,-…,# 均 为 实数 时 ， 上 列 微分 方程 所 对 УЕ ЕЕ У 
程式 | 
Н*ф\ т Т) = ртт) (10.7-20) 


的 任何 解 gCm7T) = Dh 与 向 量 e 所 构成 的 内 积 为 
(ФСтТ», с) = Ži Са, СтТ)ет "а, (10.7-21) 


上 式 内 С. а = 1, 2, +, п 为 与 向 量 几 有 关 的 常数 ，asCmT), а = 1, 2, +t, n Xm 
的 单调 函数 .因此 ,这 一 内 积 是 由 个 单调 函数 组 合 而 成 ,那么 对 自 变 数 m 的 方程 式 ， 
pmT) = (ФСтТ), с) = 0, 

最 多 有 7 一 1 个 实 根 ,两 个 根 之 间 的 фСтт) 的 符号 相同 。 故 由 式 《10.7-13) 所 决定 的 控 
制 函 数 ,最 多 只 变 号 = 一 1 次 ,换言之 ，u《mT) 最 多 由 ” 段 常 值 组 成 ,至 于 每 段 内 的 脉冲 
数 ， 则 由 初始 条 件 ф 所 单 值 决定 .根据 前 面 讨 论 可 知 ， 和 欲求 控制 函数 и), RERE 
u(z) 的 诸 变 号 点 的 位 置 即 可. 

具备 了 上 面 的 几 个 概念 后 ， 我 们 可 以 开始 研究 最 速 控 制 函数 的 综合 问题 ， 综 合 的 任 
务 是 找 出 一 个 以 系统 状态 у = Оу Yz tto у.) АЖЕН о В (у, у 55 у) 
将 其 代入 式 《10.1-4) 中 ,就 得 到 一 个 差分 方程 式 : 
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Ну = Dy + си(у), (10.7-22) 
条 系统 式 (10.1-4) 为 全 局 可 控 , 则 式 (10.7-22) 对 任何 初始 条 件 能 以 最 少 的 步 数 到 达 原 点 . 
求 出 这 个 多 元 函数 的 过 程 就 叫做 最 速 控 制 函数 的 综合 。 与 常 微分 方程 描述 的 系统 不 同 的 
是 ,对 任 取 的 初始 条 件 内， 最 速 控制 一 般 没 有 唯一 性 ,这 给 综合 问题 带 来 了 一 些 困 难 . 但 
是, 如 果 能 够 在 很 多 种 最 速 控制 中 选 定 一 种 来 加 以 实现 ,综合 问题 也 就 得 到 了 解决 . 
最 速 控制 综合 方法 的 基本 思想 和 连续 系统 一 样 , 是 寻找 开关 曲面 ,在 状态 空间 中 , Ж 
出 等 时 区 CCVX7D7， 当 六 足够 大 时 , 它 将 包含 以 原点 为 中 心 的 足够 大 的 区 域 . 在 GWT) 
中 按 控 制 u 的 不 同 取 值 ， 划 分 为 两 个 半 区 域 G*CVT) 和 GNT), Æ С*ОМТ) 中 
a= +M, ME С СУТ) Шш и=-М. М>», 两 个 半 区 域 的 分 界面 将 是 a 一 1 
维 超 平面 。 显然; 如果 系统 是 全 局 可 控 的 , 当 N 一 0 Б, СОСУТ) 的 这 种 分 界 曲面 也 将 随 
之 扩大 ,最 后 能 将 整个 状态 空间 分 为 两 半 . 用 一 个 函数 f 表示 这 个 分 界 曲 面 , 开 关 曲 面 上 
的 点 应 满足 等 式 f(y) = 0; 在 半空 间 GTH fy) < 0, 在 半空 间 G+ 中 f(y) > 0. 由 
f(y) = 0 所 决定 的 这 个 曲面 就 是 开关 曲面 。 于 是 最 速 控 制 就 可 以 表示 成 
йб(у) = М siga Ку). (10.7-23) 
对 于 给 定 的 离散 系统 ， 用 计算 机 来 求 出 开关 曲面 的 办 法 很 多 。 如 朵 矩阵 DD 的 特征 根 
是 = 个 不 同 的 实数 , 则 可 以 根据 本 节 中 前 面 讨 论 过 的 性 质 ( 任 一 最 速 控 制 由 ” 段 组 成 ) ,应 
用 逆 轨 线 方法 求 出 整个 开关 曲面 。 计算 过 程 如 下 : 
C) 将 原 方程 式 中 的 过 程 逆 转 ， 
3yCVT) = р-у((№ + ПТ) — ртіеси(МТ), 


或 者 
yCCN — 1)T) = Dy(NT) 一 Driex(CCN — 1)T). (10.7-24) 

(2) Ф и= +М, у(0) =0, ЖД (10.7-24) 得 到 一 组 解 y0), УСТ), 
yC(—2T), =, y( 一 NT),.…*。. 用 直线 将 这 些 点 分 段 连 接 起 来 ,得 到 一 条 由 原点 出 发 的 
折线 , 记 为 ГІ. 

(3) & у(0)=0, и = —М 递 推 求解 式 (10.7-24), 可 得 到 另 一 条 发 自 原点 的 折线 ГГ. 

(4) 将 ГЕ 和 Tr 上 任何 点 作为 初始 条 件 求解 式 (10.7-24)， 分 别 取 w 为 一 M 和 十 
M ,使 其 符号 与 第 一 次 取 号 相反 .当初 始 条 件 历 遍 Тү ЯП Ту 后 就 得 到 一 个 二 维 曲 面 ， 记 
№ Г, 当然 D 是 由 Tz ЯП Т; 组 成 的 ,第 一 半 是 由 IT ЯП „= +M 生成 的 ,第 二 半 是 
以 ГГ 为 初始 条 件 ，w = 一 M 生成 的 : 

G) 以 此 类 推 到 第 п 一 1 次 就 得 到 一 个 4 一 1 维 趋 曲面 7,-,， 用 某 一 满足 前 述 要 求 
的 二 元 函数 f(y) = 0 НЕ Tso REHAR xy)〉 即 可 按 式 (10.7-23) 确 定 ， 

由 于 这 种 方法 的 近似 性 ,在 原点 附近 可 能 发 生 振荡 .为 了 克服 这 一 缺点 ,系统 设计 可 
以 分 为 两 种 工作 状态 进行 。 当 大 偏差 时 采用 式 (10.7-23) 所 确定 的 控制 规律 , 在 小 偏差 时 
采用 第 10.6 节 内 所 介绍 的 线性 控制 规律 , 这样 就 可 以 避免 系统 在 原点 附近 的 振荡 现象 . 
上 面 讨论 的 方法 只 对 矩阵 DD 有 纯 实 根 的 情况 有 效 . 对 任意 矩阵 DD 的 最 速 控 制 综合 是 比较 
复杂 的 ,没有 简便 的 方法 可 以 采用 。 本 章 后 的 参考 文献 [10] 中 介绍 了 一 种 较为 精密 的 方 
法 ,应 用 的 范围 可 以 更 广泛 些 . 

对 于 二 阶 系统 ,由 于 可 以 在 平面 上 作 图 ,因此 用 等 时 区 的 方法 可 以 有 效 地 求 出 任何 系 
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统 的 开关 曲线 . 我 们 再 回 过 来 讨论 本 节 前 面 举 的 例 . 我 们 把 图 10.7-1 中 的 四 个 等 时 区 画 
在 一 块 , 就 可 以 很 明显 地 找 出 开关 曲线 了 . 从 图 10.7-4 中 可 以 看 出 ,一 切 属于 ССТ) 而 


Е 10.7-4 


不 属于 GGT) 的 点 y ВИДЯ] # = 1 或 и=—1 一 步 到 达 G(37) 而 不 能 到 达 GOT). 
GUT) 的 一 切 边界 点 一 步 以 后 只 能 到 达 GGT) 的 边界 ， 而 不 属于 GGT) 的 GOUT) 
的 内 点 则 可 以 于 一 步 后 进入 CGT) 的 内 部 ,但 不 可 能 进入 СОТ). 由 т, т, тз 和 r 
连 成 的 折线 三 ,由 —т, — т, 一 rs 和 —r 连 成 的 折线 记 为 Гү, 它们 和 成 T。 在 折线 
Г, ЕШ u 都 必须 取 十 1， 在 折线 Г, № Г м 应 取 一 1。 因 此 ,折线 Г, 正 是 待 求 的 开 
关 曲 线 . 这 里 有 两 个 问题 . 一 个 问题 是 靠近 Г, 的 点 有 可 能 在 一 步 之 后 超过 开关 线 而 进 
人 另 一 半 平 面 ,甚至 进入 步 数 比 原来 更 多 的 等 时 区 . 另 一 个 问题 是 СОТ) 中 的 情况 , 这 
里 几乎 所 有 的 点 按照 规律 式 (10.7-23) 都 不 能 在 两 步 之 内 达到 原点 。 因此 对 平面 上 多 数 
点 来 说 ， 控 制 值 总 取 极 值 的 控制 并 不 一 定 是 最 速 控制 ， 为 了 实现 最 速 控制 必须 对 控制 规 
律 作 适当 修改 ,这 方面 的 详细 人 研究 读者 可 参看 文献 [10] . 

这 里 需要 指出 ,线性 断 续 系统 的 最 速 控制 与 线性 连续 系统 不 同 , 并 不 是 所 有 时 刻 最 速 
控制 都 取 极 值 . 这 是 因为 线性 断 续 系统 的 控制 只 能 在 采样 时 刻 变 化 ， 并 且 这 样 的 取 值 要 
延续 一 个 采样 周期 ， 而 线性 连续 系统 的 控制 在 任何 时 刻 都 可 变化 。 当 采样 周期 愈 来 愈 小 
时 ,线性 断 续 系统 的 最 速 控制 就 合 来 您 趋 于 线性 连续 系统 的 最 速 控制 . 
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在 上 一 节 , 我 们 主要 讨论 了 最 速 离散 控制 系统 的 综合 方法 ,可 以 看 出 主要 在 于 分 析 开 
关 曲 面 ， 然 后 根据 开关 曲面 来 设计 采样 系统 的 控制 装置 ， 对 于 系统 可 控 区 内 任意 点 作为 
初始 状态 的 情形 , 很 明显 , 控制 装置 的 任务 是 对 于 任意 初始 状态 都 能 决定 相应 的 控制 ,能 
使 系统 以 最 短 的 时 间 归 零 . 这 种 方法 对 于 低 阶 系统 是 有 效 的 ， 而 且 也 必须 这 样 才能 解决 
问题 ， 对 于 阶 数 高 的 采样 系统 ， 按 上 述 方法 就 比较 复杂 .在 第 八 章 我 们 曾经 讨论 过 有 一 
类 系统 ,初始 状态 已 给 定 , 而 且 这 种 系统 只 使 用 一 次 ,在 这 种 情况 下 ,只 要 决定 与 初始 状态 
相对 应 的 控制 ， 即 具体 求 出 控制 量 x 在 :一 0,7T, 27, 的 值 就 能 满足 要 求 ， 这 一 节 
就 来 讨论 关于 对 给 定 的 初始 条 件 最 速 控制 的 一 种 综合 方法 . 
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假设 受 控 系 统 的 误差 用 y 表示 ,初始 误差 等 于 y,。， 系 统 特性 由 方程 (10.1-4) 措 绘 , 控 
制 量 x 的 取 值 范围 受到 式 (10.7-2) 的 限制 . 要 求 选择 满足 限制 条 件 的 控制 ,使 系统 初始 误 
Ж У 在 最 短 时 间 之 内 归 零 . 

这 里 仍然 从 等 时 区 入 手 ， 前 面 已 经 谈 到 ,在 满足 某 些 条 件 情况 下 , М МР” 《2 是 系 
统 阶 数 ) 时 ,等 时 区 GONT) 是 一 个 维 凸 多 面体 ， 它 的 边界 由 有 限 个 小 于 或 等 于 一 1 
维 的 超 平 面 组 合 而 成 “МУЖЕ, GONT) 随 着 入 的 增 大 而 向 外 扩张 ,用 20У, Ф) ж 
示 等 时 区 CONT) 边界 上 的 点 ，GCVNT) 过 该 点 支 面 的 外 法 向 量 等 于 % ,由 zN. p) 到 
达 原 点 的 控制 形 如 式 (10.7-17) 所 示 

и{ Са — ПТ] = М sign Сф, ra), 


其 di а= 1,2,- М, 

ZCN, P) = Cpr + ш. (фк, + --- + ик фи. С10.8-1) 
当 zCN, Ф) 是 GCNT) ША, Сф, г.) #0, a= 1, 2, --., №, Ш СМ, ф) 不 是 
ЇЙ ЛАН › ДЕМА СФ, к.) 中 至 多 有 — 工 个 等 于 零 ， 这 时 候 与 其 相应 的 控制 是 绝对 值 小 
于 M 的 任意 实数 .。 有 了 等 时 区 的 概念 ;那么 要 求 系统 的 初始 误差 yo 以 最 短 时 间 归 零 的 问 
题 可 以 理解 为 : 在 =” 维 空间 中 给 定 一 点 m， 另 外 有 一 个 随 着 的 增加 而 向 外 扩张 的 凸 多 
面体 GCNT), 使 mk ССМ,Т), Ш YEGIN, 一 1)7] 的 正 整 数 N,， 就 是 使 系统 由 у 
归 零 的 最 少 步 数 ，NoT 就 是 归 零 的 最 短 时 间 . 如果 у 恰好 位 于 ый 的 边界 面 上 ， 
那么 最 优 控制 сен 17) 确 定 , 这 时 候 , 根 据 公式 (10.7-6)》 

= (фт, СЭС Э (10.8-2) 

其 中 ф 表示 аала yo 点 的 支 面 外 法 向 量 。 另 一 种 可 能 性 是 у, 位 于 ССТ) 的 
内 部 ,这 时 候 最 优 控制 不 是 唯一 的 .进一步 分 析 就 会 发 现 , 问题 的 焦点 在 于 , 不 容易 根据 
yo 来 确定 使 系统 由 yo 归 零 的 最 短 时 间 NT, ВМ у 究竟 是 СОФТ» 的 边界 点 呢 2 还 
是 GONIT) 的 内 点 。 为 此 从 直观 方面 来 加 以 芳 虑 。 对 于 任意 给 定 小 于 Ne 的 正 整 数 V， 
如 果 控 制 量 的 限制 条 件 |x| < M 的 界限 放 得 宽 一 些 , 并 且 当 控制 量 能 取 较 大 值 时 ,系统 
可 以 在 NT 时 间 内 ,由 yo IE. RZ, 对 于 任意 大 于 № 的 正 整数 ,即使 控制 量 的 取 值 
范围 缩小 一 些 , 也 能 使 系统 由 yo 在 МТ 时 间 内 归 堆 .这 一 事实 是 很 简单 而 明显 的 ,说 得 
确切 一 些 ,把 式 (10.7-2) 的 限制 条 件 改变 成 


lul <& «М, (10.8-3) 


Ж a йе РЖ ЕЕ 
0< < +00, С10.8-4) 
在 “满足 式 (10.8-32 的 限制 条 件 情况 下 , 相应 的 等 时 区 用 符号 GNT) 表示 , 通过 4 的 
变化 就 可 以 把 等 时 区 СОСУТ) 加 以 放大 或 缩小 。 很 明显 GNT) 也 具有 COT) MA 
有 的 一 切 性 质 , 且 随 着 ® 的 变化 而 连续 变化 .引进 GNT) 以 后 ,对 于 给 定 的 办， 一 定 
可 以 确定 一 个 相应 的 mw， 使 yo 位 于 G。CVT) 的 边界 面 上 ， 这 样 就 排除 了 yo 可 能 是 
GaNT) 的 内 点 的 情形 , 由 于 进行 系统 设计 时 , 限制 条 件 是 预先 给 定 而 不 能 改变 的 , 即 公 
式 《10.7-2) 中 的 MM 是 给 定数 ,所 以 最 后 确定 的 控制 仍然 不 能 超过 М. 这 就 需要 确定 适当 
的 最 短 归 零 时 间 NoT. (RHR, а, N。 和 NN 之 间 有 如 下 关系 : 
WR N< N., M o>, NSN, MW asl. (10.8—5) 
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由 о 是 否 大 于 1, 就 可 以 用 来 决定 Neo。 为 了 确定 m 引进 函数 
Fl, а) = (ф, [~y + az(N, $)1). (10.8—6) 
ЖУ 20м, $) 表示 CONT) 边界 上 的 点 , 它 的 表达 式 由 式 (10.8-1) 给 出 ， 由 于 
GCNT) RADHE, AIH ye GCNT) 则 有 
Сф, —zCN, P) + y) < o, 


或 

Сф, 207, ф)) = „лах Сф, у). (10.8-7) 

又 由 于 COT) BERA, 所 以 上 式 左 端 是 一 个 非 负 的 量 。 如 果 只 邯 虑 满足 下 列 条 件 的 
Ф: 

(Фф, —у„) < 0, (10.8-8) 


ЯВА, ЕСФ, а = 0) < 0, Ш ЕСФ, а) 是 “的 连续 单调 递增 函数 ， 任 给 一 个 满足 式 
《10.8-8) 的 Ф, SEPIA Ф ВЕ “АНЛАУ oCh), 使 
ЕСФ, «Сф)) = 0. С10.8-9) 
由 于 函数 下 表示 两 个 向 量 的 内 积 , 所 以 有 两 种 情形 使 式 (10.8-9) 成 立 : 
С1) 向 量 Ф МНЕ — У, + gzCN, Ф) EX. 
Q) — + «200, ф) = 0. 
我 们 感 兴趣 的 是 第 (2) 种 情形 。 下面 就 来 分 析 使 第 二 种 情形 成 立 的 加 和 ооф). 这 时 候 
У = woo) ZN, фо), (10.810) 
ИП у 是 С. СУТ) 边界 上 的 点 , m 所 具有 的 性 质 可 以 这 样 分 析 , 对 任意 符合 式 (10.8-8) 的 
Фф, ф =p, ВАА 0.8-1), 这 个 四 将 确定 G。CNT) 上 的 某 一 点 mz(%)， 根 据 
Ga (NT) 的 西 性 ,向 量 一 yo + wzCNT) 与 Фф 的 炎 角 小 于 zx/2。 于 是 得 到 
Е(ф, о) = Сф, 一 yo 十 aozCNV ， ф)) > 0, 
前 面 已 经 提 到 函数 ЕСФ, а) ла НОЯ АЖ, ЛАЗ] ^ alp), 0 < alh) < в, 
使 ЕСФ,оСф)) = 0 成立， 这 个 结论 对 于 任意 满足 式 (10.8-8) 的 上 都 成 立 , 只 要 由 关 由， 
那么 eld) 就 小 于 m， 因 此 得 出 和 使 ald) 取 极 大 值 的 结论 . 从 ЕСФ. «C$))=0 
解 出 cC%)， | 


ру = Сф, Ya) 已 
аСф) {фу zN., DY (10.8-11) 


然后 求 ald) 的 极 大 值 就 可 以 得 到 оо, В 
БАН = сф, Уо) 本 
оСф,) = шах alp) max GaN 9 T (10.8-12) 
这 里 多 RZA (p, 一 yo) < 0 的 限制 . RK el) 的 极 大 值 就 仅仅 是 多 元 函数 的 极 值 问 
ЯД, 
以 下 我 们 不 直接 求 «(ф) 的 极 大 值 ,而 间接 地 用 最 速 下 降 法 求 ЕСФ, о) 的 极 小 值 . 
逐步 逼近 的 步骤 大 致 是 ; 先 取 一 个 po 由 Ф 决定 (фо, Еф, alh) = 0. 然后 
Ж ЕСФ, a) 的 极 小 ,这 时 候 ww 是 固定 的 数 。 可 以 知道 


grad ЕСФ, в) 一 — у, 十 ozZCV， Ф). С10.8-13) 
Ду 
kg 
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p: =Фф, — К[—у + а=(№, ФУ], (10.8-14) 
其 中 天 是 正 数 ,只 要 适当 选择 K， 那 么 就 求 得 一 个 新 的 ;， 并 且 可 以 证 明 此 J, 仍 满足 
条 件 式 C10.8-8), 且 


ЕСФ, в) < ЕСФ, в) = 0. (10.815) 
因为 F Ж = 的 单 增 函 数 ,由 Ф, 就 可 以 确定 一 个 ооф), 849 
F(p., lp) = 0, (10.8-16) 
HE | 
a) > в). (10.8-17) 


可 以 看 出 ,使 РСФ, о) 最 速 下 降 的 方向 实际 上 也 就 是 使 Co) БОЖЕ РИ. ЖЗ 
Ф, 后 ,再 以 它 代替 原先 的 继续 进行 ,最 后 逼近 到 Ф. 

按 上 述 步 又 进行 时 , 可 能 发 生 这 种 情况 ,到 第 ;次 和 逼近 时 ，(i, г.) 中 有 o 个 等 于 0 
(1 <о<и-— 1). 其 原因 在 于 GNT) 的 边界 面 由 有 限 个 小 于 等 于 = 一 1 维 的 平面 组 
成 ,因此 由 Ф, 决定 的 控制 最 在 o 个 采样 点 的 值 只 能 确定 到 绝对 值 小 于 M 的 程度 , 遇 到 这 
种 情形 时 , 把 未 能 完全 确定 的 量 表 示 成 uv,，ux,，*……， wv,， 然 后 求解 退化 线性 代数 方程 


一 + а=(М№, ф;) = 0. (10.8-18) 
把 у 和 20У, Ф) НИЕ ЕЧ з Юэ) Н.Н В 表示 , 于 是 上 式 可 写成 
им тм, 十 us Ty, + сс + их ту, = В. (10.8-19) 


如 果 解 上 述 方程 所 得 " 个 量 的 绝对 值 小 于 等 于 M ,这 就 意味 着 控制 是 可 准 控制 ,在 o 个 量 
中 只 要 有 一 个 的 绝对 值 大 于 M , 则 控制 不 是 可 准 控制 , 当 出 现 这 种 情况 时 只 消 把 o 个 量 都 
取 为 0( 或 者 每 个 量 的 绝对 值 都 小 于 M 的 一 组 数 ), 然后 求 出 grad ЕСФ;, elh), KBE 
T. 有 一 点 重要 的 事实 是 值得 注意 的 ， 对 于 给 定 的 у, 我 们 是 从 较 小 的 正 整 数 N 开 始 计 
算 的 ,在 计算 过 程 中 ,没有 必要 求 出 ао, Ж; 次 逼近 ,只 要 «(фу > 1， 就 不 必 继 续 下 
去 ,因为 再 往 下 其 值 会 更 大 .由 关系 式 (10.8-5) 知 ,一 旦 w 21, 说 明 М < №, 此 时 上 自然 
把 N 换 成 N + 1 再 进行 。 这样 交 埠 的 修改 和 NN, М М = № – 1 时 , > Г ШМ = 
№, m1， 那么 МТ 就 是 使 系统 由 y。 归 零 的 最 短 时 间 ， 这 个 使 * 取 极 大 值 m 的 
po METRE T RREH. 

以 上 只 叙述 了 从 初始 状态 ， 到 达 原 点 的 最 速 控 制 综 合 方法 ， 至 于 到 达 给 定 区 域 的 间 
题 , 完 全 可 以 用 类 似 方 法 进行 ,这 里 不 再 加 以 讨论 ， 具 体 计算 方法 及 例题 读者 可 参看 文献 
[8]. 
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前 面 几 节 中 ,我 们 主要 讨论 了 最 速 控制 的 一 些 特性 和 控制 装置 的 设计 , 即 所 谓 综合 问 
题 。 在 某 些 系统 中 速度 问题 并 不 是 特别 重要 的 ， 例 如 卫星 的 姿态 控制 或 某 一 慢 变 过 程 的 
控制 ,那里 有 关于 能 量 消 耗 或 均 方 误差 方面 的 要 求 ,于 是 主要 要 求 将 是 按 别 的 指标 达到 尽 
量 好 的 性 能 ， 正 象 在 连续 系统 中 那样 ,这 种 质量 指标 常 可 以 用 下 列 形式 表示 出 来 : 


k— 


1 
J= ет СХТ), а(!Т)) = ишп, (10.9-1) 
i=0 
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式 中 xGT) 和 аСТ) 是 某 一 郊区 受 控 系 统 的 相应 维 数 的 状态 向 量 和 榨 制 向 最 ,它们 满 
足 方 程 组 : 
Нх(ЕТ) = x(k + ПТ» = Кх(ЕТ», ul(kT)), (10.9-2) 
дин Ё = (р, fotito 1,05 我 们 先 假定 fi 是 各 目 变 量 的 连续 可 微 函 数 ,而 不 必 是 线性 函 
数 . 
类 似 于 在 连续 系统 中 的 处 理 方法 ,我 们 引进 新 的 状态 变量 хоСАТ) = 7, HA (10.9-1) 
TRE 
Hx CKT) = хоССк + 1)Т) = ССТ), а(АТ)) + (АТ). (10.9-3) 
现在 把 式 (10.9-32 和 (10.9-2) 联 立 起 来 ,就 得 到 一 个 扩大 了 的 方程 组 : 
НхуСКТ) = ®САТ) 十 ССТ), аСкТ)), 
Нх(КТ) = ССТ), иСАТ>), 


Нх,СКТ) = f(x(kT), аб&Т)). (10.9-4) 

上 式 内 符号 互 是 右 移 算 子 . 
为 了 下 面 讨论 的 需要 ,再 引进 一 个 ” 十 1 维 的 向 量 函数 Фф = (ёо, pis Ф ttt Pa) 

用 它 和 状态 向 量 构 成 函数 


пат) (ФСТ), #(4Т)) 
RTARTI АТ) У) АТААТ), ит)» C10.9-5) 
并 要 求 向 量 фат) 满足 方程 组 : 加 
Н*ф; САТ) = A i=0, 1,2,37, (10.9-6) 
н* 是 左 移 算 子 ， 将 上 式 展开 后 有 
нер Т) = фа — угу = E фт), 


Pla АТ). что, 


Нр CRT) = ФС Ше > ТУ, 


неф СЕТ = ФС — DT) = 9. = Ў) от) Oe ат) аат). 


С10.9-6') 

所 谓 最 优 控 制 问题 ,是 指 对 给 定 的 初始 条 件 (0) = ж, = (0, хы, хо хы), ЖЕЎ 

МБХ ат) — ат), ТР, „Т.О, 1, ++, 109-294 

有 限时 间 内 归 零 ， 假 定 NT 表示 到 达 原 点 的 时 间 , 那么 最 优 控制 应 使 xz,CN,T》 达 最 小 
值 . 

用 第 九 章 内 曾 用 过 的 方法 ， 可 以 把 极 大 值 原理 移植 到 离散 系统 的 情况 中 来 ， 类 似 在 

第 9.6 节 中 的 讨论 ,可 以 得 到 最 优 控 制 所 必须 满足 的 极 值 条 件 ， 用 СКТ) Яп аСТ) 分 别 

表示 最 优 轨迹 和 与 其 对 应 的 最 优 控 制 ， 那 么 , 必 存 在 一 个 非 零 向 量 函 数 $CKT), Д = 0, 
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Ly ts No 满足 式 (10.9-6), 使 在 每 一 时 刻 均 有 
ПСТ), ФОТ), @(АТ )) = max ПОЁТ), ФОТ), а), 
k= bs 1,2, ---, №, (10.9-7) 
上 式 内 上 是 深 制 u 的 被 允许 的 取 值 集合 ;而 且 , 沿 最 优 轨迹 恒 有 
CXCRT), фот), úCkT)) = const 2>0, 
= 0,1,2, ---, No. (10.9-8) 
这 就 是 极 大 值 原理 对 离散 系统 的 应 用 。 它 的 证 明 留 给 读者 。 实 际 上 这 个 证 明 与 第 九 章 中 
的 证 明 完全 类 似 ,只 须要 注意 到 三 点 : 首先 , 这 里 对 最 优 轨迹 可 以 用 点 变 分 , 而 不 是 象 在 
连续 系统 中 那样 在 小 区 间 内 变 分 :第 二 , 系统 式 (10.9-4) 的 变 分 5z 满足 方程 式 : 


Нат) 一 > Hr ат) РНЕ аа вси 


它 与 PAT) 之 间 有 关系 式 : 
(ФСЕТУ, ТУ) = const; (10.9-9) 
HE, ФОмт) 是 一 切 变 分 后 的 轨 线 终点 构成 的 锥 体 的 外 法 向 量 。 
注意 到 上 述 事实 和 式 (10.9-6 ) 的 第 一 式 知 Ф 为 常数 .又 因 式 0.9-7) 是 一 个 线性 
齐 次 方程 组 , 故 可 取 Фо = —1. 于 是 ,决定 最 优 控制 的 全 部 问题 变 为 两 点 边 值 问 题 : 
НхАТ) = Кх(кТ), и &Т)), x0) = x, 
Н*фОҗТ) = ЕСхСкТ), иСктә)ә)фСКТ), PNT) = фе, 


Е(х(®Т), ит» 是 由 5 上 构成 的 G + D xX + D ИЖЕ: 


‚№ 0 0 >- 0 


д} ор Ofn 

Ох, Өх; Ох, 
ка ПОНИ 3 

д} а}, д}, 

Ох, Әх, дх 


最 后 аСТ) 应 满足 极 值 条 件 式 (10.9-77。 如果 从 某 些 其 它 芳 虑 能 决定 边 值 条 件 Фф, I 
么 问题 就 完全 解决 了 . 实质 上 在 第 10.7 节 中 我 们 对 最 速 控制 问题 就 是 用 等 时 区 的 概念 来 
确定 Ф, ВУ. 

最 后 ;我们 应 用 上 面 得 到 的 条 件 , 具体 讨论 一 下 具有 二 次 型 指标 的 线性 离散 系统 的 最 


优 控制 问题 。 设 到 达 终点 的 时 间 №Т 是 给 定 的 ,而 且 终点 是 不 固定 的 ,指标 泛 函 是 
J= У) CxGT)，0xGT)) + >, (CaGT)，RrCT)) 
+ (xCNoT), 5х МТ», (10.9-10) 


式 中 О, К, $ 元 是 正定 矩阵 .。 记 СМТ) 一 J， 于 是 有 
Ню (АТ) = х,(ҖТ) + ССТ), ОхСкТ)) + CuC(kT), Ru(kT)), 
х 0) = (xCNoT), SxCNoT)). (10.9-11) 
受 控 对 象 的 方程 式 是 
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Нх(КТ) = Dx(kT) + Си(кТ), х(0) = x. (10.9-127 
构造 函数 
ПОЕТ» = фо [хо СКТ) + (х, Ох) + (и, Re)] + (ФСТ), ОхСкТ)) 
+ ФСТ», СчАТ». (10.9-13) 


我 们 看 到 ,函数 ICXT》 在 每 一 时 刻 都 是 的 二 次 型 .注意 到 wo = 一 1， 有 
CRT) = 8(х, Ф) + (PRT), СиСкт)) 一 UKT), ВАТ). 
由 最 大 值 条 件 知 ,五 的 最 大 值 正 是 对 应 的 极 值 ， 于 是 由 极 值 条 件 
ОП 


БРД, В, в (10.9-14) 
立即 可 以 求 出 最 优 控制 与 ФСТ) 之 间 的 线性 关系 : 
а(АТ) = 了 R-ICrWCAT)， (10.9-15) 


式 中 C 是 C 的 转 置 矩阵 . 把 uT) 的 值 代入 式 〈《10.9-12)， 并 同时 按 式 《10.9-6) 5 
出 ФОАТ) 所 应 满足 的 方程 式 , 最 后 便 得 到 最 优 制 系统 的 结构 : 


Нх(ЬТ) = DxCRT) + = СВ-С"ФЕЬТ), х(0) = xo, 


Н*фСКТ) = Р"Ф(КТ) — 20х(Т). PNT) = фо. (10.9-16) 

我 们 看 到 ， 为 了 具体 地 求 出 最 优 控制 ， 在 这 两 个 联 立 的 方程 组 中 ， 必 须 也 只 须 求 出 

PRT) 在 另 一 端点 的 边界 条 件 PNT) = 加， 这 就 是 两 点 边 值 问题 . 在 这 个 具体 问题 

中 ,应 该 存在 ж 和 Фо 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,如 何 去 求 出 这 种 关系 的 表达 式 , 就 是 最 优 控 

制 的 综合 问题 。 这 需要 其 它 的 补充 知识 ,例如 , 像 第 九 章 中 所 作 过 的 那样 ,把 综合 问题 转 

化 成 一 个 黎 卡 提 和 矩阵 方程 的 求解 问题 ;或 者 应 用 等 损耗 区 的 概念 去 求 出 z 和 фо 之 间 的 
关系 ,等 等 。 最 后 ,还 可 以 用 数字 计算 方法 去 迭代 逼近 , 求 出 使 7 达 极 小 值 的 фу. 
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在 这 一 章 里 ,我 们 将 要 在 常 系数 线性 系统 里 再 引进 一 种 新 的 因素 ,这 就 是 时 沾 。 所 谓 
Юй т 的 意义 是 : 系统 的 各 个 变数 之 间 的 关系 不 能 够 用 这 些 变数 在 同一 时 刻 е 的 值 的 关 
ЖЖЖ, 相反 地 ,这 个 关系 牵涉 到 某 些 变数 在 时 刻 t 的 值 ,同时 也 牵涉 到 某 些 变数 在 时 
Aj г —т 的 值 .那些 在 时 刻 — т 取 数 值 的 变数 与 那些 在 时 刻 * 取 数 值 的 变数 比较 ,在 
КУН Е НОЕ ЛЕ СЕТИ) 就 是 z。 如 输 气管 道中 压力 波 的 传播 过 程 是 时 灌 环 节 的 一 个 例子 ， 
因为 压力 波 在 管道 中 是 以 有 限 速 度 传播 的 ， 管 道 始 端的 压力 波 要 经 过 时 闻 7 才 传 到 管道 
末端 .此 外 ,还 存在 某 些 高 阶 系统 ,它们 很 难 用 一 般 的 简单 的 微分 方程 来 描述 ,有 时 就 在 系 
统 方程 中 引进 时 滞 量 т, 把 它 作 为 时 滞 系 统 来 近似 研究 , 以 达到 化 简 的 目的 ， 例如, 对 单 
位 阶 跃 函数 的 反应 如 图 11.0-1 所 示 的 系统 , 有 时 可 以 认 
为 它 是 一 个 时 滞 环 节 与 惯性 环节 的 串联 .时 谱 z 与 第 3.1 
市 所 讲 的 一 阶 线 泪 系统 的 时 间 常 数 是 完全 不 同 的 。 时 谐 
系统 (有 时 清 作 用 的 系统 ) 的 运动 状态 是 用 常 系数 的 微分 
差分 方程 描述 的 ， 这 当然 比 以 前 所 讨论 过 的 只 用 微分 方 
程 描述 的 系统 要 复杂 得 多 . 曾 有 很 多 人 研究 过 有 时 兆 的 
RA S i FARR Callander), RE (Hartree), E : 
波 特 尔 〈Porter) 呈 以 及 米 诺尔 斯 基 〈《Minorsky)55, Н 
(Цыпкин) Я 等 等 ， 秦 元 勋 等 兽 对 此 类 系统 作 过 综合 性 
研究 ”5， 但 是 ,我 们 要 讨论 的 问题 的 范围 是 更 狭小 的 . 我 
们 只 希望 知道 : 如 果 反 馈 控制 系统 有 一 个 固有 的 时 灌 
т, 那么 ,应 该 怎样 分 析 这 个 系统 的 运动 状态 ?我 们 特别 
希望 把 第 4.3 节 的 乃 氏 方法 加 以 修改 ， 使 这 个 方法 也 能 
应 用 到 时 滞 系 统 上 来 . 

以 下 我 们 在 人 研究 一 般 理 论 的 同时 ， 还 要 通过 时 灌 系 
统 的 一 个 特例 的 处 理 来 说 明 这 种 理论 。 这 个 特例 就 是 利用 反馈 控制 的 方法 使 火箭 发 动机 
中 的 燃烧 过 程 稳定 .很 多 学 者 研究 过 火箭 发 动机 中 燃烧 过 程 的 不 稳定 现象 ， 但 是 下 面 关 
于 燃烧 时 滞 现 象 的 分 析 是 根据 的 克 洛 科 (Crocco) 的 研究 结果 四。 这 个 观点 虽然 已 经 证 明 
不 能 用 在 所 谓 “ 高 频 振荡 ,但 对 火箭 发 动机 的 所 谓 “ 低 频率 振荡 ” 却 是 适用 的 ,我 们 为 了 使 
计算 简单 起 见 ,假设 只 用 一 种 液体 燃料 1, 


输入 


图 11.0-1 


11.1 燃烧 中 的 时 灌 


液体 燃料 从 射 人 炊 烧 室 加 热 到 即将 燃烧 的 临界 状态 ,需要 一 段 时 间 (这 就 是 燃烧 的 时 
浅 )。 然 后 就 迅速 地 燃烧 而 变 为 热 燃气 。 假 设 加 (9) 是 时 刻 :时 由 于 燃烧 而 产生 的 热 燃 
气 的 质量 速率 (所 谓 “质量 速率 ”就 是 按照 质量 来 计算 的 时 间 变化 率 )， 加 (5) 是 在 时 刻 * 
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时 喷 入 燃料 的 质量 速率 . rO 是 在 时 刻 t 开始 燃烧 的 那些 燃料 的 时 请， 所 以 ,在 从 > 到 
t 十 а: 这 一 段 时 间 间 隔 内 燃烧 的 燃料 是 在 从 上 一 到 Е т + 4(1 — т) 这 一 段 时 间 间 
隔 内 喷射 进来 的 ， 因 此 ， 
ть (t)dt = in; Ct — r)dlt — т), (11.1—1) 
产生 出 来 的 热 燃气 ， 有 一 部 分 被 用 来 充 加 在 燃烧 室 中 ， 从 而 提高 燃烧 室 中 的 压力 
p(t)， 另 外 一 部 分 通过 喷 口 被 喷射 出 去 ， 如 果 燃 烧 室 中 可 能 发 生 的 振荡 的 频率 相当 低 ， 
因此 ,就 可 以 把 燃烧 室内 的 压力 看 作 是 均匀 的 , 而且, 作为 第 一 次 的 近似 号 ,我 们 也 可 以 把 
流 过 喷 口 的 气流 看 作 是 似 稳 的 (所 谓 “ 似 稳 ” 的 意思 就 是 ， 在 任何 一 段 不 太 长 的 时 间 间 隔 
内 都 可 以 看 作 是 平稳 的 )， 所 以 ,经 过 暑 口 的 喷气 的 质量 速率 与 火箭 发 动机 中 的 热 燃 气 的 
密度 成 正比 ,但 是 ,对 于 “单一 燃料 《也 就 是 只 用 一 种 燃料 ) 的 火箭 发 动机 来 说 , 热 燃气 的 
温度 几乎 与 燃烧 压力 无 关 , 而 热 燃气 的 密度 只 与 压力 成 正比 ,所 以 ,如 果 元 是 流 过 整个 系 
统 的 稳 态 质量 速率 ; М, 是 发 动机 中 的 热 燃气 的 平均 质量 ; р 是 燃烧 室 中 的 压力 的 稳 态 平 
均值 .如 果 把 尚未 燃烧 的 液体 燃料 在 燃烧 室 中 所 占据 的 容积 忽略 不 计 ,我 们 就 有 


hdi = m Ë dt + d (М, 2). (11.1-2) 
Р Р 


现在 ,对 于 燃烧 室 压 力 与 燃料 晓 入 速率, КИТУ ЕСЕК Ф т, Ci, 
的 定义 是 : 


pabi peta, (11.1-3) 
5 


PTA Ф ЯП 1] эў А ЕУ Аж Газа АН Е. ЯН (111-3), ЖА 
ть 从 方程 (11.1-1) 和 (11.1-27 消 去 ,就 得 到 


М. ви = (ї — #7. 一 1 11.1- 
十 由 十 1 (1 гас т) + 1]. (11.1-4) 


为 了 计算 =, ЗА о [ОЕ эч, НА РЕ ВИН. БОЕ ВАЖНА НИ 
烧 临 界 状态 的 质量 速率 是 Ср), ЛВ, КРИ т 就 由 下 列 公式 确定 : 
| Ср) dt = const, (111-5) 


可 以 把 常数 看 作 是 为 了 把 单位 质量 的 喷 入 的 冷 燃料 变 到 即将 燃烧 的 状态 所 必需 加 进去 的 
RE. O 的 物理 意义 就 是 ， 从 热 燃 气 到 喷 和 人 的 液体 燃料 的 传 热 速率 ， 把 方程 (11.1-5》 
对 г 微分 就 得 
f dr \ _ 
ГИС, = 006001. (1— 47) 0. (*) 
现在 我 们 就 可 以 明确 地 引进 离开 均匀 稳定 状态 的 微小 扰动 的 概念 。 假 设 压力 # 与 稳 态 什 


五 之 间 的 偏差 相当 小 .那么 f(y) 在 时 刻 е 的 值 以 及 ](Р) 在 时 刻 上 一 的 值 都 可 以 用 Z 
附近 的 泰勒 级 数 表 示 。 如果 不 郑 虑 级 数 中 二 次 和 二 次 以 上 的 方 寡 , 则 有 


Í 
[}(р) ]， == Їр) + Р в 9, 
和 
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П = В) В) „96-5. (ж ж) 


以 上 方程 中 的 了 是 相当 于 平均 压力 巨 的 时 滞 , 所 以 是 一 个 常数 ， 把 C) 的 两 个 关系 式 相 
除 ,再 利用 (*) 的 关系 就 得 出 下 列 近 似 公式 : 


ар тра 4108 | а p 
1 一 至 一 1+ м [Фу —Ф@— т). (111-6) 
把 方程 111-42 和 (11.1-62 合 并 起 来 ,并 且 略 去 二 次 项 ,就 得 出 下 列 方程 : 
ЧЕ р = ба 5) 十 2[pks) 一 pz 一 5)]， (11.157) 
在 这 个 方程 里 
и (Zæ) (11.1-8) 
а log р/ =? 
б, = 2, к=з Ж. (11.1-9) 
而 


«(е — в) = u [EG D| =л@— 0), 


Ө, 是 发 动机 内 的 燃气 的 质量 的 平均 值 与 流 过 发 动机 的 燃气 的 平均 质量 速率 的 比值 , 因此 
它 也 就 是 热 燃 气 从 被 燃烧 产生 到 经 过 喷 口 喷射 出 去 的 平均 时 间 , 所 以 Ө. 就 称 为 “燃气 通 
过 时 间 ”。 在 以 下 的 计算 中 ,我 们 就 用 这 个 基本 的 时 间 常 数 作为 测量 时 间 的 单位 。 z 是 无 
量 纲 的 时 间 变 数 . 6 是 燃烧 的 无 量 岗 的 时 湿 常 数 . 

ШЖ п 是 一 个 与 pz 无 关 的 常数 ， 那 么 f(p) 就 与 加 成 正比 。 这 就 是 克 洛 科 所 假设 的 
f(p) 的 形状 。 现在 ,我 们 把 间 题 提 得 稍微 普遍 一 些 : Ср) 是 任意 的 ; > 是 由 方程 (11.1-87 
计算 的 ,因而 也 就 是 的 函数 .如 果 把 (р) 看 作 是 从 热 燃气 到 雾 状 的 液体 燃料 的 传 热 速 
率 , 那 么 ,关于 传 热 的 物理 定律 指出 , ”的 值 在 1/2 与 1 之 间 . 

这 样 ,我 们 就 建立 了 描述 燃烧 室 中 压力 变化 规律 的 方程 (11.1-7》. 


112 М9: 5) 


在 上 一 节 , 我 们 推导 了 火箭 发 动机 燃烧 室 中 压力 变化 的 运动 方程 11.1-77, 这 是 一 个 
一 阶 常 系数 微分 差分 方程 .现在 采用 常用 的 符号 : 代替 时 间 变 量 2, 用 КЕЧЕ ô 
于 是 方程 (11.1-7) 可 改写 为 


a = (п 一 1)ф (г) 一 npt —r) 十 и — т). 
t 


由 此 可 见 ,压力 变化 的 趋势 (方程 左 端 ) 不 仅 依 赖 于 当时 的 压力 9 (z) ， 而 且 明 显 地 依赖 于 
过 去 的 历史 状况 ФЕ — т) 和 xz т), т>0. 这 样 ， 与 微分 方程 就 有 一 个 根本 的 差 
别 , 为 了 求解 方程 式 (11.1-7) 初 值 不 能 只 给 在 初始 瞬时 2 == ma， 而 必须 给 在 一 个 区 间 上 ， 
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Y) =p), атга. 
一 般 来 讲 , 时 洪 系 统 的 运动 都 可 以 用 一 阶 微分 差分 方程 组 来 描述 ,如 果 将 时 间 坐 标 原 点 向 
右 移动 w 一 +、 那么 初始 条 件 就 给 在 区 间 0 <: <т Е. 本 节 内 我 们 先 一 般 地 讨论 具 
有 一 个 常 时 滞 量 т 的 线性 常 系数 系统 ， 看 看 它们 具有 何 种 特性 .假定 有 任 一 个 具有 时 湿 
因素 的 线性 系统 ,其 运动 方程 为 


== 5 @ У) (2) 十 ў? АС === т) + и; (2) > t > т, 
ј=1 j=1 


Yi) = gi(t), SST, 


Е КРАСУ 

15 ра Е ВО Вр Ж 
一 人 加 + Ву(а—т)у+и(), 12 т, (11.2-1) 
у) =Ф(),0<;<т, (112-2) 


其 中 yep 和 ul) 为 = 维 向 量 函 数 , 4 和 B 为 nx Xn ЖЕ, aG) BARDA 
10, ФО) 称 为 初始 函数 , 它 定义 在 初始 区 间 [0, т] E. 4R РРА НКИК, Вт 是 
г ВУИ r(e) 时 ,方程 
= Ау) + Вубт— т())-+ иб) 
的 初始 区 间 由 初始 时 刻 和 及 和 处 的 延迟 时 间 тС.) 而 定 ， 初 始 函 数 给 定 在 初始 区 间 Es, 
上 ,例如 
УС) =pl), 1€ E,, 

Е, ЖЕ =» М а тС) 的 点 组 成 . 

这 一 节 里 我 们 将 讨论 满足 方程 (11.2-1) 和 初始 条 件 式 〈11.2-2) 的 解 的 存在 性 及 解 
的 形式 问题 . 为 了 便于 叙述 ， 我 们 先 定 义 几 个 基本 概念 。 首先 必须 指出 ， 初 始 条 件 式 
《11.2-2)， 即 函数 Фр) 实际 上 不 可 能 是 任意 的 。 既然 它 代表 系统 的 初始 状态 ，q (2) 
OST) 必然 为 “足够 好 ”的 一 条 曲线 . 由 于 ФФ 的 性 质 对 系统 在 7 以 后 的 运动 有 
很 大 影响 ， 下 面 我 们 将 指出 PHO 5 уб) 之 间 的 某 些 简 单 关 系 . 

如 果 函 数 f(z) 在 开 区 间 << 上 有 天 阶 连续 导数 , WKAR f(z) 是 Сы, 
һ) 类 的 , 记 为 f(z) Є Cas 2 在 方程 (11.2-12 和 (11.2-2) 中 如 果 a) 是 ССО, со) 
KAM, p) 是 СТО, т] 类 函数 ,那么 在 1 宇 0 上 存在 唯一 的 连续 函数 УС), ЕЯ 
是 初始 条 件 式 (11.2-2) 且 在 :> т 时 满足 方程 (11.2-1)。 WR иб) 属于 CO, оо) 类 
和 С2(2т, оо) K, MAR ут) 就 是 С'Ст, со) 类 的 函数 ， 如 果 初 始 函 数 p) 是 
C'[0, т] KAR, WHE =r 时 有 


Ае = Аф(т) + Вф(о) + и(т), (11.2-3) 
е 


那么 解 的 一 阶 导 数 у Ср) 在 7 处 连续 , 即 y(z) 是 СТО, оо) Жу, 
这 样 , 无 论 对 那 一 类 初始 条 件 ， 和 对 增长 速度 不 快 于 某 一 指数 寡 的 ez ， 我 们 就 可 
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以 利用 拉 氏 变换 的 方法 对 方程 (11.2-1) 求 解 , 
利用 分 部 积分 可 以 得 到 
[с — ре = е7" Рух еа (11.2-4) 
和 和 
А ўба обета 8 Рух esidt—s КО ей, (112—5) 


将 方程 (11.2-1) 乘 以 e, ЖА т 到 co 对 z 积分 ,将 式 C11.2-4) 和 (11.2-5) 代 入 就 得 到 


рб) уфе = pG) + аб), (12-6) 
其 中 
DEJ за л Бе", (112-7) 
РС) = e gr) + СЕ — А) КС енш, (11.2-8) 
а) 一 ү u (e) edt, (112-9) 
着 DO 的 道 矩阵 存在 , 则 
| yO edi = БИС) + 961. 2-6) 


行列 式 det DC) 称 为 方程 (11.2-12 的 特征 函数 ,方程 det DCO) = 0 称 为 特征 方程 ,特征 方 
程 的 根 称 为 特征 根 . 

特征 方程 是 一 个 超越 代数 方程 ,在 复 5 平面 上 一 般 有 无 穷 多 个 根 , 记 为 = 1, 2, 
…)， 而 特征 方程 在 任意 半 平 面 Res > о (о 是 任意 实数 ), 内 只 有 有 限 个 根 。 这 只 要 在 
该 半 平 面 内 以 原点 为 中 心 的 充分 大 的 圆 内 部 分 利用 特征 函数 的 解析 性 质 ， 在 圆 外 部 分 利 
ЖИЕК CRouchi) 定理 ”就 可 看 出 ， 因 此 总 可 以 找到 这 样 的 常数 <， 使 


Res, <c, k=l; 2, t, (11.2-11) 
因而 就 可 以 通过 对 式 (11.2-10) 的 拉 氏 反 变 换 得 到 解 у (т) 
yl) = о е0) [рСғ) + 9С) lds, #>0, (11.2-12) 


这 里 ,积分 路 径 〈《C) 满足 式 (11.2-11). 这 就 是 满足 初始 条 件 式 (11.2-2), 方 程 (11 2-17 的 
解 的 一 般 形 式 . 

式 (11.2-127 可 以 展开 为 级 数 形式 ， 以 原点 为 中 心 作 一 系列 圆 围 道 Cis С, +, Cis 
Са» has 使 

(1) CC Cms (= 1,2,."°). 

(2) С, 上 没有 特征 根 . 

(3) 在 Ci 与 Ci 之 间 只 有 有 限 个 特征 根 . 
A с, 上 位 于 Res > с КЕМ Сг, М С, 上 位 于 Ве; 二 < 的 部 分 记 为 Cr， 那 
么 


| prpG) + а) leds = |р) ГРО) + Oleas 


348 第 十 一 章 ”有 时 沾 的 线性 系统 


十 [2-6 [PC + qls) |е". (11.2-13) 
可 以 证 明 , 当 г 足够 大 时 
[ар 0-()[рС) + gs) |е = 01, t:> вт. (11.2-14) 
又 根据 留 数 定理 有 
+f 0-С) [Р С) + qgCs)] eds = | ResD-:Cs) [p(s) + (5) |е, (11.2-15) 
л.с! ОЛЫ; 
和 
tim | 07690909) + 9С) еа = [Р-Р 十 9С) еа. (11.2-16) 
因而 
Ба DCs [ рб) + 9С) leds = lim F Res D'CSJ [р С) + gC) le“. 
xi” ЕС, Sk 
利用 式 (11.2-12) 即 得 
ya) = lim 2 Кеѕр- С) [рСғ) + 9С: 21е“, t > пт, (11.2-17) 
而 0-'Сғ)[рС) + рои 在 s 的 留 数 具有 
ер, (г) 


WER Ж s ЕАН, рь (z) АЛАН, НН s 的 重 数 ， 因 此 У) 可 
表示 为 


yle) = lim У) epa), 12 пт, (11.2-18) 
5% С] 
它 在 任何 有 限 闭 区 间 
<<, h> пт (11.2-19) 
上 一 致 收敛 ， 如 果 所 有 特征 根 都 具有 负 实 部 , 即 
Ке: < ЄС < 0, (11.2-20) 


那么 ,极限 式 (11.2-18) 在 区 间 
ц 1 < 00, „> пт (11.2-21) 
上 一 致 收敛 ， 式 (11.2-18) 可 进一步 表示 为 


уб) 一 У] еер, О. (11.2-22) 
КЕ! 
此 级 数 的 收敛 性 总 可 得 到 保证 . 
11.3 ”时 沾 系 统 的 运动 稳定 性 


这 一 节 我 们 将 一 般 地 讨论 常 系数 常 时 滞 系 统 的 稳定 性 问题 ， 这 对 我 们 讨论 具体 问题 
时 在 方法 和 概念 上 会 有 所 帮助 。 现 研究 齐 次 方程 组 
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Ax ла) т аба Д, 
ГА 


Xx) = фб), „<< т. (11.3-1) 
这 里 仍然 沿用 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定义 做 为 研究 系统 稳定 性 的 依据 ， 由 初始 函数 ф (г) 所 
决定 的 一 个 特定 运动 《未 受 扰 运 动 》xo(t) 的 稳定 性 定义 可 以 这 样 叙 述 : 若 对 任何 正 数 
222 0， 总 存在 一 个 正 数 5， 当 初始 函数 变 为 PA 并 在 区 间 а <: < +т 内 满足 ( 按 
欧 氏 空间 的 向 量 范 数 ) 


[Ф С) — eall < a (11.3-2) 
时 ,方程 (11.3-1) 相 应 的 解 xi(z)( 受 扰 运 动 ) 在 1 >u ERS 
læ) — хб) | < в, (11.3-3) 


则 称 方程 (11.3-1) 的 这 一 特定 未 受 扰 运 动 хо (0) 是 稳定 的 。 反 之 , 若 对 某 个 e> 0, ЖЖ 
到 这 样 的 8 > 4， 则 称 未 受 扰 运 动 ж( 为 不 稳定 ， 特 别 是 , 当 运 动 хоо) 稳定 , 且 
lim x (2) = xC), (11.3-4) 
НУ, МУЖ ЛО 为 浙 近 稳定 . 
稳定 的 几何 意义 可 由 图 11.3-1 说 明 。 图 中 粗 实 线 表示 由 初始 函数 Ф) 所 决定 的 
特定 未 受 扰 运动 x,(z)， 对 于 任意 
给 定 半 径 为 s。， 球 心 随 хо (г) 迁移 
的 = 球体 ,可 以 在 Ф( 附近 指定 
一 个 以 8 为 半径 ，q(z) 为 球 心 的 
6 球体 , 使 得 在 to 到 o+ or 时 间 
内 以 фо) 为 球 心 的 8 球体 内 的 任 
何 一 条 曲线 作为 初始 轨迹 的 运动 ， 
在 任何 г > и 时 刻 都 走 不 出 xo(z) 0 
的 = 球体 的 范围 时 , 则 称 运 动 x “人 
是 稳定 的 。 如 果 对 ж С) 的 某 一 个 ои 
E 球体 ,在 gp(:) 附近 找 不 到 这 样 的 6 球体 , 则 称 运动 хо (Р) 不 稳定 .在 хог) 稳定 的 
情况 下 ， 如 果 随 着 时 间 : 的 增长 ，xi(z) 无 限 趋 近 于 xo(z) ， 则 称 运动 хо (0) 为 渐 近 稳 
Р. 
与 线性 微分 方程 类 似 ,线性 微分 差分 方程 也 有 这 样 的 特点 ， 要 么 全 体 解 都 稳定 ,要 么 
全 体 解 都 不 稳定 。 因 为 方程 (11.3-1) 由 任何 初始 函数 +), 过 :过 十 r， 所 决定 的 
一 个 特定 解 x,(z) ， 通 过 下 列 变换 ; 
y(t) =x) — xC), (11.3-5) 
rO 仍然 满足 方程 组 (11.3-1), 因 而 任 一 特定 解 хо Се) 的 稳定 性 问题 就 化 为 同一 方程 组 
的 零 解 一 -y(2) 一 0 的 稳定 性 问题 这样, 若 零 解 稳定 , 则 全 体 解 都 稳定 ， 反 之 , 若 零 解 
不 稳定 ， 则 全 体 解 都 不 稳定 。 因 而 也 就 有 系统 稳定 性 的 问题 。 下面 我 们 只 研究 零 解 的 稳 
定性 . 
这 里 还 更 特别 指出 运动 稳定 性 与 初始 区 间 (ао, otr] 的 关系 。 对 于 线性 常 系数 党 
时 小 微分 差分 方程 C11.3-1) 来 说 ， 与 线性 常 系数 微分 方程 类 似 ， 稳 定性 与 初始 区 闻 Lo 


Хх! (1) 


хи (г) 
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и 十 z] EX. 因为 发 生 在 任何 区 间 [o + т], Со 20) 上 的 扰动 ФФ 经 过 变换 
д = 1 — 1 
后 就 可 变 为 在 区 间 10, т] 上 的 扰动 
Ja + 4) = Ќа). 
所 以 , 若 对 初始 区 间 (0, т] 上 的 扰动 ,运动 хо (г) 是 稳定 的 ,那么 ,对 任何 初始 区 间 [ay 
+11, to 宇 0, 上 的 扰动 ,运动 也 都 稳定 .然而 ,对 于 变 时 滞 系 统 则 不 然 , 若 运 动 对 初始 区 
E 已 。 上 的 扰动 稳定 ,而 对 初始 区 间 Е, Са > и) 的 扰动 未 必 稳 定 ， 这样, 稳定 性 定义 就 
需要 加 强 , 只 有 对 任何 初始 区 间 Е, (л > t) 都 能 找到 相应 的 Се), 满足 条 件 式 (11.3-3)， 
才 称 它 是 稳定 的 。 反之， 只 要 对 某 个 初始 区 间 已 ,Ga > в), RRE C), 满足 条 件 式 
(11.3-3), 就 称 运动 不 稳定 . 
现在 我 们 再 来 讨论 线性 常 系数 常 时 沾 系 统 


Э. = луб) + Ву(: — т) + ul), ат, (11.3-6) 
t 


满足 初始 条 件 

уа) =g), б<:<т (11.3-7) 
的 运动 稳定 的 条 件 . 这里， 我 们 所 关心 的 仍然 是 浙 近 稳定 问题 。 与 通常 无 时 滞 的 线性 系 
统 类 似 , 系 统 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 特征 方程 det DC) = 0 的 全 部 根 都 具有 负 实 部 . 
这 一 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,因为 只 要 有 一 个 根 具 有 正 实 部 ,例如 Resi 一 cx 过 0， 那么 ， 
由 展开 式 《142-22) 可 以 看 到 ，y (2z) 中 包含 有 px (0) г 项 .显然 ; 不 论 初始 偏差 如 何 小 ， 
EEr ZAK, Пу Се) | 总 将 无 限 增 大 , 即 

imly (ON = о. 
所 以 解 是 不 稳定 的 ;当然 也 就 不 渐 近 稳定 ， 这 个 准则 的 充分 性 ,我 们 可 以 这 样 来 说 明 。 如 
果 初 始 函数 ФО 是 定义 在 区 间 0 < ;< ”> 上 的 C 类 函数 , 设 
т == пах leo |, 
那么 可 以 证 明 
Пу (2) 一 lim еер (| < соте, т, (11.3-8) 

这 里 с ПЕН, еер) 是 DOPO) ERER s ДК, PaO 是 * 的 
多 项 式 、 其 寡 次 小 于 s 的 重 数 ,< 为 任意 实数 , 求 和 是 对 Ci 圆 与 半 平面 Re > < 交集 
内 的 所 有 特征 根 进 行 的 。 如果 所 有 特征 根 均 具 有 负 实 部 。 那 么 可 以 选 “ 二 0， 使 所 有 特 
征 根 都 位 于 半 平 面 Res < с < 0 内 ,这 样式 (11.3-87 就 成 为 

Шу С) | < сте", t> т. (11.3-9) 
因为 c 二 0， 所 以 

ly (< ст, i> т. 

对 于 任意 给 定 的 <， 只 楼 选择 mw 满足 


那么 ye 就 满足 
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<=, i>r, 


在 有 限时 间 0< г< т ру, УС) 1 是 有 界 的 ,而 且 选 择 适 当 的 m 可 使 
ya, 0. 


因而 总 能 找到 这 样 的 m， 在 #20 内 都 满足 


[У < е, 
所 以 系统 是 稳定 的 .上 骨 利用 式 (11.3-9) 便 得 到 
lim |у G) | = lim come” = 0, C11.3-10) 


关于 第 11.2 和 第 11.3 节 的 详细 论述 , 读 壮 可 参阅 文献 [4], 那 里 还 讨论 了 更 为 一 般 的 
ВАХ. 


114 萨 奇 (Satche) 图 


现在 我 们 就 以 第 11.1 节 的 燃烧 过 程 为 例 , 分 析 它 的 稳定 性 . mi PHE PHRA RR 
是 常数 时 的 燃烧 不 稳定 性 称 为 固有 不 稳定 性 .如 果 喷 入 速率 是 一 个 与 燃烧 室 压力 e EX 
的 常数 ,那么 ，4 0. 因此 ,根据 方程 (11.1-7), 稳 定性 间 题 就 由 下 列 齐 次 方程 限定 : 


w, G — npl) + aple — 8) = 0. (11.4-1) 


也 可 以 用 前 节 内 讨论 过 的 拉 氏 变换 的 方法 来 处 理 方程 411.4-12， 作 法 和 以 前 各 章 中 处 理 

没有 时 灌 的 方程 的 方法 相同 。 REE KRA nsf 也 用 过 这 个 方法 中。 然而 ,在 目前 

те 基本 方程 没有 驱动 项 ,所 以 ,可 以 用 一 个 比较 直接 的 解法 , 这 个 解 
法 就 是 解 线性 微分 差分 方程 的 古典 方法 ,作法 是 这 样 的 : 设 


pl) се", 
于 是 得 到 特征 方程 
5 十 (1 一 2 十 2c72 = 0, (11.4-2) 
这 是 一 个 * 的 超越 方程 ， 燃 烧 的 稳定 性 的 条 件 就 是 : 方程 (11.4- ув $ 的 实数 部 分 是 
负数. 


也 可 以 应 用 拉 氏 变换 方法 从 方程 (11.4-1) 得 出 方程 (11.4-2) 来 ， 假 定 ps) 的 拉 氏 
变换 是 BGs), 对 方程 (11.4-1) 进 行 拉 氏 变换 ,就 得 
Фу) — pCO) + (1 — DP) + пете) + | Ceed] =. 


WR ФС) 的 初始 条 件 是 所 谓 的 零 初 始 条 件 ， 也 就 是 说 : z 三 0 时 yp(z) 一 0， 那么 就 
有 


==; 


[s + Ci — n) + ие ФС) 一 0. 
于 是 ,我 们 就 得 到 方程 (11.4-2). 这 里 的 s 和 以 前 各 章 中 的 变数 * RARER”. X 
两 者 之 间 的 唯一 区 别 ， 就 是 这 里 的 :已 经 通过 式 (11.1-9) 的 0。 的 变换 成 为 无 量 纲 的 量 
Т. 也 可 以 看 到 这 样 一 个 有 趣 的 事实 : 如 果 方 程 (11.4-1) 是 一 个 在 方程 右 端 有 驱动 项 的 
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非 齐 次 方程 ,那么 , 对 这 个 方程 施行 拉 氏 变换 法 以 后 , 所 得 到 的 方程 仍然 是 非 齐 次 的 。 如 
果 把 p(z) 看 作 是 系统 在 单位 阶 蜂 函数 作用 下 的 输出 ,系统 的 传递 函数 就 会 是 


1 
FCs) = 
) 5 十 (1] 一 л) 十 пе"? 


这 个 ЕС) ХАО ВАН ИГР. 

克 洛 科 把 方程 C11.4-2) 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 分 离开 来 得 到 两 个 方程 , 根据 这 两 个 
方程 他 解 出 了 方程 的 复数 根 *. 然而 ,如果 只 对 系统 是 否 稳定 的 问题 感 兴趣 ,那么 ,根据 第 
11.3 市 关于 稳定 条 件 的 结论 我 们 仍然 可 以 成 功 地 利用 第 4.3 HAEE. 没 


GOJ 一 ee 一 (-— = =). (11.4-3) 


п n 


TÆ, 系统 的 稳定 性 问题 就 归结 为 CO 在 复 5 平面 的 右 半 部 有 没有 零点 的 问题 ， 当 s 
在 一 条 包围 右 半 平 面 的 闭合 曲线 上 转动 一 周 时 ， 我们 只 要 把 变数 G(s) 的 相应 的 变化 情 
况 加 以 考察 ， 就 能 够 回答 系统 是 否 稳定 的 问题 。 如 果 向 量 GCs》 旋 转 的 总 圈 数 是 基 一 个 
数 ， 按照 柯 西 定理 这 个 数 就 是 GC) EAF 5 平面 上 的 零点 个 数 与 极点 个 数 的 差 . 既然 ， 
在 全 5S 平面 上 G(s) 显然 没有 极点 ,所 以 ,， G(s) 旋转 的 总 图 数 就 是 零点 的 个 数 。 因 此 ,如 
果 系 统 是 稳定 的 , 那么 , 当 * 在 上 述 的 闭合 曲线 上 转动 一 周 时 ，G(s) 旋转 的 总 圈 数 一 定 
是 零 . 所 以 ,可 以 用 描画 旋 氏 图 的 办 法 来 回答 稳定 性 的 问题 . 

但 是 ,对 方程 (11.4-3) 所 表示 的 C(*) 直 接应 用 上 述 的 方法 是 很 不 方便 的 ,因为 时 滞 项 
с 的 存在 ,这 个 表示 式 是 比较 复杂 的 。 对 于 这 样 一 些 有 时 沾 的 系统 ,了 萨 奇 (Satche) 提出 
了 一 个 富有 创造 性 的 巧妙 的 处 理 方法 "不 直接 处 理 СС) 本 身 ,而 把 它 分 成 两 部 分 : 


GCs) = (5) — 8:65), (11.4-4) 
其 中 
Ө! FE gne 
865) = 一 一 一 2a (11.4-5) 
.5 平面 这 样 一 来 ,向 量 G(s) 就 是 一 个 顶点 在 0С) 
| 而 起 点 在 825) 的 向 量 了 。 如 果 ТЕШЕН Г 
7 358)» 2:5) 的 图 线 就 是 一 个 单位 圆 。 如果 


s 在 大 的 半圆 周 上 ，gi(s》 就 在 单位 圆 的 内 
部 。 当 :在 虚 轴 上 变动 的 时 候 ，g2(s) 就 是 一 
条 与 虚 轴 平行 的 直线 (图 11.4-12。 当 * 在 大 
的 半圆 周 上 变动 时 ，8gz(s) 就 在 左 方 措 画 成 一 
个 大 的 半圆 周 ， 这 个 半圆 周 与 * 所 在 的 那个 
半圆 周 恰 好 组 成 一 个 圆周 ， 只 要 稍微 考虑 一 
下 ， 就 可 以 想到 : RAER ВЕРН 
КИН, СС) ДЕН 8 R В Е, ВА, 

LO) 图 线 就 必须 完全 在 gC) 图 线 的 外 面 ， 
图 11.4-1 这 也 就 是 说 ,对 于 本 质 上 稳定 的 系统 : 即 绝对 
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稳定 系统 "来 说 ,必须 有 


1 一 7 


上 一 2s] 读者 >>. (11.4-6) 
4 = 


现在 , 很 容易 看 出 把 СО) ЛЖ аб) 和 eC) 两 部 分 的 作法 可 以 使 得 相当 的 两 条 图 
线 都 比 原来 的 СС) 图 线 简单 得 多 . аб) 的 图 线 与 | 
825) 的 图 线 组 成 的 图 线 就 称 为 萨 奇 图 . 

如 果 $. gi(s) 的 图 线 就 与 82(s) 的 图 线 相交 ， 
因而 就 有 一 部 分 gz(s) 点 在 图 11.4-2 的 单位 圆 的 内 
部 ,但 是 ,只 要 相当 于 这 些 gs) 的 gC) 点 都 在 gC) 
А12, CO 图 线 就 不 绕 原 点 转 ， 系 统 仍然 是 稳定 


{! 
2.6) | ис) 


0 
(159). 8* ш* 


№. 如果 对 于 同一 个 == io* , gz(s) 与 а) 重合 , 则 

G(s) 图 线 就 通过 原点 ,系统 处 于 临界 稳定 状态 。 这 时 ， 

必须 满足 条 件 图 11.4-2 
|gzCiw*)| 一 1， 


агре (10*) == агре; (10*), 
再 从 式 (11.4-5) 就 可 求 出 临界 稳定 状态 下 的 w* 和 6*， 


@®* = 4/2. — 1, (11.4-7) 
Е 
етт me 


所 以 当 5 = 6* №, ра) 有 一 个 频率 是 w* 的 振荡 解 . 因而 5* 是 无 量 纲 的 临界 时 请 ， 
而 w” 是 无 量 纲 的 临界 频率 . Ч 8 二 6*， 也 就 是 说 当 


cos(5V 2n 一 1) > НЕ Зан. 
n 


б == 


时 ,系统 就 是 稳定 的 . 
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现在 我 们 来 考虑 图 (11.5-1) 所 画 的 火箭 发 动机 系统 ,这 个 系统 包含 三 部 分 : 火箭 发 
动机 ,供应 燃料 的 馈送 机 构 ( 燃 料 泵 和 附属 的 传导 装置 ) 及 反馈 伺服 机 构 . 为 了 近似 地 表 
示 出 实在 的 导管 的 弹性 效应 ， 我 们 可 以 假想 在 刚 硬 的 导管 的 中 点 《燃料 泵 与 燃料 喷嘴 之 
间 7 有 一 个 附 有 弹簧 活塞 的 容器 ,在 喷嘴 附近 还 有 另外 一 个 由 伺服 机 构 控 制 的 容器 . 传 感 
器 (测量 仪器 ) 测量 了 燃烧 室 的 压力 , 测量 的 结果 经 过 一 个 放大 器 而 成 为 伺服 机 构 的 输入 
言 号 。 如果 设计 者 已 经 把 燃料 的 馈送 机 构 和 火箭 发 动机 本 身 的 设计 完全 确定 ， 不 允许 再 
加 以 更 改 ， 现 在 的 问题 就 是 : 是 否 可 以 设计 一 个 使 整个 系统 稳定 的 合适 的 放大 器 ? 因为 
关于 燃烧 的 时 灌 还 没有 确切 的 知识 , 所 以 , 在 进行 实际 设计 的 时 候 , 我 们 就 必须 设法 使 系 


1) 若 对 于 任何 6 值 ,系统 都 是 稳定 的 , 则 称 系统 绝对 稳定 . 
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火箭 发 动机 


图 11.5-1 


统 无 条 件 地 稳定 ,也 就 是 说 , 寺 于 任何 的 时 潮 5 的 值 系 统 都 是 稳定 的 . 

假定 m 是 流出 燃料 泵 的 燃料 的 瞬时 质量 速率 ; ро 是 燃料 泵 的 出 口 处 的 瞬时 压力 ， 
燃料 流动 的 平均 速率 一 定 是 h, PJENE 加 。 燃 料 泵 的 特性 可 以 用 下 列 方程 表示 : 

i basi i (11.5-1) 

ПП ЛА ВЕНЕ ЛИЗ ЖЕНЕН БИ Е Е ЖЕТКЕН ТОГЕ Ж БЕЛ, НЕЖНАЯ 
速 的 缓慢 的 时 间 变 化 率 大 ,那么 ,相当 于 常数 转速 的 情况 ,燃料 泵 的 压力 -体积 曲线 在 稳 态 
工作 点 的 斜率 就 是 < (这 里 所 说 的 “体积 ”就 是 流出 燃料 泵 的 燃料 按照 体积 计算 的 速率 ). 
对 于 普通 的 离心 泵 来 说 ，c 差不多 等 于 1， 对 于 传输 泵 (输出 的 流量 几乎 是 不 变 的 泵 ) Ж 
їй, o 非常 大 。 对 于 等 压 泵 或 者 简单 的 增 压 装 置 来 说 , o STF. 

假设 为 是 喷嘴 与 弹簧 容器 口 之 间 的 燃料 流动 的 瞬时 质量 速率 ;xX 是 容器 的 弹簧 常 
数 ，p， 是 作用 在 容器 上 的 瞬时 压力 ， 于 是 就 有 


CO 53 ЁТЕ, (11.5-2) 
ГА 


这 里 的 P 是 燃料 的 密度 , 它 是 一 个 常数 . 
在 以 下 的 计算 里 ,由 于 摩擦 力 而 在 导管 上 引起 的 压力 降落 是 忽略 不 计 的 。 因 此 ,压力 
差 р — р 只 是 由 流动 的 加 速度 引起 的 ,也 就 是 说 
рі ——, (11.5-3) 
这 里 的 常数 4 是 导管 的 横 截 面 的 面积 ; 常数 1 是 导管 的 总 长 度 ， 与 此 类 似 , 如 果 Р 是 控 
制 容器 上 的 瞬时 压力 ,也 就 有 


ат _ 
буша ar, 11.5-4 
һи ит, и 
如 果 控 制 容器 中 所 容纳 的 质量 是 C， 那 么 
йү 一 №; 一 ae (11.5-5) 
dt 


因为 控制 容器 与 燃料 喷嘴 非常 接近 , 所 以 , 在 燃料 从 控制 容器 流 到 燃料 喷嘴 的 过 程 中 , 由 
于 质量 而 引起 的 惯性 效应 是 可 以 忽略 的 ， 因 此 ， 
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— p= 1 ti e% 

Р р 5 пй? (11.5-6) 

其 中 的 4; 是 燃料 喷嘴 的 有 效 开口 面积 。 因 为 在 稳定 状态 下 压力 р 与 р 的 差 Ар 是 
二 A Е m Y 

Ро p= Ар я рае (11.5-7) 


所 以 在 计算 中 可 以 把 4; 消去 . 方程 (11.5-1) 和 (11.5-77 就 描述 了 燃料 馈送 系统 的 动力 
学 性 质 . 直接 利用 消去 某 些 变数 的 计算 方法 ,就 得 出 m p， 与 C 之 间 的 关系 式 . 为 了 把 
这 个 关系 写成 无 量 纲 的 形式 ,我 们 引进 下 列 几 个 参数 : 


= p= x, J= (11.5-8) 
2Ар Ө, 2A546 
кВа, (11.5-9) 
70: 


这 里 的 6。 就 是 方程 (11.1-9) 所 给 的 燃气 通过 时 间 . 这样 一 来 , 连 系 po и 与 上 的 无 量 纲 
方程 就 是 

4 і в @? f 1\] 

с ык. ЈЕ < ре | +а(2+ 2) 


Pfi + aE (P+ >) 
7 72 3 
+ [ez (Р +) + |Æ + [Та (P + 1)+ 21е + 1 ре 4 | 
| 2 dz 2 2 dz? 4 423 


2 З 4 
4 {e(P+ 1) РИТ мори L aJE(P + Hz +1 ре |е = 0, (11.5-10) 
\ 2 / dz Г» д 2 ағ? 4 dz‘ 


这 里 的 = 就 是 方程 (11.1-9) 所 定义 的 无 量 纲 时 间 变 数 . 
伺服 控制 的 动力 学 性 质 是 由 下 列 各 种 因素 的 综合 所 确定 的 : 测量 压力 的 仪器 的 特 
性 ， 放 大 器 的 反应 性 能 以 及 伺服 机 构 的 特性 .伺服 控制 的 总 的 动力 学 性 质 是 由 下 列 算 子 
方程 表示 的 : 
Е (2) рек, (11.5—11) 
这 里 的 下 是 两 个 多 项 式 的 比值 ,而 且 分 母 的 次 数 高 于 分 子 的 次 数 ， 
方程 (11.1-7),《11.5-10) 和 (C11.5-11) 是 三 个 变数 p, и, 的 三 个 方程 ， 既 然 , 它们 
都 是 常 系数 的 方程 ,这 些 变数 的 适当 的 形式 就 是 
Ф = ae, и == be, к = се", (11.5-12) 
把 方程 (11.5-12) 代 入 方程 (11.1-7), (11.5-10) 和 (11.5-11), 就 得 到 а, b, с 的 三 个 齐 次 
方程 ， 所 以 我 们 有 
als + (1 — n) + пе] — be = 0, 


Р{1 + aE (P + + 4 Ја} + {|1 + «(Р + 1) 


4 [8 (P+ L) |+ [+e (P+4)+ тв] а + т prela 


1 

1 1 1\ 2 1 рез азы 
+; (Р 2) + Тай (P+ 1), + L Ее} = 0, 

2 2 2 4 
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Fl(s)a—e = Ù, 
为 了 使 a,b,c 三 个 数 不 全 是 零 ， 它 们 的 系数 所 组 成 的 行列 式 就 必须 等 于 零 . 系数 行列 
АЕ » 后 ,就 有 


ECs) 一 (= + =») [+ РЕЯ + F JE | +а (P + 1) s 
+ СЕЗЕ [ + «(2+ 1|} 
вё [+ PES + [+ JE (1 pä (P y 2)) +5 дес ЛЕР] й 


Ки (+ еер 2) E£] 


n 


(P+ 
a |2 РЕЗ 十 + Те (P+ т) 


п 
+ Ј + «(р + Hj} = 0, (11.5-13) 
为 简单 起 见 , 我 们 写成 下 列 形式 : 


ЕС) = Lo(s) + HCs)e™, (11.5-13’) 


Ls) = (= + f PES + = Jefi + ар + 2.) Е. 
J [er (P+ 十)+ /s+ £ +e(e+ 二 小 
НС) = = РЕ? + 7А ЈЕ а +a (р + 1 + S JEP} 2+ Ba G + 二) 
пре орм 
+ - «ЛЕ (r++) +} + е (Р 2). (11.5-14) 


式 (11.5-13) 就 是 用 来 确定 指数 :的 特征 方程 ,于 是 FO 就 被 认为 是 反馈 部 分 的 总 传递 
函数 整个 系统 的 稳定 性 问题 就 决定 于 方程 (11.5-13) 是 否 有 实 部 为 正 的 根 . 


其 中 


>= 


71 
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如 果 没 有 反馈 伺服 机 构 ,那么 ,只 要 在 方程 (11.5-13) 中 使 F(;) 一 0， 就 得 出 系统 的 
特征 方程 。， 和 通常 的 情况 一 样 ,我 们 假设 方程 (11.5-13) 中 与 e 相 乘 的 部 分 НО) ЛЕН 
ме 8 平面 没有 零点 。 因 此 ,就 可 以 用 НС) 除 方程 (11.5-13) 而 不 会 使 除 得 的 商 数 在 右 半 
5 平面 上 有 极点 。 这 样 一 来 ,就 又 得 到 了 描绘 萨 奇 图 所 需要 的 表示 式 : 

人 


) 
С) = 
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所 以 gG) 的 图 线 仍 是 一 个 “单位 圆 ” ,然而 2) 就 复杂 得 多 了 : 
ко (+0559) 


п 


[E лв» — 1 е Чарт +z] 这 十 | «(р +}: ++) 
= |+ парт) 
| (11.6-1) 


АП + 是 纯 虚 数 ,，* = io, ВА, gC) 的 图 线 在 <* 轴 上 的 “ 截 距 ”的 坐标 就 是 方程 
《11.6-1) 在 ;一 0 时 的 值 。 也 就 是 


1+а(Р+ 2) 
1 一 和 2 


г + а [es 1) 十 Pia 


g0) = — (11.6-2) 


因为 в, а 和 P 这 三 个 参数 都 是 正 数 ,所 以 现在 的 g2(0) 的 绝对 值 小 于 方程 (11.4-5) 所 给 
的 gx0》 的 绝对 值 ， 我 们 已 经 知道 那个 g2:《0》 的 值 是 与 系统 的 无 条 件 稳定 性 有 关系 的 . 
现在 我 们 就 看 到 ,由 于 有 了 燃料 馈送 系统 ,结果 就 使 得 萨 奇 图 的 ga(s) 图 线 更 接近 于 gC) 


的 单位 圆 图 线 ， 壁 如 说 ,如 果 不 考虑 馈送 系统 ,那么 , 当 n = Ж}, eC) 图 线 就 刚好 与 


相当 于 发 动机 本 身 的 单位 贺 图 线 相 切 。 但 是 ,如 果 把 馈送 系统 也 考虑 进去 ，gs(s) 图 线 就 
与 单位 圆 相交 了 ,和 而且, 当时 滞 д 超过 某 一 个 有 限 的 数值 时 ,系统 就 失去 稳定 性 . 因此 ,人 馈 
送 系统 的 影响 是 不 利于 系统 的 稳定 的 。 从 方程 (11.6-1) 可 得 出 对 于 * 的 大 的 虞 数值 的 渐 
近 表 示 式 (11.6-3), 芳 虑 了 这 个 表示 式 就 会 使 我 们 更 加 确信 上 述 的 事实 ， 


ею) = — |2 + (1 22) | әр», (11.6-3) 


п Jn? 
因此 , 对 于 * 的 大 虚数 值 来 次 ，gzGs) 渐 近 地 趋 近 于 一 条 平行 于 虚 轴 的 直线 , 这 条 直线 在 
EARED o 与 虚 轴 的 距离 是 


1 —п 2Р 
ЖЕ, 
所 以 ,还 是 可 以 看 到 ,馈送 系统 的 作用 是 使 g2(s) 网 线 更 接近 单位 圆 . 
这 样 就 很 明显 ， 如 果 参 数 # 差不多 等 于 1/2, 或 者 大 于 1/2, 就 不 可 能 把 系统 设计 成 


无 条 件 稳 定 的 ,因为 在 没有 反馈 伺服 机 构 的 情况 下 , gCs) 图 线 与 С) 图 线 总 是 相交 的 . 
11.7 ”有 反馈 伺服 机 构 时 系统 的 稳定 性 


如 果 方 程 411.5-137 中 НО) EAF 5 平面 没有 零点 或 极点 ,那么 从 gC) 和 gs) 
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的 萨 奇 图 就 可 以 判断 方程 (11.5-137 在 右 半 5 平面 有 没有 零点 . 


这 时 
ВС) = ете, 
g(s) = — (+ + Lai PES + г Jefi $ «(Р 4 1) Е 
+ [ar (Р+ +) + J| s+ | PeP% +) ино, (11.7-1) 


这 里 的 НС) 就 如 式 (11.5-14) Вт 
ях. 

当 :在 图 11.4-1 所 画 的 路 线 上 
转动 时 ，gi(s) 的 图 线 仍 然 是 一 个 
单位 圆 ， 因 此 ,如 果 相 应 的 рғ) 
线 完 全 在 单位 圆 的 外 面 ， 方 程 
(11.5-13) 就 不 会 在 右 半 4 平面 上 
AR. 换 句 话 说， 如 果 在 设计 伺服 
控制 部 分 的 传递 函数 Е (5) 的 时 候 ， 
使 C) 图 线 完 全 在 单位 圆 的 外 面 
《图 11.7-17, 那 么 ,对 于 任何 的 时 滞 


值 , 系 统 都 是 稳定 的 ， 
作为 一 个 例子 ,我 们 取 
图 11.7-1 не, Ps 
2 2 


1 
1=4, т=з 


о == 1, 
a 的 数值 相当 于 燃料 泵 是 一 个 离心 泵 的 情形 。 如 果 没 有 伺服 控制 ，g2《s) 就 是 
Ce с- 1 L Се ые + 352 4 95 + 6) 
_ p + 3s? + 6s + 6 a 
主要 的 兴趣 在 于 * 取 纯 虚数 го 是 实数 ) 时 的 ga《s) 的 变化 情况 。 因 而 
1 (6 — 210? + 4%) (6 — 302) + 021 一 802) (6 — в?) 


gio) 一 一 


2 (6 一 302)? 十 (6 一 02)? 
о 521 — 8ш?)(6 一 302) — (6 — 210? + 400*)(6 — w #3 
2 ' (6 一 302)? 十 wi(6 — 72)? 


11.7-2 中 画 出 了 这 条 图 线 的 о> 0 的 部 分 ， 可 以 明显 地 看 到 ,如 果 时 滞 的 值 足够 Ж. 
系统 就 会 不 稳定 .从 另 一 方面 来 看 ,如果 考 虑 了 伺服 控制 ,而 且 假设 gx*) 能 够 相应 地 变 为 


(7+ 2)( + 3) 
gs) 6 3 


那么 ,正如 图 11.7-2 所 画 的 那样 ,新 的 825) 图 线 就 完全 在 зб) 的 单位 圆 图 线 的 外 面 ， 
因而 ， 现 在 的 系统 就 是 无 条 件 稳定 的 ， 根 据 方程 (11.6-1) 和 (11.7-1) 直 接 加 以 计算 ， 就 
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知道 反馈 部 分 的 传递 国 数 FO 应 当 是 
FCs) 一 —4.875 Cs + 1.0528)? + 0.71645 + 2.6304) г 

#(з + 2)Cs + 3)(5 0.5332)(52 + 0.46685 + 3.7511) 
所 以 ,反馈 部 分 具有 第 3.3 节 讨 论 过 的 积分 线路 的 那 种 特性 . 如 果 测 量 燃烧 室 压力 的 传 感 
器 的 反应 性 能 和 带动 控制 容器 的 伺服 机 构 的 特性 都 已 经 给 定 了 ,那么 ,我 们 就 可 能 设计 出 
一 个 放大 器 ,使 得 总 的 传递 函数 接近 于 上 面 提 到 的 传递 函数 F(s)， 用 这 个 伺服 控制 系统 
就 可 以 使 燃烧 过 程 得 到 稳定 . 

作为 第 二 个 例子 ,我 们 取 
而 

2 2 + 
因为 «二 0， 所 以 燃料 泵 的 出 口 压力 po 是 一 个 常数 ,即使 燃料 流出 的 速率 发 生变 化 的 时 
候 р 也 不 会 变动 。 这 就 相当 于 简单 的 增 压 装置 的 情形 。 如果 没 有 反馈 伺服 机 构 , 则 

гу ка — ET 1 + DQ + s + 85 +2. 
б + 25+ 45 +4 


М $ ЖОШ, 
аа = 1 (4 — 2%?)(2 — 170? + 40%) + (4 - — 002)(12 一 402) 

2 (4 一 202) + ol — 02)? 

l, А аб — 2052)(12 — 400?) — (4 — >O 一 170? + 422 

2 (4 一 22 + о?(А — о Э; 


这 条 e 的 图 线 被 画 在 图 11.7-3 上 .很 明显 ,如 果 没 有 伺服 控制 , 而 且 时 滞 5 的 值 也 足够 
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大 ,燃烧 就 会 是 不 稳定 的 .事实 上 ,这 个 系统 的 稳定 性 能 还 不 如 前 一 个 例子 的 系统 好 : 也 
就 是 说 ， 对 于 比较 小 的 时 滞 值 这 个 系统 就 会 变 为 不 稳定 的 . © 图 线 在 о = 2 点 附近 的 
部 分 是 特别 有 趣 的 , 在 о =2 附近 в НАБ & 的 单位 图 图 线 非 常 接近 ， 如 果 时 滞 5 
的 值 又 能 使 得 在 о 2 Б, бю) 与 вю) 也 相当 接近 и) = gio), ВА, 在 
022 处 就 会 发 生 一 个 几乎 不 衰减 的 振荡 。 这 个 临界 的 о 值 显然 小 于 那个 由 g; 与 单位 圆 
在 00.65 的 实在 的 交点 所 确定 的 时 滞 о 的 临界 值 ， 

为 了 实现 无 条 件 的 稳定 性 ,必须 把 g; 图 线 移出 单位 圆 ,譬如 说 ,如 果 和 希望 把 е. 也 变 
为 与 第 一 个 例子 中 的 那个 图 线 完全 相同 的 “稳定 ”的 图 线 ， 


р ә +206 + 3) 
g(s) 2 Е * 


计算 的 结果 表明 :传递 函数 ЕС) 就 必须 是 
Cs + 0.8126)(Cs? — 0.04337; + 2.6506) 
(з + 2) + З(Я + 4) 

所 以 , 反馈 部 分 必须 具有 二 重 积分 线路 那样 的 特性 ， 而且, 传递 函数 在 2: 有 两 个 纯 虚 
数 的 极点 。 因 为 我 们 在 原 有 的 系统 中 忽略 了 导管 的 摩擦 阻尼 的 作用 ， 所 以 在 这 里 才 对 放 
大 器 发 生 了 这 个 不 现实 的 要 求 。 在 任何 一 个 实际 的 系统 中 ， 导 管 的 摩擦 阻尼 作用 必然 会 
把 所 需要 的 传递 函数 FCs》 中 的 这 两 个 纯 虚 数 极点 消除 掉 。 并 且 把 它们 变 为 两 个 复 共 罗 
的 极点 . 

必须 强调 指出 ， 利 用 反馈 伺服 机 构 来 稳定 燃烧 过 程 的 作法 的 优点 就 是 : 由 于 反馈 何 
服 机 构 的 可 变化 性 很 大 , 对 于 任何 的 时 滞 5 或 z 的 值 , 我 们 都 可 以 使 系统 无 条 件 地 稳定 . 
既然 我 们 没有 关于 时 沾 的 准确 的 数据 ,所 以 ,这 个 实现 无 条 件 稳定 性 的 可 能 性 对 于 工程 实 
际 来 说 确实 是 十 分 重要 的 。 不 但 如 此 ， 如 果 要 求 在 参数 7 发 生 任何 的 变化 的 情况 下 系统 
都 是 稳定 的 ,我 们 也 可 以 用 以 上 这 种 伺服 稳定 的 方法 进行 设计 。 由 于 物理 学 的 理由 , л 可 
以 取 1/2 与 1 之 间 的 一 个 值 . 我 们 来 处 理 最 坏 的 可 能 性 z 兰 1, 并 且 在 这 种 情形 下 进行 设 
计 : 使 系统 是 无 条 件 稳定 的 。 这 样 设计 出 来 的 系统 对 于 所 有 可 能 的 =” 的 值 , 当 然 都 是 稳定 
йз. 因此 ,即使 不 知道 系统 的 确切 的 参数 值 ,我 们 也 还 能 保证 反馈 伺服 机 构 的 稳定 作用 . 


Е(5) == — 4.875 
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在 以 前 的 伺服 稳定 作用 的 讨论 中 ,我 们 都 假定 方程 (11.7-1) 的 多 项 式 НС) EAF S 
平面 上 没有 零点 和 极点 。 然 而 , 事实 并 不 一 定 是 这 样 的 。 所以, 首先 我 们 应 该 研究 HCs) 
在 右 半 5 平面 的 零点 和 极点 的 个 数 . 

我 们 把 方程 (11.5-147 简 写 为 

НС) = НС) + ЕСС) 一 1 十 二 6G) 


其 中 
[КӨ еды 长 Jefi + «(Р 十 11 и 2. ЈЕР} ә 


+ [ек (p+ 4) кл ttp t) s+ (р) E], 
* 2 п 2 ЙА л 
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кр = 2 [+ РЕ? + 1 ојЕ(р + 1\2 + ЈЕ + «(Р + 1). 
п 14 2 2. 2 


假定 НС) EAF S МИЯ а 个 极点 ,由 НС) 的 表达 式 可 以 看 到 , 它 的 4 个 
极点 一 定 都 是 FO 的 极点 ,于 是 ЕС») 在 右 半 S 平面 上 也 就 有 4 个 极点 。 另 方面 ,为 了 
得 到 С) 和 gz(s), 就 要 用 НС) 去 除 方程 (11.5-13) 中 的 EC(s)，。 这 样 作 的 结果 就 在 右 
半 S 平 面 引 进 了 9 个 零点 和 ?个 极点 。 因 此 ,如 果 要 求 ЕС) 在 右 半 5S 平面 上 没有 零点 ， 
GC) 就 要 围绕 原点 顺 时 针 方向 转 一 9 + (9 rsr А, ЗК р) 围绕 单位 
A gCs) 以 顺 时 针 方 向 旋转 一 + 圈 。 于 是 , 就 需要 确定 ЫС) EAF 5 平面 上 的 零点 数 
r。 因 此 只 要 画 H(s〉 的 分 子 多 项 式 Hi(s) 的 万 氏 图 就 够 了 ， 当 * 沿 着 图 11.4-1 的 曲线 
转动 一 周 时 ,Hi(s) 围绕 原点 顺 时 针 方向 转 的 圈 数 就 是 НС) EAF 5 平面 的 零点 数 。 所 
以 ,为 了 解决 一 般 情况 下 的 稳定 性 问题 , 萨 奇 图 和 力 氏 图 都 是 要 用 到 的 (图 11.8-1). 


СЬ) 稳定 的 萨 奇 图 (а) 1 + LC) 在 右 半 平面 有 两 个 零点 的 LCs) 的 力 氏 图 
图 11.8-1 ( 实 线 表 示 正 的 о, ЕЛА w) 
显然 ,这 里 所 讲 的 把 萨 奇 图 和 力 氏 图 结合 起 来 的 稳定 性 准则 ,对 于 任意 一 个 同类 的 时 
光 系 统 都 是 适用 的 .这 一 类 系统 的 稳定 性 判 据 可 以 化 为 这 样 一 个 问题 , 即 确定 特征 方程 
E(s)=0 
是 否 有 大 于 零 的 实数 部 分 的 根 . ХЕ ЕС) 包含 有 е” АЖ. 正 像 前 面 讨论 过 
的 那样 ,用 ECG) BEJ e 的 系数 НС) Ж ЕС) 便 得 到 


ECH _ TE E 
Hy GCs) = g(s) — 6265), 


其 中 

дб) =", 
当 * 在 图 11.4-1 所 画 的 右 半 圆 的 路 线 上 转动 时 ，gi(s) 和 (5) 的 图 线 就 构成 了 萨 奇 网 ， 
(С) 的 图 线 是 单位 圆 . 用 НС) R EC 可 能 在 萨 奇 图 中 引进 若干 个 正 实数 部 分 的 零 
点 。 为 了 判明 这 个 情况 ,我 们 必须 画 出 ЫС) РАУЛ. Жа, СС) 围绕 原点 
沿 顺 时 针 方向 转 的 圈 数 就 可 以 确定 ЕС) = 0 在 右 半 5 平 面 上 的 根 的 个 数 . 
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函数 gs》 里 包含 有 反馈 部 分 的 传递 函数 ， 反 馈 部 分 中 的 放大 器 是 可 以 由 设计 者 自 
由 处 理 的 。 由 于 系统 的 其 他 部 分 的 原因 ，g2Cs》 里 也 可 能 包含 有 s 的 超越 函数 。 因 为 , 反 
馈 部 分 的 放大 器 的 传递 函数 通常 都 是 两 个 多 项 式 的 比值 ， 所 以 很 难 把 来 源 于 超越 函数 的 
损害 稳定 性 的 不 良 影 响 完全 补偿 掉 。 可 是 ,在 萨 奇 图 中 O 图 线 上 最 危险 的 部 分 就 是 
最 接近 аб) 的 单位 圆 图 线 的 那 一 部 分 ， 然而， 接近 单位 圆 的 gs) 点 通常 都 是 相应 于 
小 的 * 值 , 所 以 在 gz(s》 的 危险 的 部 分 上 超越 函数 可 以 展开 为 :的 泰勒 级 数 . 我 们 可 以 
只 取 级 数 的 少数 几 项 作为 超越 函数 的 近似 值 ””， 并 且 根 据 这 个 近似 的 结果 来 设计 反馈 部 
分 的 放大 器 .这 样 一 来 系统 在 危险 部 分 的 损害 稳定 性 的 不 良 影响 就 可 以 被 放大 器 补偿 
H. 不 言 而 喻 ,最 后 还 必须 根据 放大 器 的 设计 特性 用 已 有 的 稳定 性 准则 校 验 系统 的 性 能 . 
以 上 所 讲 的 方法 是 马 伯 尔 (Marble》 和 柯 克 司 (Cox) 所 提出 的 ， 如果 想 知道 详细 的 论述 ， 
读者 可 以 去 参阅 原著 "2. 
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这 一 节 我 们 力图 把 力 氏 法 更 直接 地 应 用 到 时 语系 统 中 来 ， 希 望 利用 无 时 兹 的 开 还 频 
率 特性 来 判断 有 时 讲 的 闭环 系统 的 稳定 性 问题 。 这 种 方法 是 建立 在 图 11.9-1Cc) 结构 图 
的 基础 上 的 . 由 第 三 章 关 于 传递 函数 的 知识 可 以 知道 ,任何 一 个 时 滞 系 统 ,不 论 时 滞 环 节 
位 于 系统 的 主刀 路 (图 11.9-1a) 还 是 位 于 反馈 线 上 (图 11.9-1b)， 它 们 的 闭环 传递 函数 的 
分 母 (特征 方程 ) 是 相同 的 .例如 图 11.9-1(a) 的 闭环 传递 函数 为 
p* (Cs) = Fas )e rs Nols) eT 


ТР БМ” 


图 11.9-1 
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ER FC) = FOF) ЖЕЛЕГИ ИГ ЖБ, МС), DC) 分 别 为 ЕС) 的 分 子 
多 项 式 和 分 母 多 项 式 . 而 图 11.12(b) 的 闭环 传递 毅 数 是 


* *— Fi(s) La мор $) = М 
中 СЕ 1+ Е.С)" DCE) 十 Ne? ЕС ) FC) FCs). 


可 见 图 11.9-1(a) 和 图 11.9-1Cb) 的 闭环 特征 方程 相同 , 因而 两 者 的 稳定 性 是 等 价 的 . 这 
样 ,我们 就 可 以 从 结构 图 11.9-1Cc) 出 发 来 务 虑 有 时 沸 的 闭环 系统 的 稳定 性 . 
第 4.3 节 所 介绍 的 无 时 滞 系 统 的 稳定 判 据 准 则 是 利用 开 坏 传递 函数 的 倒数 TE 
来 判别 的 。 当 然 ， 也 可 以 利用 传递 函数 ЕС) 本 身 的 图 线 来 判断 。 由 于 大 部 分 实际 系统 
传递 函数 分 母 的 阶 数 大 于 分 子 的 阶 数 , 仅 在 个 别 情况 下 两 者 相等 。 因 此 , 当 * 绕 图 4.3-1 
的 曲线 旋转 时 ， Fo(s》 图 线 的 主要 部 分 由 频率 特性 Рош) MRE. HF Fo 一 iw) 一 
Fo(iw)?， 故 可 以 直接 利用 开 环 频率 特性 Fio), 0 < о < cc， 来 判断 闭环 的 稳定 性 . 
如 果 开 环 的 传递 函数 在 右 半 和 平面 无 极点 ， 那 么 闭环 稳定 的 充 要 条 件 是 开 环 频率 特性 在 复 
平面 上 不 包围 (一 1, 20) 点。 
从 时 滞 系 统 的 典型 结构 图 (图 11.9-1c) 可 以 看 出 ,有 时 滞 的 开 环 频率 特性 ЕС) т] 
以 由 无 时 滞 的 开 环 频率 特性 Р.С) KE. 因为 
F#*(1m) = Е,(їо)ет*®, 
如 对 任何 固定 的 自 变 数 о, 向量 Fi(iw》 可 由 Foliw》 顺 时 针 方 向 转 以 rw 角 而 得 到 ， 
因此 ,可 以 直接 利用 无 时 滞 的 开 环 频率 特性 来 判断 有 时 滞 的 闭环 系统 的 稳定 性 . 
首先 我 们 讨论 无 时 滞 的 开 环 系统 稳定 或 中 性 稳定 时 ， 时 沸 系 统 的 稳定 情况 ， 此 时 与 
无 时 灌 的 系统 类 似 ,闭环 时 谐 系 统 稳定 的 充 要 条 件 是 开 环 时 谐 系 统 频 率 特性 在 0 < о < 
оо 段 内 不 包围 (一 1, 10〉 点 ， | 
我 们 来 邯 察 特性 1 十 ЕС), ЕС) 是 开 环 时 灌 系 统 的 频率 特性 ， 而 МС) 和 
Dio) 分 别 是 开 环 无 时 清 系 统 频 率 特 性 的 分 子 与 分 母 ,于 是 
ki S №0) ir — Diw) + Ма)е e 
1 + 2*Со) =1 + ро) е = ГТС 
其 中 分 母 是 无 时 滞 开 环 系统 的 特征 方程 ， 分 子 是 有 时 滞 闭 还 系统 的 特征 方程 。 若 要 求 有 
时 灌 的 闭环 系统 稳定 ;那么 当 w 由 0 变 至 +оо 时 ， 开 环 时 滞 系 统 频 率 特性 Е Со) 应 该 
ЖЕ С—1,:0) д. 如果 F3(iw) 不 包围 (一 1, :0) 点 而 通过 该 点 ， 那 么 系统 就 处 于 
临界 稳定 状态 临界 时 清 时 间 т, 和 临界 频率 wx 应 该 由 下 列 两 式 决 定 : 
[Е Свю)| 一 1 
arg [Foi] — Tog = —п+2л4, q =0,1,2,.... (11.9-1) 
从 上 述 讨论 似乎 可 以 得 出 结论 : 一 切 具 有 时 灌 的 元 件 都 会 使 系统 的 稳定 性 变 坏 . 实 
际 上 并 非 完全 如 此 。 有 时 ,利用 具有 时 滞 的 元 件 还 可 以 改善 闭路 系统 的 稳定 性 ， 例 如 , 设 
有 一 个 闭路 系统 当 没 有 时 滞 元 件 时 不 稳定 , 如 具有 图 11.9-2 那 种 频率 特性 的 系统 ， 显 然 
它 的 闭路 系统 是 不 稳定 的 ,因为 频率 特性 包围 了 《一 1,i0) 点 。 此 时 如 果 在 系统 中 的 主 名 


1)“ 一 ?表示 共 辆 复数 . 


2 
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图 11.9-2 


路 或 反馈 表 路 内 增加 一 个 时 滞 元 件 , 使 频率 特性 曲线 顺 时 针 旋 转 一 个 角度 ,当时 滞 = 选择 
恰当 时 ,可 以 使 原来 包围 《一 1:20) 点 的 频率 特性 曲线 转 到 此 点 的 外 部 ,于 是 增加 了 时 证 
元 件 的 闭路 系统 就 一 变 而 为 稳定 系统 了 ， 在 工程 实际 问题 中 ， 就 有 人 利用 时 沾 元 件 的 这 


种 性 名 


去 改善 系统 的 稳定 性 ,试验 的 结果 也 是 很 成 功 的 . 


关于 时 语系 统 的 线性 综合 方法 , 即 控制 装置 的 设计 ,也 可 以 用 频率 特性 去 进行 。 比较 
成 功 的 方法 可 参看 文献 [22], 
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在 第 一 章 里 ,我 们 曾经 讲 过 ,有 很 多 受 控 对 象 的 运动 规律 ,不 能 用 常 微分 方程 来 描述 。 
例如 ,弹性 梁 型 的 运动 体 、 大 型 加 热 炉 水 轮机 和 汽轮机 ,物理 学 中 的 电磁 场 \ 流 场 \ 等 离子 
体 约束 ` 温 度 场 以 及 化 学 中 的 扩散 过 程 等 等 ， 这 些 物 理 量 的 变化 规律 ,必须 用 偏 徽 分 方程 
才能 准确 地 加 以 描述 ， 而且 在 工程 技术 上 ,常常 要 求 对 这 些 物 理 量 加 以 控制 ,使 其 变化 规 
律 满 足 技 术 上 的 要 求 。 受 控 对 象 如 此 ， 控 制 装 置 或 执行 机 构 也 有 类 似 的 情况 ， 如 液压 和 
气动 执行 机 构 是 目前 应 用 比较 广泛 的 元 件 。 当 油 路 和 气 路 结构 比较 复杂 且 路 线 过 长 时 ， 
在 其 运动 规律 中 也 要 考虑 流体 (工作 体 ) 本 身 的 状态 变化 , 而 这 种 状态 同样 是 由 偏 微分 方 
程 描 述 的 .前 一 章 讨 论 过 的 具有 时 沾 的 系统 ， 如 果 时 沾 是 由 于 运动 在 某 种 场 内 传递 而 造 
成 的 话 , 那 么 时 庇 系 统 就 是 分 布 参数 系统 的 一 个 特例 。 

由 此 看 来 ， 工 程 实践 向 我 们 提出 了 不 同 于 集中 参数 系统 的 一 种 控制 系统 .在 这 种 系 
统 中 ,一 部 分 环节 的 运动 用 偏 微 分 方程 描述 , 而 另 一 部 分 环节 则 用 常 微分 方程 描述 , 或 者 
全 部 环节 都 用 偏 微 分 方程 来 描述 。 我 们 把 这 种 动力 学 系统 称 之 为 分 布 参 数控 制 系统 。 如 
弹性 体 的 振动 控制 \ 装 有 流体 的 刚性 容器 的 网 动 控制 \ 温度 场 的 控制 , 以 及 热 核 受 控 反 应 
中 的 等 离子 体 约束 的 控制 等 等 ,都 是 典型 的 分 布 参数 控制 系统 . 

从 工程 技术 角度 来 说 ,对 于 这 类 系统 ,我 们 自然 会 提出 ,什么 是 系统 的 稳定 性 ,什么 是 
它 的 过 湾 特 性 , 如 何 进行 系统 分 析 , 怎样 设计 一 个 满足 实际 限制 而 又 能 达到 既定 指标 的 控 
制 装置 ,使 系统 满足 规定 的 技术 要 求 等 ， 对 于 集中 参数 控制 系统 ,这 些 方 面 的 理论 和 实践 
都 较 成 熟 , 但 对 分 布 参数 系统 来 说 , 尚 处 在 发 展 阶 段 . 五 十 年 代 , 当 分 布 参数 系统 的 理论 
还 设 有 建立 起 来 时 ,人 们 曾 用 集中 参数 的 理论 去 逼近 ,如 用 带 有 时 滞 环 节 的 常 微分 方程 去 
讨论 特殊 类 型 的 分 布 参 数控 制 系统 中 。 即 使 这 种 比较 简单 的 分 布 参数 系统 ， 就 已 经 表现 
出 了 它 的 复杂 性 ， 以 线性 常 系数 分 布 参数 系统 来 说 ,我 们 将 会 看 到 ,第 三 章 用 过 的 传递 函 
数 方法 对 它 还 是 可 以 应 用 的 . 但 是 ,其 传递 函数 已 不 再 是 有 理 分 式 ， 而 是 亚 纯 函 数 . Ж 
统 的 特征 方程 也 不 是 多 项 式 而 是 整 函数 , 它 的 特征 根 也 不 是 有 限 个 而 是 无 穷 多 个 ， 显然， 
分 析 这 种 系统 比 集中 参数 系统 复杂 得 多 .至 于 线性 变 系数 系统 和 非 线性 系统 就 更 为 复杂 . 

近 十 几 年 来 ,由 于 理论 和 实践 的 发 展 , 特别 是 在 分 布 参数 控制 系统 的 研究 中 , 由 于 广 
泛 应 用 现代 偏 微 分 方程 和 泛 函 分 析 的 理论 成 果 ， 不 仅 为 分 布 参数 系统 建立 了 比较 严格 的 
理论 基础 ,同时 也 提供 了 比较 有 力 的 工具 , 从 而 使 分 布 参数 系统 的 研究 有 了 很 大 进展 , 成 
为 现代 控制 理论 中 一 个 重要 分 支 , 并 越 来 越 引 起 人 们 的 广泛 重视 . 

目前 ,在 分 布 参数 系统 理论 的 研究 中 , 某 些 方面 是 和 集中 参数 系统 平行 进行 的 ， 在 某 
种 意义 上 , 它 是 集中 参数 系统 理论 的 推广 ， 如 分布 参数 系统 的 镇 定 问题 、 最 优 控制 问题 、 
能 控 性 和 能 观测 性 问题 ,以 及 分 布 参数 系统 的 辨识 和 滤 疲 问题 等 等 ,都 取得 了 类 似 于 集中 
参数 系统 的 结果 .但 是 ,由 于 分 布 参数 系统 描述 的 物理 现象 的 复杂 性 , 它 具 有 无 穷 多 个 自 
由 度 , 这 一 事实 本 身 就 决定 了 分 布 参数 系统 有 其 固有 特点 ,而 这 些 特 点 是 集中 参数 系统 所 
没有 的 . 
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在 这 一 章 里 ,我 们 仅 就 分 布 参数 系统 的 基本 特点 和 典型 分 布 参数 系统 的 构成 ,以 及 系 
统 分 析 和 综合 的 基本 方法 和 概念 , 作 一 些 初步 介绍 . 对 于 这 些 问 题 的 各 种 专门 研究 ,读者 
可 参阅 本 章 所 附 的 文献 . | 

应 该 说 明 , 十 几 年 来 ,关于 分 布 参 数 系统 的 研究 工作 很 多 ,这 当然 是 很 好 的 事情 ,但 用 
来 解决 工程 实际 问题 的 研究 还 不 够 多 .而 且 偏 微分 方程 理论 本 身 也 还 有 很 多 空白 ， 尤 其 
是 从 控制 理论 的 角度 提出 的 新 问题 还 需要 进一步 深入 地 研究 . 
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具有 分 布 参数 特性 的 物质 运动 ， 其 运动 状态 不 仅 依赖 于 时 间 ， 而 且 还 依赖 于 空间 变 
量 。 例 如 横向 振动 的 弦 , 它 的 横向 位 移 us x), MEENE # 又 是 驼 上 不 同 点 位 置 x 的 函 
数 。 不 同 的 时 间 ， 驴 的 位 移 是 不 同 的 , 即使 同一 时 间 , 在 弦 的 不 同 点 х 处 的 位 移 也 不 同 . 
在 工程 上 ,所 有 具有 分 布 参数 特性 的 对 象 和 元 件 , 都 有 着 同样 的 性 质 ， 描 述 这 类 对 象 的 运 
动 方程 是 偏 微分 方程 或 积分 方程 
例如 ,一 个 受 控 的 均匀 圆柱 体 的 扭转 运动 ， 设 其 长 为 7， 材料 的 剪 切 模 量 为 C， 质 量 
密度 为 p. F 上 时刻 * 点 处 的 扭 角 为 *(*。，x*7， 则 圆柱 体 的 扭转 振动 , 可 以 用 下 述 偏 微分 
方程 描述 : 
Or(1, х) _ © Or(z,x) 
өг р 
其 中 Кё, х) 是 控制 作用 . 
再 如 ,一 个 均匀 各 疝 同 性 的 物体 ， 它 在 三 维 空间 占有 的 区 域 为 0， 其 边界 为 00. 设 
它 的 热传导 系数 为 《， 比 热 为 <， 密度 为 p。 用 u= ul, х, у, 2) 表示 物体 在 (х, у, ғ) 
点 处 上 时 刻 的 温度 ,那么 ,这 个 物体 的 温度 变化 应 满足 方程 
2а 2 (5% + = + Ze) + Кь х,у, 2), 
(х, у, 2) 60,0 << оо, (12.1-2) 
其 中 йе а» х, у, 2) 为 可 调 的 热源 . 


如 果 不 加 热源 , ВЮ УС, х, у, 2) = 0， 而 且 物 体 的 外 部 环境 不 随时 间 变 化 , 这 时 , 不 
管 初始 温度 如 何 , 经 过 一 段 时 间 之 后 ,物体 内 部 温度 趋 于 平衡 ,此 时 热量 仍 在 流动 ,只 是 流 
出 和 流入 物体 热量 的 代数 和 等 于 零 , 物体 内 部 的 温度 “G, х, у, 2) 已 与 上 无 关 , 在 这 种 
情况 下 : 它 满足 所 谓 拉 普 拉 斯 方程 
т | 
上 述 这 些 方程 都 是 典型 的 偏 微分 方程 ,而 且 都 是 线性 的 , 即 在 方程 中 对 未 知 孙 数 及 其 
导数 都 是 线性 的 。 当 方程 中 所 有 系数 都 是 常数 时 , 叫 作 常 系数 方程 。 如 果 右 端 函数 [如 式 
(12.1-1) 中 的 fz,x)] 不 为 零 时 ， 叫 作 非 齐 次 方程 。 否则 叫 作 齐 次 方程 ,如 式 《12.1-3). 
对 线性 二 阶 方程 , 按 其 特点 又 分 为 双 曲 型 .抛物 型 和 椭圆 型 三 种 。 许多 分 布 参数 环节 是 由 
这 些 方程 措 述 的 ,所 以 我 们 稍微 介绍 得 详细 一 点 . 


+ К х), Ох 0 一 上 一 co， (12.1-1) 


= 0, (х, у, ЕО. (12.1-3) 
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方程 (12.1-1) 是 双 曲 型 方程 中 的 一 种 。 这 类 方程 含有 对 时 间 * 的 二 阶 偏 导 数 项 , 即 

加 速度 项 。 自然 界 中 波 的 传播 ， 物 体 振动 等 的 运动 方程 大 都 属于 这 一 类 .它们 表现 出 对 

时 间 具 有 可 送 的 性 质 。 同 是 双 曲 型 方程 ， 可 以 描述 完全 不 同 的 物理 现象 。 比 如 一 维 双 曲 
型 方程 

Өш а бш. 

өг Ox 


> 0° 


当 а? = т, Т ЖЕЛ, ° 是 质量 密度 时 , 它 描述 了 弦 的 横向 振动 。 但 是 一 个 充满 气体 的 
细 长 管子 受到 小 扰动 时 , 管 中 气 体 压力 问 也 满足 相同 形式 的 方程 ， 

ap абр, 

д? Өх? 


只 是 系数 а DERLAR T. 此 时 a? = Th, Pos oo 分 别 是 初始 时 刻 气 体 压 力 和 密度 ， 
k=% 是 比 热 比 ，c。 是 定 压 比 热 ，c。 是 定 容 比 热 . 


方程 (12.1-2) 是 抛物 型 方程 中 的 一 种 . 这 类 方程 中 ,含有 对 : 的 一 阶 偏 导数 项 , 即 速 
度 项 ， 它 描述 着 自然 界 中 的 热传导 过 程 ` 气体 扩 散 以 及 电磁 场 传播 等 物理 过 程 . 同样 ,在 
量子 力学 、 统 计 物 理 、 概 率 论 等 理论 研究 中 也 会 遇 到 这 类 方程 .这 类 运动 过 程 在 时 间 上 ， 
通常 没有 可 逆 性 ， 和 双 曲 型 方程 类 似 , 同一 方程 找 述 完全 不 同 的 物理 现象 .比如 ,导电 线 
圈 所 围 圆柱 体内 的 磁场 妃 ， 就 用 方程 (12.1-27) 来 描述 
OH OH OH _ ёН 
и 


其 中 e= 二 ，c 是 光速 , 是 磁 导 率 ,c 是 电导 率 . 


双 曲 型 和 抛物 型 方程 ,描述 了 运动 的 动态 过 程 , 而 式 (12.1-3) 这 类 椭圆 型 方程 , 则 描 
述 了 运动 的 稳 态 过 程 诸 如 稳 态 下 的 热传导 问题 ,在 固定 外 力作 用 下 , 膜 的 平衡 问题 以 及 
不 可 压缩 理想 流体 无 疙 流动 的 速度 势 ,静电 场 的 电位 等 等 ,都 属于 椭圆 型 方程 . 

从 工程 技术 上 说 ,所 谓 分 布 参数 受 控 对 象 和 元 件 , 即 分 布 参数 环节 , 就 是 指 其 运动 方 
程 是 由 上 述 各 类 偏 微分 方程 描述 的 ， 这 些 描述 运动 过 程 的 方程 式 也 叫 发 展 方程 .如 果 方 
程 和 边界 条 件 都 是 线性 的 , 则 这 个 环节 就 叫 作 线性 环 刷 。 

例如 ,在 飞行 控制 中 , 一 个 细 长 体 飞行 器 , 有 时 不 能 完全 看 成 刚体 而 必须 芳 虑 弹性 振 
动 。 此 时 作为 弹性 体 , 它 的 运动 可 以 近似 用 弹性 梁 的 运动 来 描述 ,其 运动 方程 就 是 ” 


m(x) уа cl) 25 н + ВО) ŽE + EI) Э — |, =), 
BF ar Ox 
0<x<1, 0 一 :一 co， 


其 中 m(x) 是 梁 的 质量 密度 , Е EARE, EJ) 是 * 处 的 弯曲 刚度 ，C (x) 是 介质 对 
梁 横 向 振动 的 阻尼 系数 ，B (x) 是 局 部 升力 系数 , ft, х) 是 控制 作用 。w 一 и, r) ER 
在 * 点 处 上 时刻 的 横向 位 移 。 显 然 , 这 样 的 受 控 对 象 就 是 分 布 参数 对 象 , 

和 集中 参数 系统 一 样 ,为 了 进行 系统 分 析 , 首 先 柳 分 析 分 布 参数 环节 的 动态 特性 和 静 
态 特性 ,因此 就 必须 对 描述 环节 的 方程 求解 ,但 是 这 个 问题 要 比 集中 参数 环节 复杂 得 多 . 
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一 个 用 常 微分 方程 描述 的 对 象 ,只 要 初始 状态 给 定 , 它 的 运动 就 唯一 确定 了 . ХИН 
分 方程 描述 的 对 象 ; 为 了 确定 它 的 解 , 也 必须 给 出 初始 状态 , 即 初始 条 件 。 对 双 曲 型 方程 
要 给 出 初始 位 移 和 初始 速度 ,比如 方程 (12.1-1), 它 的 初始 条 件 可 以 是 


rt, x)| = ФСФ, | = ф(х). (12.1-5) 
:=0 дї |г=0 
对 抛物 型 方程 要 给 出 初始 位 置 ,比如 ,方程 (12.1 一 2) 的 初始 条 件 可 为 
ult, x, У» |б, У» z). (12.1-6) 


但 是 ,只 有 初始 条 件 ,对 偏 微分 方程 来 说 ,往往 还 不 能 唯一 确定 它 的 解 . 比如 ,同样 作 
扭转 振动 的 圆柱 体 ， 它 可 以 是 两 端 固定 不 动 的 ， 也 可 以 是 一 端 固 定 不 动 而 男 一 端 是 自由 
НО. 这 两 种 不 同 的 边界 情况 ， 圆 柱 体 的 振动 规律 显然 不 一 样 。 同样 ， 一 个 传 热 介质 的 边 
界 , 如 方程 12.1-2) 中 的 68, 它 可 以 是 绝热 的 , 也 可 以 和 外 界 有 热 交 换 ,在 这 两 种 边界 条 
件 下 ,介质 的 热传导 规律 也 不 一 样 . 因此 ,为 了 使 方程 的 解 确定 ,除了 初始 条 件 外 ,还 必须 
有 所 亩 的 边界 条 件 , 这 是 不 同 于 集中 参数 系统 的 ， 例 如 ,上 述 圆柱 体 的 扭转 振动 , 当 两 端 
固定 时 ,边界 条 件 为 


@›х)|_‚=—%® тб») _ =, (101-7) 


如 果 x 一 0 一 端 固定 ，* 二 /一端 是 自由 的 , 则 边界 条 件 为 


rt, x) к= 0. тб, х) 
х=0 дх 


边界 条 件 反 映 了 在 物体 运动 过 程 中 ,加 在 其 边界 上 的 约束 。 不同 的 约束 条 件 ,其 运动 
规律 也 不 一 样 。 当 初始 条 件 和 边界 条 件 都 给 定 以 后 ,方程 的 解 才能 唯一 确定 ,这 在 数学 中 
叫 作 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ,而 初始 条 件 和 边界 条 件 叫 作 定 解 条 件 . 给 定 了 运动 方程 , 它 
描述 了 物体 的 一 般 运 动 ,在 方程 和 定 解 条 件 都 给 定 的 情况 下 ,方程 的 解 就 描述 了 物体 的 一 
类 特殊 运动 。 

对 上 述 三 种 不 同类 型 的 方程 ， 在 形式 上 有 着 完全 相似 的 三 种 边界 条 件 23. 以 方 
程 (12.1-2) 为 例 ,第 一 类 边界 条 件 是 


ult, х,у» Dl, = pCt, x, y, 2), (х, y, 2) 600, С12.1-9) 


它 表 示 在 物体 边界 上 ，u(:， х, у, в) 的 变化 规律 是 已 知 的 . 
第 二 类 边界 条 件 是 
Bult, x, у, в) 
On 
其 中 ”表示 边界 曲面 08 的 外 法 线 方 向 .这 个 条 件 表明 ,在 物体 边界 09 的 法 线 方向 上 ， 
u《t, х, у, 2) 的 变化 规律 是 给 定 的 . 
第 三 类 边界 条 件 是 


ЕЕ Уз z) 十 ќи(2, х,у = | 一 at, х, у =), (х, ys z) € ðQ, (12.1-11) 
п 


32 


其 中 是 已 知 常 数 ， 这 个 条 件 是 式 (12.1-9) M (12.1-10) 的 线性 组 合 ， 它 表明 在 物体 边 


= 0, (12.1-8) 


х®=[ 


а Pts х у, 2), (х, у, =) Е ðQ, (12.1-10) 
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界 89 及 90 的 法 线 方向 上 ,两 者 合 在 一 起 ul, х, у, z) 的 变化 规律 是 已 知 的 . 

如 果 ф = ps = ps = 0， 则 叫 作 齐 次 边界 条 件 , 否 则 叫 作 非 齐 次 边界 条 件 . 

在 受 控 对 象 的 分 析 中 , 我 们 能 够 遇 到 的 有 三 种 问题 , 即 初 值 问题 , 边 值 问题 , 混合 问 
题 . 

所 谓 初 值 问题 ( 柯 西 问 题 ) 是 指 只 有 初始 条 件 就 可 定 解 。 这 类 问题 描述 的 是 相当 于 空 
间 变 量 的 变化 区 域 为 无 限 大 时 的 动态 过 程 。 它 往往 出 现在 双 曲 型 和 抛物 型 方程 中 。 如 无 
限 长 圆柱 体 的 扭转 振动 ,无 限 大 介质 中 的 热传导 ,无 限 长 电力 线 的 传输 等 ， 所 谓 无 限 大 的 
区 域 , 是 指 当 物体 的 体积 很 大 , 而 所 要 研究 的 问题 是 在 较 短 时 间 里 , 较 小 范围 内 的 变化 规 
律 ， 比 如 大 气 中 某 个 局 部 范围 短期 内 温度 变化 的 情况 , 那 时 边界 条 件 产 生 的 影响 很 小 ;以 
致 可 以 忽略 ,这 时 不 仿 把 整个 物体 看 成 无 限 大 ,而 把 边界 条 件 去 掉 。 于 是 就 变 成 了 只 有 初 
始 条 件 的 初 值 问题 . 

边 值 问题 是 在 定 解 条 件 中 只 有 边界 条 件 ， 没 有 初始 条 件 ， 这 类 问题 描述 的 是 运动 的 
稳 态 过 程 . 边 值 问题 往往 出 现在 椭圆 型 方程 中 . 

混合 问题 是 在 定 解 条 件 中 既 有 初始 条 件 也 有 边界 条 件 ， 这 类 问题 描述 了 空间 区 域 为 
有 限时 的 动态 过 程 。 它 大 多 出 现在 双 曲 型 和 抛物 型 方程 中 .如 有 限 长 弦 的 横向 振动 ， 有 
限 体积 内 物体 热传导 ,有 限 长 电力 线 的 传输 等 等 ， 从 控制 观点 看 ,我 们 首先 感 兴趣 的 是 动 
态 过 程 ,然后 才 是 稳 态 过 程 ,因此 ,我 们 讨论 的 重点 是 混合 问题 . 

以 上 所 讲 的 分 布 参数 对 象 ,其 空间 区 域 和 边界 , 在 运动 过 程 中 始终 保持 不 变 , 这 叫 作 
固定 域 分 布 参数 对 象 ， 与 此 相反 ， 当 空间 区 域 和 边 
界 在 运动 过 程 中 随 着 时 间 而 变化 时 ， 叫 作 可 变 域 分 
布 参数 对 象 ， 比 如 ， 带 有 烧 蚀 表面 的 再 人 飞行 器 的 
烧 蚀 问题 Y， 我 们 研究 再 入 飞行 器 烧 蚀 部 分 最 简单 
的 一 维 模型 。 设 厚 为 7 的 烧 蚀 板 , 在 x 一 0 处 有 热 

”输入 为 000), 00) 可 表示 为 字 宙 飞行 器 再 人 大 气 
层 速 度 (г) 的 函数 , 即 OG) = 40A). Ех = 1 
„а 处 烧 蚀 板 被 绝热 ， 如 左 图 ， 

在 时 飞行 器 开始 再 入 飞行 ， 由 于 气动 加 热 ; 在 x 二 0 处 到 4 时 达到 了 烧 蚀 板 的 

熔点 mm。 在 << 这 段 时 间 内 , 烧 蚀 板 内 的 温度 分 布 可 用 一 维 热传导 方程 描述 


gr) 


дибт, x) _ | Dult, х) 2 
„шше рае, (121-12) 
初始 条 件 是 | 
ult, х) та ш(х) (12.1-13) 
边界 条 件 为 
dult, х) — 1 , диб1, х)! = z 
а Сач ^^ ® (12.1-14) 
其 中 《 是 热传导 系数 . 


由 于 板 的 一 端 是 绝热 的 , 随 着 时 间 2 的 增 大 ,热量 不 断 积累 , 当 > л БН. 
这 时 板 的 边界 和 内 部 温度 都 将 发 生变 化 . 用 SO 表示 板 的 固体 部 分 的 边界 , 用 20, х) 
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表示 板 内 温度 分 布 ， 当 上 之 В, йб, х) 满足 下 述 方程 


Эйс» я) _ p, a =, << Баиц<ь (12.1-15) 
t x? 
初始 条 件 为 
S) = 0, ии, х) = иба, х), (12.1-16) 
边界 条 件 是 
a(t, х)| == илэ 
х=$(/) 
45(#) _ , Ou(t, x) 25 
оа dt = Әх si 4Cz(Ct))， 
=з z) тена 612.117) 


其 中 о 是 板 的 密度 , а Е 

在 这 个 例子 中 ,分 布 参数 对 象 的 区 域 和 边界 都 是 随 着 时 间 而 变化 的 。 因 此 , 它 是 可 变 
域 的 分 布 参数 对 象 . 但 是 ， 经 过 适当 的 变换 可 以 把 可 变 域 的 分 布 参数 系统 变 成 一 个 固定 
域 分 布 参数 系统 耦合 一 个 集中 参数 系统 ,对 于 后 者 研究 起 来 就 比较 方便 .今后 ,我 们 主要 
讨论 固定 域 的 分 布 参数 对 象 。 

下 面 , 我 们 再 说 明 一 下 偏 微分 方程 解 的 含义 .在 定 解 问题 中 , 解 函数 的 类 别 与 具体 问 
题 的 性 质 有 关 ,需要 每 次 具体 确定 .例如 它 可 以 是 指 这 样 的 函数 , 它 以 及 出 现在 定 解 条 件 
中 它 的 偏 导数 ， 都 在 所 考虑 的 区 域 上 连续 ， 而 在 方程 中 所 出 现 的 它 的 导数 在 区 域内 部 连 
续 , 他 们 都 同时 满足 方程 , 当 区 域内 部 的 点 以 任意 方式 趋 于 边界 时 ,他 们 满足 定 解 条 件 , 以 
方程 (12.1-2) 为 例 。 运 动 方程 和 定 解 条 件 如 下 : 
ди о (54 q ди. + Ou 
д: дх? ду? Ог? 


j (ху ЕО, 0<;< оо, 


u(t, х, У» Dl = ф(х, У» х), (х, У» 2) Є О, г = 0, 


е), 


它 的 解 ul x, ys 2) 是 指 它 在 2 和 60 上 以 及 + 之 0 时 连续 ， дн. жоо: >20 时 连 


= ф(1, х, Ys 2), (х, у» 2) ðQ, : 20. 


К ди Ou Ou 
RRK, д: ° Әх” ду?’ 


ДЕ (12.1-2) 中 使 其 成 为 恒等式 . 34 :一 0 №, u(t, х, у› =) > ф(х, у, 2) 对 任意 的 点 
(х, ys 2) 60 处 处 成 立 . 当 (х, у, 2) 60 并 以 任意 方式 趋 于 边界 09 上 任意 点 Co yos 


z) 时 ,对 ео 都 有 2 Ф к] — pCt, xos yos в) 成 立 ， 这 样 的 解 通常 叫 作 方程 的 


古典 解 . 古典 解 的 存在 往往 对 初始 条 件 要 求 比 较 严 格 ， 而 实际 中 给 定 的 初始 条 件 常 常 不 
能 满足 这 些 要 求 . 因此 ,古典 解 有 很 大 的 局 限 性 .为 了 满足 实际 问题 的 需要 ,要 用 广义 解 
代替 古典 解 ， 它 在 较 广 的 范围 内 给 出 了 定 解 问题 的 解 . 这 样 就 比较 接近 工程 实际 问题 的 
特点 。 关 于 广义 解 的 定义 和 求解 方法 ,将 在 本 章 第 12.6 节 中 讨论 . 


бш 在 @ 和 * > 0 处 连续 ,把 这 个 ш, к у, з) REIN 
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122 分 布 参数 环节 的 传递 函数 


分 布 参数 环节 是 由 偏 微分 方程 描述 的 ,为 了 分 析 这 种 环节 的 特性 ,需要 求解 偏 微分 方 
程 。 在 给 定 了 定 解 条 件 后 , 解 偏 微分 方程 的 方法 很 多 ,但 在 控制 理论 中 常用 的 是 拉 普 拉 斯 
变换 法 和 分 离 系 数 法 .特别 是 拉 普 拉 斯 变换 法 ， 还 可 以 使 我 们 去 定义 分 布 参数 环节 的 传 
我 们 首先 定义 分 布 参数 系统 中 遇 到 的 拉 普 拉 斯 变换 ?, 
设 二 元 函数 уб, х), 在 :>0 时 是 逐 段 连续 的 函数 .在 上 < 0 时 为 零 . 对 任意 固 
定 的 rs VEX t 的 函数 уб, х) 的 增长 速度 小 于 e"%，0 < mw < оо, 我们 定义 
У(5, х) = Eg x)e™dt, Res > оо, (12.2-1) 


A s YER. Res Æ s МЗ. УС, х) 称 为 函数 УС, х) WEARER. Yl х) 在 
Res <o 上 的 值 可 用 解析 延 拓 方 法 确定 .今后 把 УС, х) 叫 作 уб, х) 的 象 函数 ， 而 
уб, х) 为 УС, х) 的 原 函 数 .容易 验证 ,第 二 章 所 讲 的 拉 氏 变换 性 质 ,在 这 里 也 是 正确 
的 。 例 如 , 当 уС0, х) = ф(х) 时 , 则 有 | 

оч. =» еа: == y(t, х)ет" Г + 50, rx)e id 


0 


оа кй ий. 
即 єт 的 象 函 数 为 一 p(x) + sYC =). 
除 此 而 外 ,还 有 以 下 性 质 : 
у Уб» 03 = | YG, 0)e—dt, 


Ү( D = | У, 7De-aat。 


С) ж буба к) 对 任意 固定 的 z， 作 为 + 的 函数 其 增长 速度 不 大 于 h, 8 20, 
则 


F дубь х) rs се 0 | р ТЕРЕ OY(s. =), Rer в, 
0 Ох Ox Jo Өх 


Res 之 8 的 值 可 用 解析 延 拓 方 法 得 到 。 这 就 是 说 ,在 上 述 条 件 下 ， дуб к) 的 象 函 数 为 
9У(;. х) 
Or j 
(3) 当 Res >o, 时 ， 
lim ҮС, x) = N lim y(t, x)e™ di, 
Res со 的 值 可 用 解析 延 拓 方法 确定 . 


1) 在 一 般 函 数 空间 中 的 拉 普 拉 斯 变换 的 严格 定义 请 参看 НШе, Е & Phillps, В. S., Functional Analysis and 
Semi-groups, Amer. Math. Soc., 1957, 
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В УС, х) 是 уб, х) 的 象 函 数 , 则 УС, х) 可 用 拉 氏 反 变 换 求 得 
y(t, х) = = ща Ү(+„ хе 45, ү > оу. (12.2-2) 

在 常 微分 方程 中 ， 应 用 拉 氏 变换 将 原 函 数 的 微分 方程 变 成 了 象 函数 的 代数 方程 . 在 
偏 微分 方程 中 ,应 用 拉 氏 变换 后 , 仍 是 象 函 数 的 偏 微分 方程 , 但 自 变量 的 数目 将 减少 一 个 
《有 时 变 成 了 象 函 数 的 常 微分 方程 ). 然 后 我 们 应 用 边界 条 件 将 象 函数 的 微分 方程 解 出 ,再 
进行 拉 氏 反 变换 就 得 到 了 方程 的 解 .这 个 解 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 初始 条 件 引 起 的 运 
动 , 叫 作 自由 运动 . 另 一 部 分 由 外 加 作用 引起 的 运动 , 叫 作 强迫 运动 。 当 把 外 加 作用 看 成 
输入 ,而 把 它 引 起 的 运动 看 作 输 出 , 这 时 输出 输入 象 函 数 的 比 , 仍 是 一 个 以 * 为 自 变 量 的 
项 数 ,我 们 把 这 个 函数 叫 作 分 布 参数 环节 的 传递 函数 。 和 集中 参数 环节 不 同 的 是 ,这 个 传 
递 函 数 不 再 是 有 理 分 式 , 一 般 地 说 , 它 是 * 的 超越 函数 ,而 且 还 是 空间 变量 的 函数 ， 

我 们 举 几 个 例子 ， 说 明 拉 氏 变 换 法 的 应 


用 (1х) 
例 1， 求 初始 位 移 为 р(х), 初始 速度 为 
PE), 在 x 一 0 点 处 受 集中 力矩 (О 控制 ， ) А 
РА G НАЛА уйн Е ВАК СИА, uQ) Б 
图 12.21), 
圆柱 体 扭转 振动 方程 及 定 解 条 件 为 е 
Or(t, x) _ д Ort, х) Е 
кз е рз ‚ 0<х<1, 0<;<оо, 
rlt, х) iA Or(t, х) Ея 
8. Ж не эша Иш... 
0, з) == род, == = Ф069). (122-3) 


对 上 述 方程 进行 拉 氏 变换 , 则 得 到 


p ERa t) ,ppt в) ap) — СА, 
ах? 
dR(s, х) = (у), dRCs, х) 二 0, (12.2-4) 
ах х==0 x х=! 


把 * 看 成 参数 ,这 就 是 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 , 它 的 通 解 是 
RG oe + се © а | sh е АРСО + ФО), (122-5) 
co са 是 任意 常数 ,利用 边界 条 件 , 得 到 co с, 应 满足 的 方程 式 


5 5 
UCs) = — ci — с), 
а а 


5 


5 
©} 1 
0 = —се G 
a 


-aiet - Lf ch EU — зр) + EdE (122-6) 


ad e 


#4 
а 


ЖШ. с с, REIR (12.2-5) 中 , 便 得 到 
{ — х 
a- ch=— s 


а 1 z 
RCs, х) = — 1 UG) + 2a hh | 一 一品 
а ' 


s- sh— s 
a 
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CgCD + ФМС + | hE @— = + Ор) + ФСЕ 


+ аа — Юе + ela], (12.2-7) 


我 们 可 以 看 到 ,第 一 项 是 由 控制 作用 x(z) 引起 的 输出 ， 其余 是 由 初始 条 件 引起 的 输 
出 ， 当 初始 条 件 为 零 时 ,输出 为 


1 — х 

а * ch s 
RCs, х) = zA UCs), (12.2-8) 

"sh 一 9 

由 此 ,环节 的 传递 函数 为 
1—х 
RCs, х) а a a 

WCs, х) = ESN = шесе (12.2-9) 


Я 2. 研究 一 维 热传导 问题 一座 墙壁 ( 见 图 
12.2 一 2), 它 的 厚度 为 L BEMAR XETRA. 
墙 的 热传导 系数 为 《， 热 容量 ( 即 密度 和 比 热 之 积 ) 是 
c， 墙 的 左面 (x = 0 处 ?的 温度 是 一 个 已 知 的 时 间 范 
数 u(z)， 它 是 控制 量 。 墙 的 右面 (x >17 处) 是 绝热 
ВЈ. 墙 的 初始 温度 为 零 . 我 们 感 兴趣 的 是 墙 在 х = 1/ 

图 12.2-2 处 的 温度 随 x(z) 的 变化 规律 . 
设 墙 内 各 点 的 温度 为 уб. х), уб, х) 应 满足 抛物 型 方程 


2 
c PIGE бью, 0 一 * 一 1，0 一 :一 co， 
х 


дї 
уба) 一 xD， E 一 0， 
уб. =) =0. (12.2-10) 
应 用 拉 氏 变换 方法 ,可 以 得 到 
到 ФҮ(5, х) 
csY(s, х) ғ = кш Ы 
ҮСғ, 0) = UCs), 0 Е 0. (12.2-11) 
5 ё = T 则 方程 的 解 为 
УС, х) 一 „га UCs). (12.2-12) 


=] х =/ 时 , 便 有 


У, = ETE 
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而 传递 函数 为 


TE И (12.2-13) 


Яз. 芳 虑 一 个 电力 线 传输 问题 . 有 一 半 无 限 长 的 电力 传输 线 , 每 单位 长 度 的 电阻 
为 R， 电 容 为 C， 假 定 导线 上 的 电感 和 电 漏 为 零 ， 传输线 端点 接 入 一 电压 源 ， 其 电压 
e= е() 可 以 人 为 改变 ， 把 它 作 为 控制 量 . 电力 传输 线 上 各 点 处 的 电流 С, х) 及 电压 
иб, х) 应 满足 方程 
ОЕ, хх) _ с ult, х), 
Ox Oz 
оке = Кір, =). (12.2-14) 


初始 条 件 和 边界 条 件 为 

100, х) = 0, «(0, х) = 0, 

u(t, 0) = e(t), mult, x) < оо, (12.215) 
应 用 拉 氏 变换 法 ,由 式 (12.2-14) 和 (12.2-15) 可 得 到 


Eea а сорса, а), 


х 
IUC, х) = RI(s, х), 
х 
ИС, 0) = ECs), limU(s, х) < оо, (12.2-16) 


解 方程 组 便 得 到 = 
УСЕ; х 


UCs, х) = Е(ғ)е 
Cs es Yer 
ICs, x) = = Е()е 7 (12.2-17) 
若 感 兴趣 的 是 传输 线 上 某 点 x = х. 处 的 电压 ОС, x) 则 传递 函数 为 


UCs) _ Убе, 
WCs, xi) = EO = е 
例 4. 我 们 再 来 考虑 一 个 二 维 机 要 的 理论 问题 吗 ,第 十 四 章 里 将 要 用 到 它 。 假定 在 
均匀 的 以 水 平 速 度 了 VV 流动 的 气流 里 ， 有 一 个 弦 长 
为 “的 机 票 ( 见 图 12.2-3) 
Ж “АЙЕ x 一 0 点 的 垂直 方向 上 发 生 了 一 
个 扰动 速度 v) WL, НК РН] х 便 有 扰 
动 的 分 布 升力 产生 ， 记 扰动 升力 密度 为 К, х), 
它 满足 气体 动力 学 中 的 偏 微 分 方程 ， 流 过 机 标的 
气体 是 分 布 参数 的 .把 升力 密度 Се, х) Хх М 
0 到 < 积分 ,所 得 到 的 合力 就 是 升力 


YO = [| ха, 


(12.2-18) 
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机 翼 每 单位 面积 所 受到 的 升力 和 速 压 头 = ои? 之 比 称 为 升力 系数 со), RE р 是 气体 
密度 . PRE (Sears) 证 明了 525, 当 扰 动 速度 为 正弦 函数 时 


VCE) 一 а,„ Ие, (12.2-19) 
ЖУА сы (0) 为 
cost U) 一 rane pR) = = ФСК), (12.2-20) 
式 中 k з ү? 而 
ф(#) СКК ак) + ЛЮКС) (12.2-21) 


Ki(ik) + Kik) 
这 里 Л 和 Л 分 别 是 零 阶 和 一 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ，K。 和 各 К, ЖА АЈА ЗЕ 
如 果 把 v(z) МЕЛ, с.) 作为 输出 ,那么 环节 传递 男 数 为 
В 
И (5) 一 Су" 
НУ s= iw， 代 到 上 式 , 便 得 到 了 环节 的 频率 特性 
а) = Фф. (12.2-22) 


用 拉 氏 变换 法 解 偏 微 分 方程 时 , 一 般 来 说 , 应 该 检查 它 的 原 函 数 是 否 是 方程 的 解 , 是 
否 满足 初始 条 件 和 边界 条 件 . 更 详细 的 步 又 ,读者 可 参看 书后 的 文献 [17,2,3] . 

由 上 边 的 例子 可 以 看 出 ， 对 线性 常 系数 的 分 布 参数 环节 ， 传 递 函 数 方法 是 可 以 应 用 
的 ,但 这 时 传递 函数 是 超越 函数 , 而且 还 依赖 于 空间 变量 。 在 对 象 的 不 同 点 上 ， 传递 特性 
是 不 一 样 的 ,这 也 说 明了 分 布 参数 环节 的 特点 . 

在 结束 本 节 之 前 ， 再 讨论 一 下 解 线性 偏 微分 方程 的 分 离 变 量 法 ， 这 个 方法 的 物理 依 
据 就 是 登 加 原理 .大 家 知道 电子 学 中 的 振荡 近 路 和 力学 中 的 简 谐 振动 ， 它 们 的 特点 是 运 
动 可 以 表达 成 一 个 时 间 * 的 函数 和 一 个 空间 变量 * 的 函数 之 积 ， 而 较为 复杂 的 振动 就 
是 这 些 不 同 频率 谐 疲 的 盈 加 .基于 这 样 的 想法 ， 在 解 线 性 偏 微分 方程 时 ， 认 为 它 的 解 
u(z,x) 是 两 个 单 变量 的 函数 之 积 即 xz х) = TOX), 然后 利用 初始 条 件 和 边界 条 件 
KE TO 和 X(x)， 从 而 也 就 得 到 了 “C х). 

我 们 考察 例 1 中 国 柱 体 的 扭转 振动 。 作 用 在 x = 0 处 的 力气 uCz)， 可 以 用 集中 力矩 
的 形式 反映 在 运动 方程 中 ,这 时 有 


Or(t, x) _ „деб, х) 

в _ === ла си — а и(:)8 (х), 

Во о В! _„ 
дх z= > Ox х=] Ё 


"00, 1) = plr), 07060, 
Oz 


= ф(х), (12.2-23) 
一 0 


其 中 5(x) 是 狄 拉克 函数 "此 时 边界 条 件 是 齐 次 的 . 


1) 引进 6(x) 函数 以 后 ,就 意味 着 rG, x) 对 * 不 是 连续 可 微 的 , 也 就 是 说 r(# x) 是 广义 解 ， 关 于 使 用 广义 函 
数 的 合法 性 的 定义 和 证 明 请 看 第 12.6 45, 
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首先 解 齐 次 方程 
О ху) re (12.2-24) 
д Ох? 
寻求 形式 为 (х) = TOX) 的 解 , 代 到 式 (12.2-24) 中 ,有 
TOX) = eT AX (£), (12.2-25) 
ХС) _ б) 
Х(х) ШОЛ 
两 个 不 同 自 变 量 的 函数 值 相 等 ,只 有 当 它 们 共同 为 某 一 常数 时 才能 成 立 ， 即 
во. =U — 42, (12.2-26) 
X(x) Т (г) 
其 中 4 是 常数 .于 是 Хо) 应 满足 方程 式 
а2Х (х) + 2Х(х) = 0. (12.2-27) 
把 解 Gr) = TOX) 代 到 边界 条 件 中 ,又 得 到 
Х(0) = 0, XO) = 0, (12.2-28) 


于 是 方程 (12.2-27) 的 通 解 为 
Xx) 一 airt steco х. 
为 了 使 X) 能 满足 边界 条 件 式 (12.2-28), 只 有 当 А = 0, А, = п = 1,2,5, 
有 可 能 ,而 相应 的 解 X。(x) 为 ` 
Х,(х) = 1, X, (x) = cos™ д, n= 1, 2, >, 
我 们 把 „= T 叫 作 圆柱 扭转 振动 的 固有 频率 ， 而 X,《x) 叫 作 固有 振 型 ，Xo(x)， 
Х,(х), п = 1,2, --- 构成 了 L: 空间 一 组 直 交 基 ， 
对 非 齐 次 方程 (12.2-23) 的 解 rC x), MARAME, HE rC, х) 依 上 组 直 交 基 展 
成 级 数 
Wi a pO EEEN 
式 中 P), PE), 了 叫 作 广义 坐标 。 把 式 (12.2-29) 代 到 式 (12.2-237 中 , 便 得 到 
Pa) 十 >, В„(«)Х„(«) 一 一 之 PC) (=) Х„(«) 一 ule) l), (12.2-30) 


利用 固有 振 型 的 正 交 性 
1 0 п 5% т» 
[XO Xn a = | i 
3 n = m, 
把 方程 (12.2-30) 两 端 乘 以 Xel) 并 从 0 到 ! 积分 ， 则 得 到 广义 座 标 满足 的 无 限 维 方程 
组 
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В, (г) = — u(t), 
PG) = еу PD — 2 T E E (12.2-31) 


在 解 式 (12.2-29) 时 , 将 方程 (12.2- ARTERA. 并 利用 振 型 正 交 性 ,两 端 乘 以 
Х„(х), Мо 2]: 积分 后 , 便 得 到 


_1 t x 
Po) = 1 |, oa , 
Po) = 2 KOLSO ае йы уз 
Робб == № Lf бан, 
Ё,(0) = af ф(х) Х (4х, п= 1,2, =, (12.2-32) 


在 式 (12.2-32) 的 初始 条 件 下 , 解 无 穷 维 方程 组 (12.2-31), 求 出 PE), P,O, n = 1,2, 
再 代 到 式 (12.2-29) 中 ,就 得 到 解 >(z, х). 
若 初 始 条 件 为 零 , 则 РКО) = 0, PC0) =0,Р,(0) = 0, P,(0) 二 0,7=1,2,.…， 
这 时 可 解 出 广义 坐标 为 
Pu(z) = 一 一 “| (1 — т)и(т)ат, 


пла 


t 
РС) = ЕЯ; sin "ZE (р — г)ибт)ёть п = 1,2555, (122-33) 
пл 


代 到 式 (12.2-29) 中 ,有 
r(t, х) = —= | (в — т)и(т)4т + Уу ти, (- 2) | sin = Ct — т)и(т)ат 


æ 


= ео Tukr)dr — 24 ` ры соз x | sin =E (e — г)и(т)ат, 
(12.2-34) 
将 上 式 两 端 进 行 拉 氏 变换 
RCs, х) = 一 = [1. +2 У -aen z| UCs), 


МЫ 
НЕЕ РВ 


пан аалы „е 2 > = 


这 就 是 传递 项 数 的 级 数 表达 式 ， 利 用 复 变 函数 论 中 亚 纯 函 数 最 简 分 式 展开 定理 ， 可 以 证 
ВН, 这 个 级 数 形式 的 传递 函数 ,就 是 我 们 已 经 得 到 过 的 传递 函数 式 \12.2-97 


一 一 一 一 “ez|. (12.2-35) 
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123 分布 参数 控制 系统 的 构成 和 特点 


上 两 节 我 们 讨论 了 分 布 参 数 环节 的 一 些 特点 ,在 这 一 节 里 ,我 们 要 讨论 由 分 布 参 数 环 
节 组 成 分 布 参 数控 制 系统 的 一 些 特 点 。 = 

如 同 集中 参数 控制 系统 一 样 ,分 布 参 数控 制 系统 的 主要 组 成 部 分 是 受 控 对 象 , 观 侧 器 
和 控制 器 。 观 测 器 测 得 受 控 对 象 的 运动 状态 ， 并 将 测 得 的 信息 送 到 控制 器 ， 控 制 器 根据 
控制 要 求 ,把 观测 信息 经 过 变换 、 处 理 和 加 工 然后 形成 控制 信号 ,再 将 它 加 在 受 控 对 象 上 ， 
使 其 按 控 制作 用 而 运动 . 

以 图 12.2-1 所 示 的 系统 为 例 ,假定 要 求 控制 弹性 圆柱 体 的 扭转 运动 ,使 x == х, 处 的 
扭 角 保持 为 零 .为 此 ,只 要 在 x 一 r, 处 放 一 个 传感器 , 当 xs 处 出 现 扭 角 , 传感器 敏感 出 来 
后 便 立 即 产生 信号 ,并 把 该 信号 送 到 电动 机 ， 
使 其 产生 扭矩 , 即 控制 作用 .这 个 控制 信号 经 
放大 后 ,加 在 圆柱 体 x = 0 处 ,控制 圆柱 休 以 
消除 在 x。 处 产生 的 扭 角 .( 见 图 12.3-1). 

在 这 个 例子 中 , 受 控 对 象 就 是 圆柱 体 , 受 


ult) (ixe) 


流量 是 "4xz)。 观 测 器 就 是 传感器 ,而 电动 ме 
机 和 放大 器 构成 了 控制 器 . 
受 控 对 象 的 动力 学 方程 为 
Or(t, х ‚ (15 х Я 
Teo = a rG) — аги) (к), 
Or(z, х) а, Ort, х) ей. 
Ox < 一 0 Ox к=! 


г(2, х) 是 圆柱 体 的 扭 角 ，x(o 是 控制 作用 , 它 由 传感器 感受 扭 角 而 产生 信和 号, 经 放大 后 
驱动 电机 产生 的 扭转 力矩 其 动力 学 方程 为 
r P= ве а, 
观测 器 (传感器 ) 输 出 方程 为 
"(15 х) 一 ү "(15 x)(x — х„)ах = Sr(1, х), 


ER Ss EWERT, o) 是 狄 拉克 函数 . 
这 样 , 整 个 闭路 控制 系统 的 方程 就 为 


дї, ху) _ ерау, Р 
E a Е а?и(:)8(х). 
Or(Ci х) а Dr(Ci， х) Si 
Өх х=0 А Әх х=! ? 
т 0. + а = Аб, кў, {12.3-1) 


这 就 是 一 个 具有 反馈 控制 的 分 布 参数 控制 系统 ， 
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所 谓 分 布 参数 控制 系统 ， 就 是 指 系统 中 至 少 含有 一 个 分 布 参数 环节 的 系统 .如 果 系 
统 全 部 由 分 布 参数 环节 组 成 ,就 叫 纯 分 布 参数 控制 系统 。 对 这 类 系统 ,理论 研究 工作 比较 
多 ,但 由 于 技术 实现 上 的 困难 ,实际 应 用 中 还 很 少见 到 . 

目前 ,在 工程 实际 中 , 经 常 遇 到 的 分 布 参数 系统 , 往往 是 分 布 参数 环节 和 集中 参数 环 
节 互 相 耦 合 而 成 的 控制 系统 ,而 且 多 数 是 受 控 对 象 为 分 布 参数 环节 ,而 控制 器 是 集中 参数 
环节 ,如 上 例 所 述 的 系统 . 

我 们 再 来 考察 一 个 典型 的 分 布 参 数控 制 系统 . 受 控 对 象 是 式 (12.1-4) 描 述 的 弹性 梁 ， 
其 运动 方程 为 


Ou Ou Ou Ө? Ou 
OW (а) В ЕД 
ав 00 ы-н a а 
= Ки, х), 0<х<1, 0<i<%, (12.3-2) 
边界 条 件 是 两 端 自 由 的 , 印 
бш о | а 
Өх? lx=0 Өх? l= 
Ө дш ð p Ou ч : 
EJ(x) | =0, ЕК 一 0， 12.3- 
Өх пә) Өх? k= Өх гт х=] ыы 
初始 条 件 为 А 
ul = ф(х), Z] = (м). (12.3-4) 
i= Ot l= 


为 了 实现 反馈 控制 ,必须 测量 受 控 对 象 的 运动 状态 ,如 运动 的 位 移 、 速 度 、 加 速度 ; 角 
度 ,角速度 等 , 并 用 它们 来 形成 反馈 信号 。 为 了 测量 这 些 状态 , 可 以 在 梁 上 安装 各 种 传 感 
器 ,如 加 速度 表 , 速率 陀螺 等 惯性 元 件 ， 在 实际 工程 问题 中 , 不 可 能 测 出 对 象 所 有 点 上 的 
状态 ;只 能 测 出 有 限 个 孤立 点 上 的 状态 或 者 茶 个 区 域 上 的 平均 状态 .我 们 研究 两 种 反馈 信 
号 , 即 “ 姿 态 ” 反 馈 和 速度 反馈 。 姿态 是 指 位 移 和 偏 角 , 而 速度 则 指 它们 对 时 | 间 * 的 一 次 微 
商 ,如 位 移 速 度 ,角速度 等 。 传感器 的 输出 可 以 表达 如 下 ， 设 aul), i= 1, 2 是 定义 在 
10,7] 上 两 个 确定 的 函数 , 它 由 传感器 的 安装 位 置 确 定 。$,，i 一 1, 2 表示 状态 测量 的 线 
性 算 子 (有 界 或 无 界 ), 它 决定 于 被 测量 状态 的 性 质 . 这 样 ,姿态 传 感 需 的 输出 就 可 以 表示 
成 


qila t) = | Sukit, х)а(х)4х; (12.3-5) 
速度 传感器 的 输出 为 
1 
аба гу = | 8,0028) (уду = E| $щбх)е(х)ах. (12:3-6) 
Jo 0: Ө: Јо 


例如 , 当 5, = 5, =) CERAT) E 
1 1 А, А 
И refa 2? +5 
А lo, rë |a= nt], xa € (0, 1), i= 1,2, 
' ? 2 2 
其 中 人 是 一 个 小 的 常数 ， 这 时 qo аа 分 别 是 xz 点 附近 小 区 域 入 上 的 平均 位 移 和 平均 速 


度 ， 而 当 3 = = 2 GEREP, 9,4: 就 是 и 点 附近 小 区 域 A 上 的 平均 偏 角 
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和 平均 角速度 . 特别 是 当 ai(x) 一 6(х 一 хо) Н, go 4 就 是 对 象 在 x。 点 的 姿态 和 速 
度 , 这 就 是 点 测量 ,而 前 者 叫 作 分 布 测量 "0. 

传感器 的 输出 gogo 要 经 过 放大 ,网 络 变换 和 计算 机 处 理 ， 完 成 这 些 任 务 的 装置 就 
是 控制 器 , 它 是 由 常 微分 方程 描述 的 . 设 x( = Сал (2), «`` xa( 四 ) 是 控制 器 的 
ТЭН, №, № 是 诸 通 道 对 量 测量 а, 4 的 放大 系数 ，R; = (Ки kas tto К), 
i 一 1, 2。 则 控制 器 的 动力 学 方程 为 


хы) = Jx(t) 十 Ва Си 1) + А4: а›› t), (12.3-7) 
t 


J Æ nX n ИМЕ. 
控制 器 的 输出 x(z) 经 过 执行 机 构 功 率 放 大 后 , 变 成 为 受 控 对 象 上 某 一 点 或 某 一 区 
域 上 的 控制 力 ( 或 力矩 〉f(i, х) 


К, D = (дв) w, 


# == Сда Bo "775 Ea) 是 诸 通 道中 的 功率 放大 系数 . 5(x) 是 定义 在 10,1] 上 的 确定 函 
数 , 它 由 控制 力 (或 力矩 ) 的 作用 点 或 区 域 决定 。 例 如 , 取 


1, refe- + 2], 


Ь(х) 一 


0, ze| = 一 全 ,= + |, х. Е (0, 1), 


则 2(=) 表示 控制 力 加 在 x。 点 附近 的 小 区 域 A 上 . 特别 当 b) = 名 x — х.) 时 , 则 它 
表示 是 在 xe 处 的 点 控制 ,而 前 者 叫 作 分 布控 制 . 
于 是 ,整个 反馈 闭合 系统 的 方程 组 为 


Ou Ou Ou Ө? Ou “хл 
(х) С — +В — 十 — EJ(x) — = — ‚Ср; 5 
тб) с + С 2 Е = POKO 
өш| _ ul o 
Ох? lx=0 ” Әх? l= А 
д Ou | д Ou 
— EJ/(x)— 一 0 — ЕЈ 二 一 一 0， 
5. ое ШЕ Ж- (х) | 
| 
“| =o, 9=®| = фб), 
=й Of k= 
кы = Jx(z) + kigiCai, t) 十 Ааа. 1), 
! ~ 
LACIE t) == | КЛА х)а,(х)а4х, 
0 
г A 
аба» 0) = |, 5 an а(х) ах, (12.3-8) 


系统 的 方块 图 示 于 图 12.3-2 H, 

这 是 一 个 用 党 微分 方程 指 述 的 控制 器 作 线 性 反馈 的 分 布 参 数控 制 系统 ， 对 这 个 系 
统 ,后 面 我 们 还 要 详细 讨论 . 

一 个 分 布 参数 控制 系统 ,如果 组 成 系统 的 所 有 环节 都 是 线性 的 , 则 叫 作 线性 系统 ， 这 
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里 再 强调 一 下 ,对 线性 分 布 参数 环节 ，, 不 仅 指 描述 它 的 方程 是 线性 的 , 同时 它 的 边界 条 件 
也 必须 是 线性 的 。 对 线性 系统 来 说 ， 夫 加 原理 总 
是 成 立 的 . 反之 , 当 系 统 中 含有 非 线性 环节 时 ,就 
叫 作 非 线性 分 布 参数 控制 系统 . 

在 线性 系统 中 ， 如 果 所 有 环节 对 时 间 变 量 : 
都 是 常 系数 的 ， 则 叫 作 线性 常 系数 系统 .而 当 
环节 的 系数 随 着 时 间 # 而 变化 时 ， 就 叫 作 线性 变 
系数 系统 .如 前 面 所 述 的 圆柱 体 扭 角 控制 系统 


图 12.3-2 


〈12.2-17 就 是 线性 常 系数 系统 . 
一 般 来 说 , 开 环 分 布 参数 控制 系统 ,可 用 偏 微分 方程 组 表示 如 下 : 


= = Lilu x Jsa), К: -и„(т,х),]!(т‚х), си РС х)),1 = 1,2,..* ,ny 
i 


其 中 х= (х, х, ,xm) EQ, О 是 空间 变量 的 变化 区 域 ,其 边界 为 00, 8 是 m 维 欧 氏 
空间 中 的 某 一 连通 区 域 . РС, х), 1, 2, r 是 系统 的 控制 量 . Г, i=l, 2, 
…, zx， 是 偏 微 分 算 子 . 令 ОС, х) = С, х), ut, X), ++, и„(т, х)), 
Е, х) = (РС, х), РС, х), fx) L= (1л, La +++, La) WAERDE 
以 写成 向 量 形式 

ы =RU aa Кь ху, Е (12.3-9) 


系统 的 初始 条 件 为 
Uli, х) |. = Ох), (12.3-10) 
边界 条 件 为 
Mi Cta ж), -- на х))=0, 1=1,2, +74, N, X EO, 
如 令 М = (M; М, …，Mx)， 则 边界 条 件 可 写成 向 量 方程 
МСОСЬ, х'))= 0, x Eô, (12.3-11) 
其 中 М„у=1,2,--,М/ 是 偏 微 分 算 子 . 
如 果 系统 是 线性 的 , 上 将 是 线性 算 子 ,这 时 式 (12.3-9) 将 变 成 


= х) 一 Г.С: „х)/О:. х) 十 D(z, x)fli, х), хє ©, (12.3-12) 


МОС, х) = 0, x €00, (12.3-13) 
其 中 志和 M 分 别 是 пхп, МХ» MEERES AT. DU, х) Жоп х г М. 
在 这 些 方程 中 ，U(z, х) ЕЖА, Ка, х) 也 叫 作 系统 的 输入 .在 一 般 情 
况 下 ,系统 状态 不 能 直接 测量 到 , 测量 元 件 所 能 给 出 的 量 往往 是 系统 状态 的 一 个 盟 数 ,这 
时 观测 器 方程 可 以 表示 为 | 
УС, х) = SUG, х), (12.3-14) 
其 中 УЧ, x) 叫 作 系 统 的 输出 ，S 是 测量 算 子 . 
一 个 分 布 参数 系统 ,就 其 控制 和 测量 方式 来 说 , 较 集 中 参数 系统 有 更 大 的 灵活 性 和 多 
样 性 ， 这 是 分 布 参数 控制 系统 的 一 个 重要 特点 。 比 如 ， 为 了 控制 一 个 物体 内 部 温度 的 分 
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№, 我 们 可 以 在 物体 内 部 有 限 个 点 《或 区 域 ) 上 进行 控制 ,也 可 以 在 物体 边界 的 有 限 个 点 
《或 区 域 ) 上 进行 控制 ,甚至 在 整个 区 域内 部 或 整个 边界 上 进行 控制 等 等 ， 目 前 ,分 布 参数 
控制 系统 , 按 其 控制 方式 ,常见 到 的 有 以 下 几 种 . 

一 种 是 点 控制 。 这 种 控制 的 特点 是 控制 作用 集中 加 在 分 布 参数 对 象 的 有 限 个 孤立 点 
上 ,如 前 面 所 说 的 弹性 梁 的 点 控制 ,就 是 控制 力 f(z, *) 集中 加 在 梁 上 一 点 х. 处 ， 再 如 


温度 场 的 控制 ， 在 式 (12.1-2) 中 ， 如 果 КЕ, х, Y» z) т=з 5 Ө:(2)5(х — х: Y— Yis z—z;), 


і=1 


(х уо z) EQ, і = 1, 2, 55", п, GG) 是 集中 可 调 热 源 ， 这 就 是 在 8 内 有 限 个 孤 了 点 
上 和 集中 加 热 来 控制 8 内 的 温度 分 布 "9. 

在 点 控制 的 情况 下 , 系统 方程 中 出 现 6 国 数 ,这 种 函数 不 同 于 一 般 的 函数 , 叫 作 广 义 
函数 ,在 第 12.6 节 中 我 们 将 讨论 这 种 系统 的 分 析 方 法 . 

另 一 种 控制 方式 是 分 布控 制 . 即 控制 作用 分 别 加 在 受 控 对 象 的 有 限 个 区 域 上 ,甚至 在 
整个 受 控 对 象 上 。 如 弹性 梁 的 分 布控 制 ,控制 作用 是 加 在 х, 点 附近 的 小 区 域 A 上 . 同样 ， 


在 温度 控制 中 ,如 果 控 制作 用 取 成 Її, Xs у» =) == b2 9;(#)И’(х, Y» z), И’Кх, Y» х) 


定义 在 0; 上 的 函数 ,2,C2， 这 就 是 温度 分 布控 制 . 

第 三 种 方式 是 边界 控制 ,控制 作用 只 加 在 受 控 对 象 的 边界 上 .反映 在 系统 方程 中 , 控 

制作 用 将 出 现在 边界 条 件 里 ,对 式 (12.3-9) 的 边界 条 件 式 (12.3-11) 将 变 成 以 下 形式 : 
МСО, х), faolt, х))= 0, x €00, (12.3-15) 

其 中 Бос, ж) 是 边界 控制 输入 ， 而 对 式 (12.3-127 的 线性 系统 其 边界 条 件 式 (12.3-13) 

将 变 成 


МОС, ж) = foolt, х), х є 0. (12.3-16) 

所 以 对 线性 系统 来 说 , 变 成 了 非 齐 次 边界 条 件 问题 . 

控制 作用 加 在 边界 上 的 方法 ,可 以 是 点 控制 ,也 可 以 是 分 布控 制 ， 比 如 , 在 圆柱 体 所 
角 控 制 系统 中 ,就 是 在 边界 * 一 0 处 加 的 控制 作用 ,因而 是 点 控制 ， 再 如 前 面 说 过 的 温度 
场 控制 ,如 把 边界 00 分 成 两 部 分 OA, 00, 在 90, 上 25 = 0,90, k, 9% | = 
(2, ху у» =), (къ уз 2) 600, WC, х, ys =) 是 控制 作用 ,这 就 是 边界 分 布控 制 . 

相应 于 上 面 的 几 种 控制 方式 ,也 有 相应 的 测量 方式 ， 这 就 是 点 测量 ,分 布 测量 和 边界 
测量 . 

在 点 测量 的 情况 下 ， 测 得 的 是 分 布 参数 对 象 的 一 个 或 有 限 个 孤立 点 上 的 运动 状态 . 
例如 弹性 梁 的 点 测量 ,温度 场 的 点 测量 等 等 . 

如 果 观测 器 能 够 测量 到 受 控 对 象 的 一 个 或 有 限 个 区 域 甚至 是 整个 区 域 上 各 点 的 运动 
状态 , 那 就 是 分 布 测量 ， 在 实际 工程 问题 中 这 种 测量 是 很 难 实现 的 . 

当 测量 元 件 放 在 对 象 的 边界 上 ， 测 得 的 量 是 对 象 边界 上 的 运动 状态 ， 这 就 是 边界 测 
量 ， 这 种 测量 可 以 是 点 测量 也 可 以 是 分 布 测量 . 

分 布 参数 控制 系统 在 控制 和 测量 方式 上 的 这 些 特点 ， 相 应 地 带 来 了 系统 分 析 和 设计 
上 的 复杂 性 ， 如 点 测量 点 控制 的 分 布 参 数 系统 分 析 间 题 ， 就 是 一 个 比较 复杂 而 困难 的 间 
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АЙ. 
下 面 ,我 们 再 简单 地 讨论 一 下 分 布 参数 系统 分 析 的 传递 函数 方法 . 
研究 一 维 空间 变量 的 分 布 参数 控制 系统 ,其 运动 方程 为 


2400) LED Су) ayle) PEE + OEE), 
xr 


i+jar 
0<х<1, 
0 一 上 < о, (12.3-17) 
初始 条 件 为 
п—1 
ур» х) = фб, дус» | = Фи ---, УЕ! а, деў, (113-18) 
ðr l= д" k= 
边界 条 件 为 
ду ч, ay] _,._ 
5; 192 + г. = 07 =1, 2, жый, (12.3-19) 
Ox’ k= i s 


其 中 cis dij ga TEE 《是 方程 中 yCzx) 对 * 偏 导数 的 最 高 次 项 .ylt， х) 对 * 的 零 
阶 导数 就 是 у, x》 本 身 。 这 是 齐 次 边界 条 件 。u(z)5(x) 一 项 是 控制 器 的 输出 并 且 以 集 
中 力 的 形式 作用 在 x 二 0 处 . 控制 器 的 动力 学 方程 为 


вкш). и... вав) = КО — уба, х), (12.3-20) 
ай" а"! 


其 中 Ь;„4=—=0,1,2,--+, т 是 常数 , f(z) 是 系统 的 输入 , y(t, хо) 是 受 控 对 象 在 x 一 xs 
处 的 状态 。m 个 初始 条 件 为 
du аи | 
и(0) = иу; га = ums ‘5 r la a 
整个 系统 是 一 个 点 测量 ,边界 点 控制 的 分 布 参数 反馈 系统 . 
用 高 阶 方程 化 成 方程 组 的 方法 , 可 以 把 它 化 成 式 (12.3-12),《12.3-13) 的 形式 .但 我 
们 直接 对 式 (12.3-17) 和 (C12.3-19) 作 拉 氏 变换 . 
在 式 (12.3- 127 两 边 作 拉 氏 变换 后 FERARI & 阶 微分 方程 


ато (к) [У (з, х) — Tpl) — --- — ф„—(х)] 
= > ат [syY Gs, х) рои) — +++ — ф;—(ж)] + ИЯ), 
(12.3-21) 
同样 ,对 边界 条 件 式 412.3-19) 两 边 作 拉 氏 变换 ,得 到 
&-1 j к-1 i 
У! “ҮС Ж > aen = 0, j= 1, 2:8, (12.3-22) 


将 方程 (12.3-21) 整 理 后 ， кее 


PCs, 2“ 


十 Prils, 52“ + --- + РС, x)Y 


= i быб, ғ, ф:(х)) + ОС) (х), 
=0 
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РА, x) 一 >, хак), 


LEL EEI 


О,(х,+› ф:(х)) 一 У) Papl) 


TT 
sl 


d*o; (x) 
= ах“ А 
paa 
当 a=0 时 ， = 就 是 pi KA. 
在 边界 条 件 式 (12.3-22) 下 ,求解 方程 


dad*Y(s.x) dY (s. х) 
P ЖС» ее аш оде 十 
+ PCs, х)Ү(, х) = (x — E). (12.3-23) 
设 式 (12.3-23) 对 应 的 齐 次 方程 的 基本 解 组 为 Yi(s， х), +5, ҮС x*)， 而 系统 的 脉冲 过 


渡 函 数 为 С(х, т. s)。 则 式 (12.3-23) 的 通 解 为 


+ PCs, x) 


уба) = >) ль а) + | GCs m 0000 — В 


Уат, + 60, ё, 5), “r> 时 ， 
(12.3-24) 
У АҮ =), 4 <E i, 


AH А; 为 任意 常数 .根据 《个 边界 条 件 式 (12.3-22)， 可 以 得 到 4; 应 满足 的 代数 方程 ， 
从 方程 中 解 出 4; 再 代 到 式 (12.3-24) 中 , 这 时 得 到 的 ҮС, х) 便 是 方程 (12.3-23) 在 边界 
RA (12.3-22) 下 的 解 . 这 个 解 有 明确 的 物理 意义 , 它 是 在 x 一 处 加 一 集中 力作 为 
控制 量 对 环节 的 啊 应 уб, х) шнын, 我 们 用 A Cr, E, KUER 


У даб, х) + Св, Es), >E, 

„Ж (а, Е, +) 一 = (128-25) 
У дуб. х), х<Е. 
i=l 


A Cx, Е, s) 就 是 方程 (12.3-23) 的 格林 函数 。 一 旦 知道 了 格林 函数 ,方程 (12.3-21) 的 解 
就 可 以 很 容易 地 给 出 。 它 是 


уб a) = же, Б 0) [$e КЕ, ss PED) + ИВС aë 


= W(x, s)UCs) + T | (х, &, ОКЕ, 55 ф;СЕ))аё, (12.3-26) 


式 中 М(х, 5) = A C, 0, s), CHAREE x = 0 处 加 集中 力作 为 控制 量 对 环 
ч у уб,» x》 之 则 的 传递 函数 。 由 式 (12.3-26) ЖН, уб. х) 由 两 部 分 组 成 , 第 一 部 
分 wl, s)U(s) 是 控制 作用 引起 的 强迫 运动 , 而 第 二 部 分 则 是 由 初始 条 件 引起 的 自由 
运动 。 

按 第 二 章 已 经 讲 过 的 常 познанию. 求解 控制 器 方程 ,其 解 为 


=з ет == 5х МС) 299 
UCs) т 5 [ FCs) -- ҮС, rp) | + = БОЛ? (12.3-27) 


R 
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式 中 DCs) = бу" + б” + bms F bms МС) = бон” + Choto 十 Рио”? 十 


*。 十 120 十 OU-20 十 … + Ён). 


Е 为 控制 器 对 输入 的 传递 函数 ， 将 式 (12.3-277 代 到 式 (12.3-26) 中 , 便 得 到 


[СЯ TEDE. ыы) 


Ү(+, х) = И/(х, 2-1 DCs) DCs) 


в-1 
+ У | Єх, E DOE s> ФЕ, 
i=0 


在 该 式 中 , 令 x 一 xr， 便 有 
Pin к) Ие, >f 


А + № 
)] yea) 


+ > | се Б 5> ғ)0, CEs >, (Р; E)E. 
解 出 У(5, хр)» 得 到 


W(xg, sy 了 
| Юс 
Ү(ғ,х,) = 7 я чыз 2 FCs) 
1+ ИС, s 
DC 
бхз Ма). +, N lap Е, DOKE, г, PREJME 
Жы» DCs) 


1+ хрз 5 
геу Ба 


当 系统 的 初始 条 件 为 零 时 , 式 (12.3-30) 第 二 项 为 零 , 这 时 有 


и EE 
Peen 
Ү(ғ,х,) = 1 ЕС), 
1 十 W (xg, DT 
由 此 
1 
У, xg) CEPA ИС» A 0 
F(C) = Я р 1." 
1+ № (Сэ ЗБС 


这 就 是 闭路 系统 输出 对 输入 的 传递 函数 . 
把 式 (12.3-31) 代 到 式 (12.3-27)( 此 时 Ns) = 0), 482] 

1 
DCs) 


1 十 (Сх s)—— т 


将 式 412.3-337) 代 回 到 式 (12.3-26) 中 (此 时 55 ФКЕ)) =0), RE 
W(x, s) 一 一 一 
元 2 ЕС), 


DCs) 


UCs) = FCs). 


УС, х) = 
1+ ИС,» 了 ) 一 一 一 


(12.3-28) 


(12.3-29) 


(12.3-30) 


(12.3-31) 


(12.3-32) 


С12.3-33) 
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由 此 i 
W(x, ғ) 一 一 一 
№ a E (12.3-34) 
FG) 1 + WH (xg, gel 
DCs) 


这 就 是 系统 状态 对 输入 的 闭路 传递 函数 . 
我 们 注意 到 系统 输出 对 输入 的 传递 函数 


же УС. ху) 
DCs, xe) ву" 
是 闭环 传递 函数 ,而 
И (хи 5) 
| КС, xg) DCG) _ 
是 开 环 传递 图 数 ,它们 之 间 的 关系 是 
Dls, x) = КС xe) 


1 + Kls, xg) " 
这 和 第 三 章 中式 (3.7-7) 完 全 一 致 . 
对 本 节 式 (12.3-1) 的 系统 ,分 布 参数 对 象 的 传递 函数 由 式 (12.2-9) 知 道 为 
a ch — ; 
W(x; =, ， 
s» sh £ 5 


控制 器 的 传递 函数 为 
业 


DCs) Ts 十 1 


所 以 系统 的 闭环 传递 国 数 为 | 
| — & 
—ak ch 一 了 


а 


Ф(5 х) = 


Cret ijh „ЁЛ ЖЛ 
а а 


最 后 ,我 们 特别 指出 一 类 经 常 遇 到 的 分 布 参数 系统 . 在 这 类 系统 中 ,分 布 参数 环节 的 
传递 函数 是 亚 纯 函数 。 所 谓 亚 纯 函 数 就 是 除去 极点 外 再 没有 其 它 奇 点 并 在 所 有 其 余 点 上 
解析 的 复 变 函数 ， 亚 纯 函 数 一 定 能 表示 成 两 个 整 函数 之 比 . 整 函数 是 在 复 平 面 上 处 处 解 
ОН АЖ. 分母 整 函 数 的 零点 就 是 亚 纯 函 数 的 极点 。 因 为 整 函 数 至 多 有 可 数 多 个 零 
点 ;所 以 亚 纯 图 数 也 至 多 有 可 数 多 个 极点 ,而 且 没 有 有 穷 聚 点 。 亚 纯 函 数 可 以 看 成 有 理 分 
式 的 推广 整 函数 可 以 看 成 多 项 式 的 推广 ， 亚 纯 函 数 和 有 理 分 式 有 许多 类 似 的 性 质 . 

当 分 布 参数 系统 传递 函数 为 亚 纯 函数 时 ,我 们 把 这 种 分 布 参数 系统 叫 作 正则 系统 。 

对 于 前 面 讨论 的 这 类 系统 ,如 果 是 正则 系统 ,根据 式 (12.3-25), 格 林 函 数 可 以 写成 

у _ B(x; &. $) 
A (x, Е, s) = а = 
ИН В(х, & ғ) 和 ACO 都 是 * КЖ, Ш 


W(x, ) = A Ca, о, 5) = В 09, 
ACs) 
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由 式 C12.3-31) 知 首 


В(х,- 0. ғ) 
___46ғ)0С5) =, о __ В(х,, 0, 5) Е 
ҮС5, х.) == B(xr,. 0. s) FCs) 4()р(5) 二 В(х,, 0, s) FCs). 
4(С5)0(5) 
我 们 把 方程 
DCs) = А(5)0(5) + В(х„, 0, ғ) 一 0， (12.3-35) 


叫 作 系统 的 特征 方程 .显然 2006) АХ. ДЕН, ХЛ СВЕ 
征 根 ) 分 布 ,决定 了 这 个 系统 的 稳定 性 . 
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对 于 分 布 参 数控 制 系统 的 动态 性 能 ， 首 要 和 基本 的 要 求 是 系统 的 稳定 性 ， 也 就 是 要 
求 系统 在 各 种 不 利 因素 的 影响 下 ， 仍 能 稳定 地 工作 而 不 发 散 。 这 一 点 和 对 集中 参数 系统 
稳定 性 的 要 求 是 一 样 的 ， 但 是 ,由 于 分 布 参数 系统 有 无 穷 多 个 自由 度 , 其 稳定 性 问题 要 比 
集中 参数 系统 复杂 .例如 ,对 线性 集中 参数 系统 ,只 要 系统 所 有 的 本 征 值 都 有 负 实 部 , ЯВ 
么 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 。 但 对 分 布 参数 系统 来 说 ,即使 系统 的 本 征 值 都 有 负 实 部 ,系统 
也 不 一 定 渐 近 稳定 .目前 ,关于 分 布 参数 系统 稳定 性 的 研究 ,仍然 是 个 十 分 重要 的 问题 . 
”分布 参数 系统 的 稳定 性 包括 两 个 方面 的 问题 ,一 个 是 系统 稳定 性 的 准则 是 什么 , 另 一 
个 就 是 按 给 定 的 准则 如 果 系 统 不 稳定 时 , 如 何 能 使 系统 稳定 , 即 所 谓 系统 的 镇 定 问题 . 我 
们 先 来 说 明 分 布 参数 系统 稳定 性 的 概念 . | 

我 们 知道 ， 稳 定性 概念 的 一 个 中 心思 想 就 是 未 受 扰 运 动 И) 和 一 切 相 对 于 И) 
的 受 扰 运 动作 比较 ,也 就 是 说 ,把 系统 的 预定 工作 状态 和 一 切 受到 扰动 后 的 工作 状态 作 比 
较 , 由 此 来 研究 系统 在 受到 扰动 后 ,是 否 仍 能 保持 在 预定 的 工作 状态 上 . 为 了 要 作 这 种 比 
较 ,就 必须 有 一 个 用 来 权衡 系统 所 处 的 两 个 不 同 状态 是 “接近 ”还 是 “远离 ”的 尺度 .这 个 
尺度 就 是 两 种 状态 的 “距离 ”， 对 于 集中 参数 系统 来 说 ,这 种 尺度 就 是 第 二 章 中 式 (2.4-3) 
所 规定 的 欧 氏 空间 中 两 点 的 距离 。 由 于 分 布 参 数 系统 有 无 穷 多 个 自由 度 ， 我 们 自然 会 想 
到 ,应 该 在 无 穷 维 空间 来 研究 这 个 问题 ， 第 二 章 中 所 讲 的 距离 空间 , 希 尔 伯 特 空间 等 就 是 
我 们 所 需要 的 这 种 空间 . 

我 们 先 从 一 个 具体 系统 的 稳定 性 问题 研究 起 ， 然 后 就 一 般 系统 的 稳定 性 给 出 严格 定 


№. 
Әу, єў == Е (Е, х,у, Ор н), 
дг" t 
d”u(t) du 
和 __. , u, ey). 12.4-1 
ка f(t, и Ja y) С > 


当 系 统 的 边界 条 件 和 初始 条 件 给 定 后 ,系统 的 解 就 唯一 确定 了 ， 


这 个 系统 的 状态 是 由 = ЗЕЕ уб, х), D, з) уы а 
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变量 函数 (б), 00... О 描述 的 ， 固 定 任 一 时 刻 a。 系 统 状态 是 = 个 = 的 函 


du А 
dt 


т Л, ВП УС, х)» Зуи. ау. 5 ttt’ Вт, =) | > u(t) | 


ðt реа OF: 


=, 2 


=t, =s, 


LD ，， 紧 想 在 欧 氏 空间 来 描述 这 种 状态 显然 是 不 行 的 ， 但 我 们 可 以 仿照 欧 


4"! 

氏 空 间 的 情况 , 把 = 个 单 变 量 х 的 函数 он (х), а, (х) 和 mw 个 数 B1, В: tto Bm 看 成 
一 个 向 量 (或 点 ) z， 并 记 作 z == (а (e), -ts aC), Bisht Bm) ER œl), 一 
1:2… n; pi 一 1 2， 7 仍 叫 作 向 量 的 分 量 。 我们 规定 , 当 且 仅 当 z 中 所 有 分 
ВЕН ЖЕ РУ, U ж 为 零 向 量 。 两 个 向 量 2, 和 2, 当 且 仅 当 它们 对 应 的 分 量 都 相等 时 , 则 
称 z 和 2, 是 相等 的 .把 所 有 这 种 向 量 的 全 体 记 作 ®,ЯГ® 中 任 意 两 个 向 量 ж, = (об), 
aala), +" "0,.(5), Ви Pas ** Ва) ЯП 22 == Солк) а(х) +++, (0), Ва Воз‘ ,Bm2) 
定义 一 个 正 的 实数 和 它们 对 应 ， 


plZi, z) 一 | 5° Стах [аи (=) 一 а(х) р + 2, а rata 


Pa. Pe | 


ra ах"! 


= e |} +... + (= тах 
Pla — bay F e > Сб — кї * (12.4-2) 


我 们 把 C.) UF 9 ШО ЕЕ, CAU FENH MA: 

(1) PCzi， 2.) 20, М НХ д = 2, 时 olz, 21) 一 0， (ЗЕ). 

(2) р(21, 2.) = р(2,, 21), 《对称 性 ). 

G) plz 22) < р(2, z) + olz, 22), (ЕЖА). E9 上 赋予 距离 ВЕ, 
mM 作 距离 空间 。 当然 , 式 412.4-27) 并 不 是 上 赋 距 的 唯一 方法 .可 以 根据 具体 问题 的 需 
要 而 赋予 不 同 的 距离 . 

如 同 欧 氏 空间 中 两 个 点 间距 离 一 样 , 式 (12.4-2) 定 义 的 距离 © 就 表示 了 允 中 两 点 z, 
z 的 "接近 ?或 "远离 ”的 程度 。 如果 z M 2, 很 接近 , 即 eal) — anle), i = 1,2, 
Ви 一 Bro i=l, 2, -5t m 都 很 小 时 ,那么 。 就 很 小 。 反 之， 如果 距离 ?很 小 ， ди 
差 值 也 就 很 小 ,从 而 z 和 z: 就 很 接近 . 当 р=0 时 , 2 和 2, 就 完全 相等 了 。 距 离 ? 好 
比 一 把 尺子 ,用 它 可 以 度量 空间 中 任意 两 点 之 间 的 相对 距离 . | 

在 多 中 给 定 一 个 点 z1 和 一 个 小 的 正 数 e, 一 切 和 zi 的 距离 小 于 8 的 点 z ВА Ц 
作 点 zi 的 & 邻 域 , 它 是 一 个 以 ж АЕ 为 半径 的 小 球 ， 凡 在 这 个 小 球 内 的 点 和 zi 的 
距离 都 小 于 е. 

如 果 距 离 空间 9 中 的 点 z 是 :的 函数 , 即 ж 的 每 个 分 量 都 是 * 的 函数 , 记 作 ze) = 
(ол (2, х), Crs х), --*› а, (2 х), Bilt) s to Ba E). BBA A e 变化 时 , 点 zz) 便 从 
空间 9 中 一 个 点 变 到 另 一 个 点 。 我 们 把 由 于 * 的 变化 而 使 2 (z) 变化 所 历经 的 点 集合 ， 
ШЕ © ГРН“ НН”. 若 zO 的 每 个 分 量 对 “上 都 是 连续 函数 ,就 说 曲线 z(z) 对 * 也 是 连 
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假如 我 们 任意 固定 一 个 时 刻 :， 并 令 убт, к) = ale), а) аа), св 


оа) и) вст, 一 ps 那么 系统 式 (12.4-1) 在 + 时刻 的 
状态 便 对 应 于 距离 空间 多 中 一 个 点 z 一 Cau(x)，……os(x), #\, to В), К = ЖЖ 
描绘 点 . Ш * 连续 变化 时 ,系统 状态 也 随 之 变化 ,从 而 摸 绘 点 = 在 9 中 对 应 地 描绘 出 一 条 
“曲线 ”, 把 它 叫 作 系统 的 运动 轨迹 , 记 作 z(t) 。 因 此 ,系统 式 (12.4-1) 是 在 : 一 r 初始 条 
件 为 = (риб), фи) мыз tios > насам) 时 的 运动 并 在 空间 多 中 对 应 一 条 从 
z 出 发 的 运动 轨迹 z (0). 

现在 ,我 们 来 建立 系统 式 (12.4-1) 的 稳定 性 概念 

设 系统 在 :一 时 从 z 出 发 的 运动 轨迹 为 (у) , 它 是 系统 的 预定 工作 状态 , 称 它 为 未 
受 扰 运动 ,如 果 系统 在 :一 时 受到 了 某 种 干扰 ,使 初 始 条 件 不 再 是 za; 而 是 为 一 (fo(z)， 
$), 1 名， 那么 ,受到 干扰 后 的 系统 工作 状态 ， 便 是 
一 条 在 + 一 时 ,从 务 出 发 的 运动 轨迹 乡 (z) , 它 称 之 为 相对 于 zO) 的 受 扰 运动 . 

如 果 任意 给 定 一 个 正 数 8, 总 存在 一 个 正 数 о, CRM А, & 有 关 , 对 任意 pCzo, А) < 
8 的 为。 使 所 有 + > һ ЩИТ оба (0), ZG) < в, 我们 就 说 未 受 扰 运 动 = 是 稳定 的 . 此 
外 ,如 果 当 :> co 时 ,着 有 бш), 20) 一 0, 则 称 未 受 扰 运 动 z(z) 是 汤 近 稳定 的 . 当 
5 АЖ е 有 关 而 与 无 关 时 , 则 叫 作 一 致 浙 近 稳定 . 

反之 ,对 任意 的 正 数 e 找 不 到 这 样 的 о, 那么 未 受 扰 运 动 zx(5) 就 是 不 稳定 的 . 

未 受 扰 运 动 20) 是 空间 9 中 一 条 从 z 开始 的 连续 曲线 。 我 们 沿 这 曲线 的 每 个 点 
200), 作出 它 的 € 邻 域 , 同 时 对 zo PEEKS o 邻 域 . 如 果 系统 在 为 时 从 环 的 8 邻 域内 
任意 点 出 发 ,其 运动 轨迹 在 任意 时 刻 :> 六 时 的 状态 ,总 位 于 未 受 扰 运动 同一 时 刻 * 的 状 
EC) 的 邻 域内 , 那么 未 受 护 运 动 z(:) 是 稳定 的 ， 这 就 是 运动 稳定 性 的 定义 在 上 距离 
空间 多 中 的 几何 解释 . 

可 以 看 出 ,分 布 参数 系统 稳定 性 的 这 种 定义 ,实质 上 是 集中 参数 系统 李 雅 普 诺 夫 稳 定 
性 定义 的 推广 . 


我 们 来 讨论 一 个 例子 . 式 (12.3-1) 给 出 的 分 布 参数 系统 ,其 状态 是 (tx Опол), 


nu(z). 令 2 一 (в (ж), оз(х), и), 0<=х</, 定义 距离 
рб 2\› 2›) == {Стах [аи (ж) =з о (х) | » + Стах [в (=) БЕ а(х) |)? + (и == у}, 


则 所 有 的 z 构成 距离 空间 9, ЖЕ ЖЖ = = (с, Ds 
r(t, х) 
-u з TOJ! 


现在 看 一 下 系统 零 解 的 稳定 性 , 即 rC x)= 0, 90 20, u(z) = 0 的 稳定 
性 , 它 相 当 于 零 初始 条 件 下 系统 的 解 (平凡 解 ). 现 给 任 一 非 零 初 始 条件 rC0,z) 二 qo(x)， 


Aral] = pile), KCO) = ш, BI ж — (риб), рб) а), В 出 发 的 系统 运动 
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ДИ #0 =, 0,2540), u(t) ), 这 时 零 解 的 稳定 性 就 是 ,对 任意 给 定 的 正 数 e 
总 存在 正 数 3, 它 只 和 有 关 , 对 任意 的 ло, REC max| СО ваз |р.) [У < 
©» + aa) } се, 则 零 解 是 稳定 的 . 此 
t 


8, RE [сах |С, дуру + (max 


外 , 当 ?一 оо 时 ,还 有 上 max| (о, «ГУ + (шах| 2702-27 
ае 
是 浙 近 稳定 的 . 
如 果 系统 的 任务 是 保持 圆柱 体 在 x 一 xs 处 的 握 角 为 零 , 这 时 受 扰 运 动 和 未 受 扰 运 动 
就 不 必 作 全 局 性 比较 ,只 要 对 z) 中 的 一 个 分 量 С, xs) 和 零 状 态 作 比较 就 能 反映 出 系 
统 工作 性 能 了 .这 时 稳定 性 可 以 定义 如 下 :对 任意 给 定 的 正 数 в, 总 存在 正 数 5, CRA E 
有 关 , 对 任意 ,只要 {CmaxjpoCz) |} + Cmax) 4 < 8, 就 有 Ges хо 


< 8， 我 们 就 说 系统 的 零 解 是 稳定 的 此外, Ч гә оо 时 ,还 有 rC, xse)| >0, ВА 
下 面 ,我 们 讨论 一 般 分 布 参数 系统 的 稳定 性 定义 . 
在 第 12.3 节 中 , 我 们 曾 指出 ， 一 般 分 布 参数 系统 可 以 用 偏 微分 方程 组 表示 成 式 
《12.3-9) 的 形式 .稳定 性 问题 只 考虑 系统 的 自由 运动 就 够 了 , 即 可 令 f(z, ж) = 0。 这 时 
给 定 系统 的 状态 方程 为 


+ ео | о, шеа 


са х) L LU, х. UG, х), (124-3) 


边界 条 件 和 初始 条 件 分 别 由 式 C12.3-11) 和 (12.3-10) 确 定 。 我们 假定 系统 的 解 存在 而 且 
是 唯一 的 . 

设 系 统 的 状态 空间 为 9, 在 其 上 定义 的 距离 为 p, 它 具 有 前 面 说 过 的 距离 的 三 个 性 
质 ,因此 多 就 是 距离 空间 .在 讨论 稳定 性 的 问题 时 ,只 要 有 了 距离 就 够 了 .但 在 讨论 分 布 
参数 系统 其 它 问题 时 ,仅仅 有 了 距离 还 不 够 , 还 必须 要 求 状 态 空间 有 更 多 的 性 质 , 这 时 一 
般 的 距离 空间 不 便于 作为 系统 的 状态 空间 , 通常 是 巴 拿 赫 〈Banach) 空间 或 希 尔 伯 特 空间 
等 作为 系统 的 状态 空间 .选取 什么 样 的 函数 空 间作 为 系统 的 状态 空 s 间 这 与 研究 分 布 参数 
系统 的 具体 问题 有 关 . 

对 系统 式 (12.4-3), 在 给 定 边界 条 件 式 (12.3-11) 和 初始 条 件 ОС, х) |, = Ох) 
后 ,方程 的 解 便 决定 了 系统 的 一 个 特殊 运动 ,用 ФС, х, Ох), 6) 表示 这 个 解 , ВЕ» 
中 的 一 条 曲线 ,用 Tu 表示 “Tu C9. ЭНЕН ОЗ] Го, 的 距离 定义 为 

СЫ, Tu) = ий (Ц, U’). (12.4-4) 


现 给 定 另 一 初始 条 件 D.Cx)， 系 统 式 (12.4-3) 在 这 个 初始 条 件 和 边界 条 件 式 (12.3-11) 下 
КО ФС, х, Ох), в) 也 是 9 中 的 一 条 曲线 , 记 作 TB,， 定义 Tu 和 Го, 的 距离 为 
ous TE) = зир p(U,Tyv). (12.4-5) 
UTU, 
现在 来 定义 系统 式 (12.4-3) 的 运动 P, x, U,(x), һ) 的 稳定 性 。 如 果 对 任意 给 定 的 正 
数 &, 总 存在 - -个 正 实数 5, 它 依赖 于 6 和 刀 , 当 任意 给 定 的 以 (x) 使 KÜ, Го) < б(в, 
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t) 时 ,总 有 (бГр, Гу) < в 成 立 ,我 们 就 说 未 受 扰 运动 ФСЕ, х, О (х), и) 是 稳定 的 . 
此 外 ,如 果 当 :一 co 时 ,还 有 TE Tu) 一 0, 我们 就 说 未 受 扰 运 动 Dl, х, UC), t) 
是 渐 近 稳定 的 ， 如果 5 只 和 & 有 关 而 入 无 关 时 , 则 叫 作 一 致 渐 近 稳定 . 
| HAE TEX в, 找 不 到 上 述 的 5(e, и) 时 , 则 未 受 扰 运动 ФСЕ, х, О,(х), ta) PUPE 
不 稳定 的 . 

运动 稳定 性 的 这 个 定义 和 我 们 对 系统 式 (12.4-1) 所 作 的 定义 实质 上 都 是 一 致 的 . 

需要 强调 指出 的 是 ， 未 受 扰 运动 的 稳定 性 显然 与 距离 о 的 具体 选择 形式 有 关 。 同 一 
个 系统 ,未 受 扰 运 动 在 这 样 规定 的 距离 下 是 稳定 的 ,而 在 另外 规定 的 距离 下 却 可 能 是 不 稳 
ЕНУ. 因此 ,对 具体 系统 所 选择 的 距离 о 必须 能 反映 系统 的 工作 性 能 和 工程 实际 的 需要 . 

如 果 系 统 是 线性 的 , 则 式 (12.4-3) 变 成 了 如 下 形式 : 

ыы = BC МД, ж), (12.4-6) 


其 中 LO, х) 是 矩阵 微分 算 子 ， 

和 集中 参数 系统 一 样 , 对 于 线性 系统 ,任何 一 个 未 受 扰 运 动 的 稳定 性 等 价 于 系统 零 解 
的 稳定 性 (所谓 零 解 就 是 系统 在 零 初 始 条 件 下 的 解 , 它 在 任何 时 刻 的 状态 都 为 零 )、 从 而 
系统 要 么 全 体 运动 都 稳定 ,要 么 全 体 运 动 都 不 稳定 。 因 此 , 对 线性 系统 来 说 , 提 系 统 是 否 
稳定 是 有 意义 的 . 

但 对 非 线 性 系统 来 说 ， 一 般 存 在 稳定 和 不 稳定 两 类 运动 。 系 统 可 能 在 这 种 预定 状态 
下 是 稳定 的 ,而 在 另外 预定 的 工作 状态 下 却 是 不 稳定 的 。 因 此 , 对 非 线性 系统 ， 应 严格 区 
别 某 个 运动 的 稳定 性 和 整个 系统 的 稳定 性 。 

在 给 出 了 系统 稳定 性 准则 以 后 ， 如 何 判断 一 个 系统 的 运动 是 否 稳定 呢 。 对 集中 参数 
系统 有 李 雅 普 诺 夫 函 数 直接 方法 .这 个 方法 不 要 求解 系统 的 运动 方程 ， 而 是 构造 一 个 本 
E 普 诺 夫 函 数 ,根据 这 个 函数 的 性 质 去 判别 系统 运动 是 否 稳定 。 无论 线性 或 非 线 性 系统 ， 
常 系数 和 变 系数 系统 ,这 个 方法 都 可 以 应 用 。 但 是 在 应 用 中 ,一 个 很 大 的 困难 就 是 不 容易 
找到 李 雅 普 诺 夫 函 数 

对 于 分 布 参数 系统 ,把 集中 参数 系统 的 李 雅 普 诺 夫 方法 推广 到 分 布 参数 系统 上 来 ,也 
有 许多 工作 ,下 面 我 们 介绍 一 下 这 方面 的 内 容 

对 系统 式 (12.4-3)。 当 初始 条 件 U,Cx) 给 定 后 ， 令 在 边界 条 件 式 (12.3-11) ЕЮ 
Pli, х, ИКх), 0) 是 未 受 扰 运 动 ， 它 是 中 一 条 曲线 ,用 Tu ЖЕ. Ги 的 * 邻 域 是 
指 凡是 СО, го) < + МУЖ О, 记 作 (Ти, +)， 任 给 一 初始 条 件 Оох), 
在 这 个 初始 条 件 下 ,系统 式 (12.4-3) 的 运动 ФО, х, Ох), в) 对 Фа, х, Ох), һ) 是 
受 扰 运动 , 记 ФС, х, Ох), и) 对 应 59 中 的 曲线 为 TB. 

KEWA OG, х, Ох), һ) 稳定 的 必要 和 充分 条 件 是 ， 存 在 一 个 实 泛 函 VO, 
UCx))， 它 对 所 有 :1 220 МГ, r) 中 的 点 UCx) 都 有 定义 ， 并且 

(1) 对 任意 充分 小 的 正 数 eo 4 БСО, Ги,) > в, 时 ,总 存在 一 个 正 数 8&2, 使 得 对 所 
有 的 2220, 都 有 Уб, UCx)) > ez 

(2) 当 БСО, Ty) 一 0 时 ,对 +2, 一 致 地 有 

ит (z, U(x)) = 0, 
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(3) EA Ve, UCLx)) 在 Го, 上 的 最 大 值 , 即 
VG, ЧК), в) = зир VC, U(x)) 


Оо'єг0, 
对 所 有 t >t 是 不 增加 的 . 

以 上 是 系统 运动 稳定 的 必要 充分 条 件 。 在 这 些 条 件 下 ,如 果 还 有 

(4) 函数 У’, бух), һ) 对 于 Ги, 的 8 邻 域 NOTro,5) 内 的 所 有 Ох), щ 
гоо 时 ,Fi as 0) 一 0， 那么 (1) 一 (4) 是 运动 8(z, х, Ох), һ) 渐 近 稳定 的 必 
要 充分 条 件 ， 此 外 
5) 如 果 对 Tus 的 8 邻 域 NG uo 6) 内 的 所 有 K) o —ВОВ lim ТР’, 


Ох), ь) 一 0， 则 (1) 一 (5) 是 运动 8(1, ж, ОС), һ) 一 致 浙 近 稳定 的 必要 充分 条 
t. 

这 一 事实 的 详细 证 明 , 可 参阅 文献 [33]， 从 上 述 我 们 可 以 看 出 ,问题 的 关键 在 于 找 开 
KZRA VO, UCx))， 对 于 一 般 的 分 布 参数 系统 ,找到 这 个 实 泛 函 УЧ, Ч) 是 比较 困 
难 的 ,但 对 某 些 特殊 系统 ,VC(z,，UCx)) 是 可 以 作出 来 的 。 作 为 上 述 结 采 的 应 用 ,我 们 讨论 
下 述 的 线性 系统 : 


0 = LUC, х). (12.4-7) 
і 


系统 的 状态 空间 9 = LLA) х LL) х +-- X LAQ), 1.00) 是 希 尔 伯 特 空 间 , 史 дл 
个 LAO) 空间 的 积 空 间 , 它 仍 是 一 个 希 尔 伯 特 空 间 . 工 是 9 中 矩阵 线性 算 子 . ЭНА 
ЖС 9 中 的 元 ) ОС, x) 的 范 数 定义 为 

IE ай, у, жуу мс, аба, као" > {AW 
п т 表示 向 量 的 转 置 ,《* ,，*》s AR 9 PAR. НЗ 0012.48), ДА 9 中 任 
意 两 个 元 的 距离 


оС, U) = |9, Ul, О, UES. (12.4-9) 

由 于 式 (12.4-77? 是 线性 系统 ,我 们 可 以 只 芳 虑 零 解 的 稳定 性 ,为 此 , 考虑 如 下 的 正定 
ЗЕ: 

VC, U(x)) = А О(г, ха, х)а0 = «О, х), (С, х)>ь. (12.410) 


ЭЛЕЙЕ, БАС) О), РС, Ох) БЕН Ый. WR УС, U) 对 :的 导 
数 小 于 或 等 于 零 , 即 


(т, И = = LUi, x), Ча, х», = LLUC, x), Ца, х)у» 


+ Us, х), LUG, ху)» < 0, (12.4-11) 
其 中 UG, х) ВЕ бох) 下 ,方程 (12.4-7) 的 解 .条 件 式 《12.4-11) 说 明 
и, UCx)) 对 zt ХАМА, РАСЫ, Г’, Ох), в) 也 是 对 >n 不 增加 的 ,这 样 ， 
条 件 (3) 满 足 , 所 以 系统 式 (12.4-7) 是 稳定 的 式 (12.4-11) 有 了 明确 的 物理 意义 ,在 很 多 实 
RAR, VO, UGD 代表 系统 的 能 量 , 当 条 件 式 (12.4-11) 满 足 时 ,表明 这 种 系统 只 有 
能 量 的 转换 和 耗损 ， 而 没有 能 量 的 增加 。 所 以 它 是 稳定 的 系统 .线性 算 子 L, EWER 
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20 С12.4-11)8, ШЕЯ. 

以 上 关于 系统 运动 稳定 性 的 准则 ,并 没有 和 系统 的 具体 结构 建立 直接 联系 .因此 , 它 
适用 的 范围 比较 大 ， 在 考虑 到 具体 系统 的 特点 时 ， 我 们 还 可 以 有 其 它 稳定 性 判定 准则 . 
下 面 我 们 就 线性 常 系数 系统 的 稳定 性 作 进一步 的 讨论 ， 

我 们 知道 ,一 个 线性 常 系数 集中 参数 系统 

95 = 4х(:), х(0) = х, 


的 解 为 x(z) = еж, e” КВН КАЕ, Вл: R, ROATA GERN), 
具有 以 下 性 质 ，e4 一 ЕСК, БАЕ р), е4 + effi ACT, ei. (елау 一 
efie етй m Е[ Се) 表示 еа 的 逆 矩 阵 ]， 这 就 是 说 。 具有 群 的 性 质 。 这 个 系统 
的 稳定 性 完全 取决 于 算 子 《矩阵 )4 的 本 征 值 在 复 平 面 上 的 分 布 。 例 如, 4 的 本 征 值 均 有 
负 实 部 时 ,这 个 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 . 

对 于 线性 常 系数 分 布 参数 系统 ,在 一 定 条 件 下 ,也 有 类 似 的 性 质 ， 考 虑 下 述 线性 分 布 
参数 系统 


ЭС, х) 
дї 
工 的 定义 域 记 作 DCL). UCx)€ DCL). 
系统 式 (12.4-12) 的 解 ULC:, x), 一 般 来 说 ,不 是 群 而 是 半 群 。 在 第 二 章 里 已 经 讲 过 ， 
当 工 是 史 中 有 界 算 子 半 群 了 (aa 的 生成 算 子 时 , 式 (12.4-12) 的 解 可 以 表示 成 
ОС, х) = Та) Ох) = Ux), Ох) є DCL). (12.4-13) 
这 时 系统 式 (12.4-127 的 稳定 性 完全 取决 于 工 的 本 征 值 在 复 平 面 上 的 分 布 2。 类 似 于 集中 
参数 系统 ,对 于 系统 式 (12.4-12) 有 以 下 事实 成 立 . 
对 于 系统 式 (12.4-12), 假如 工 是 有 界 算 子 半 群 的 生成 算 子 , 工 的 本 征 值 都 有 负 实 部 ， 
并 且 所 有 本 征 值 负 实 部 的 上 确 界 7 小 于 零 , 即 у 过 0， 那么 系统 式 (12.4-12) 是 渐 近 稳定 
的 .如 果 工 的 本 征 值 都 是 单 重 的 ,并 且 都 有 负 实 部 ,那么 系统 式 (12.4-12) 是 稳定 的 . 假如 
至 少 有 一 个 本 征 值 具 有 正 实 部 ,那么 系统 式 (12.4-12) 一 定 是 不 稳定 的 . 
作为 例子 , 我 们 讨论 第 12.3 节 中 带 有 常 微分 控制 器 的 分 布 参数 反馈 系统 式 
(12.3801, 
受 控 对 象 的 运动 方程 为 
Бр В + 2 ЕЈ) Он = — {Узды}. 
取 L 空间 作为 受 控 对 象 的 状态 空间 , 即 一 切 在 《0, D 上 平方 可 积 复 值 函数 的 全 体 , 按 通 
常 的 函数 相 加 和 乘 以 复数 的 运算 ,构成 线性 空间 ，。 若 在 其 中 引入 内 积 


фу = | 6054 (124-14) 


= LUG, x), UG, x)| =, = U(x). (12.4-12) 


Ou 
т(х) ЭР + C(x) 


1) 关于 一 般 算 子 的 本 征 值 概念 ,我 们 将 在 第 12.5 节 中 详细 介绍 。 
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ІФ = <p, p% = ||, | p(x) ра, (12.4-15) 


га 14 ао Н ЖАМА: 间 。 记 这 个 空间 为 1,60, 2)， 该 空间 的 函数 叫 作 
受 控 对 象 的 状态 ult, х), Цог 给 定 后 是 * 的 函数 ， 它 是 1.00, 0) 中 的 一 个 元 ， 因 
此 , ис, х) 可 以 看 成 是 自 变量 为 + 取 值 于 1.00, D 中 的 函数 ,今后 记 作 u(z). 于 是 ,上 
述 方程 可 以 写成 
du 


тб) © + б #= вич. Аи = —(х, g)b, (12.4-16) 


其 中 A,B,C я 10,0 中 的 线性 算 子 ， 


O 5 o? 
PEE р 
Өх? Оза 


4 的 定义 域 DCA) 是 由 1.00, D 中 具有 下 述 性 质 的 函数 u(x) 所 组 成 : wo, ЕЈ (=) 


xE, 4 ЖЕ» = EJ(x ) ж 都 是 绝对 连续 函数 且 属 于 L0, D- ЕЛ ү 也 
属于 (40, D, HA ROSE] =o, БОИ р, 此 外 设 
B= BO 


B 的 定义 域 ПСВ) 是 由 1.00, 1) 中 那些 绝对 连续 函数 且 其 导数 仍 属 于 L0, 1) ВА 
数 u(x) 所 组 成 . 设 C(x) BARRAR UAT С 是 定义 在 全 空间 L0, D 上 的 有 界 算 
F-m А,В 是 无 界 算 子 . 

ФЕ3Ќ(12.4-16) b д 1,00, 1) PT. Co D 表示 К, 中 的 内 积 。 ір Gx = (х, 
g)b， 那 么 G 就 是 一 个 从 В, 到 1,00, D 中 的 线性 算 子 ， HERRAT. 

控制 方程 为 
2% Jx + kq, + kq, 
dt 
kı, k: 是 R, 中 国定 的 常 向 量 , Жл хл 阶 方 阵 , 它 是 R, 到 R。 中 的 线性 算 子 。 利 用 

100.1) 中 的 内 积 符号 ,可 以 把 测量 方程 q o 写成 


Rigi(ai,t) Sh Е, | Зи (ха, (хуах = <$ш, а), => 524, 
0 
Р,аСаз, г) = Е, | 5, ею, (х)4х = <5„ ЕА == 5,— a a (12.4-17) 


式 中 @1> @2 是 [.2(0, [у] 中 国定 的 元 . 显然 ， 51, 52 是 从 1,00, Г) 到 R, 中 的 线性 算 子 ， 
岂 作 测量 算 子 .因此 ,控制 器 方程 可 以 写成 

AR i je p Sut Я. 

dt dt 


整个 系统 的 方程 为 
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2 
了 
dt? dt 


二 二 9 22 (12.4-18) 
dt dt 
АН т = т(х) 是 梁 的 质量 密度 。 在 式 (12.4-14) 中 ,如 果 带 有 权 т (к) 220, Вр 

(р фи = | тр) Ф Са, 


则 两 者 定义 的 范 数 等 价 ， 此 时 将 式 (12.4-18) 第 一 式 中 的 首 项 系数 变 为 1 ,从 而 得 到 


2 
du CMe But Au= — Gx, 
dt? dt 
KE Ьу 465,706, (12.4-19) 
dt dt 
现 把 式 (12.4-19) 化 成 方程 组 , Ф m= u, m= а. у = х 一 San, 则 上 述 方程 变 为 
ац 
-一 一 02 
dt 
duz 
Ри аа — (4 + Ви ый Си, 5 Су = G Stis 
t 
= Ју + (S, + 15. (12.420) 
A 


式 中 и и. Е 1,00, 1), Дз R,. 积 空 间 9 一 1.0, р х 1.00, р х к, 是 一 个 希 尔 伯 特 
空间 , 取 9 作为 系统 式 (12.4-20) 的 状态 空间 ,上 述 方程 组 可 以 写成 


ДҮ Ў, (12.4-21) 
dt 
式 中 У = (ал, u25 УЕ >, 
0 1 0 
в =| (“А+ В) – GS: —C —С |. (12.422) 
Sı + JS: 0 J 


用 是 9 中 的 线性 算 子 ， 式 (12.4-217 就 是 系统 的 状态 方程 .状态 空间 史 中 的 元 了 = a, 
m, у) 的 范 数 为 
[ҮЙ = (Па 2, + lll, + И r}? . (12.423) 
在 这 个 空间 中 任意 两 点 У = (ш, из, у) 和 Z = (и, оо, ж) 的 距离 就 是 
СҮ, Z) = [У — 2|| = {lla — о, + [ш — о, + ly — zlik}. 

根据 前 面 的 讨论 ,系统 式 (12.4-21) 的 稳定 性 问题 ,完全 取决 于 算 子 多 及 其 本 征 值 的 
分 布 。 关 于 这 个 系统 的 稳定 性 问题 在 第 12.5 节 中 还 要 详细 研究 . 

在 应 用 传递 函数 方法 研究 线性 集中 参数 系统 稳定 性 时 ， 传 递 函数 的 极点 分 布 完全 决 
定 了 系统 的 稳定 性 。 根据 极点 是 否 在 左 半 平面 ， 提 出 了 各 种 稳定 性 判 据 。 这 种 方法 也 可 
以 相应 地 推广 到 线性 常 系数 分 布 参数 系统 , 我 们 以 第 12.3 节 讲 到 的 正则 系统 为 例 来 说 明 
这 个 问题 . 

式 412.3-307 系 统 的 输出 为 
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W (хр ?一 一 一 
reje аа РС) 


ТИС, > IKT 5 


И (Сх,,5) = a КУ :| „Ж xy, Ës s)Q; СЕ, S Pi С2))4Е 
+ 
1 十 ИС, s) ——— т 
在 讨论 稳定 性 时 , 令 ЕС) 一 0. ЖИ, = е5 代 到 上 式 便 得 到 


n=l 1 
МВС, >05) + DG) >) | ВЕ, з3)0;СЕ›з›ф:(ЕЮЧдЕ 
Аср) + В(х,, 0, $) 
它 是 由 初 值 引起 的 自由 运动 y1) WRAK. 设 它 满足 第 12.2 ЧН АВАН 
一 切 性 质 ,这 时 yCz。xs) 可 由 反 演 公式 求 出 


убт, x) 一 |" УС, xe)e'ds. (12.4-25) 


жї т 


Ү(+, xg) == 


> (124-24) 


根据 式 (12.3-357 知 
(5) = АСк)0(5) + В(х,, 0, s) = 0 (12.426) 

是 系统 的 特征 方程 . 

可 以 证 明 , 解 (12.4-25) 的 稳定 性 取决 于 特征 方程 式 (12.4-26) 特 征 根 的 分 布 . 

如 果 正 则 系统 特征 方程 (12.4-26) 的 特征 根 都 有 负 实 部 , 且 负 实 部 都 小 于 某 一 负数 
7 二 0， 那 么 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 . 

同样 ,利用 位 移 定 理 还 可 以 证 明 , 如 果 正 则 系统 的 特征 根 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 那 
么 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 

这 种 根据 特征 方程 的 根 在 复 平面 上 的 分 布 来 判别 运动 的 稳定 性 ， 和 前 面 所 讲 的 
根据 算 子 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 来 判别 运动 的 稳定 性 ， 这 两 者 完全 是 一 回 事 ,， 特征 
根 就 是 算 子 本 征 值 . 事实 上 ， 当 用 拉 氏 变换 法 解 方程 时 ， 设 方程 的 解 y(t, x) RAR 


Ух. ж 一 一 一 一 一 5) = 0 EAZ › MCs, х) 是 <= Л Ж 
Cs, x) Мба) ‚ DCs) 系统 的 特征 方程 ,MGs, х) 是 包括 系统 初 值 在 内 的 


(5) ° 
Fs 的 整 函数 ， 如 果 这 个 系统 在 希 尔 伯 特 空间 史 内 化 成 如 下 微分 方程 : 
= = Ayli, x), 
убт, х) | == ф(х), (12.4-27) 


其 中 4 是 根据 方程 边界 条 件 决定 的 微分 算 子 。 假定 它 是 多 中 有 界 算 子 半 群 TO 的 生成 
算 子 ,根据 半 群 的 性 质 , 这 时 方程 (12.4-277 的 解 为 
убт, х) = Т (2) ф(х). (12.4-28) 
将 式 (12.4-28) 两 边 进行 拉 氏 变换 , 便 得 到 
| убаа ді == Я ет) (куд = |: гет (рф) 


= (s — 4)-!(х). (12.4-29) 
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这 里 利用 了 半 群 性 质 ，(; 007 = |7 есет СО dim， 由 此 得 到 


Ү(5, х) = (ғ — A) g(x). 
或 者 
5 = (s — 4) 1ф(»). (12.4-30) 

下 一 节 我 们 会 看 到 ，(s д)! 是 算 子 4 的 预 解 式 , 它 的 极点 就 是 4 的 本 征 值 (我 们 这 里 
仅 指 具 有 紧 预 解 式 的 算 子 )。 而 式 (12.4-30) 左 边 的 极点 就 是 2G) 的 零点 ,也 就 是 特征 
В. 

和 集中 参数 系统 一 样 , 如 令 传 递 函 数 中 “一 iw， 得 到 的 便 是 系统 的 频率 特性 .上 述 
按 特征 方程 根 的 分 布 判别 系统 稳定 性 的 方法 ,也 可 以 使 我 们 建立 频率 判 据 , ПОЗЕ 
则 . 同样 ;也 可 以 建立 类 似 于 路 斯 - 霍 尔 维 茨 的 准则 .所 有 这 些 , 这 里 就 不 详细 介绍 了 . 
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在 第 12.4 节 中 ， 曾 把 带 有 常 微分 方程 控制 器 的 弹性 粱 控制 系统 式 (12.3-8) 化 成 积 空 
8] 9 = 2,00, 1) х L0, 1) х R, 中 的 微分 方程 (也 也 发 展 方程 ) 


= HY, (12.5-1) 
其 中 
0 1 0 
6 =| (А+В+ 65) 一 C -中 
CSi + 15.) бооў) 


B 是 9 中 的 线性 算 子 . 

用 双 曲 型 方程 描述 的 弹性 膜 、 板 等 一 类 受 控 对 象 的 运动 ， 最 后 也 都 能 化 成 类 似 的 方 
程 。 不 同 的 只 是 空间 变量 不 是 一 维 而 是 多 维 的 。 因 此， 没有 必要 把 问题 限制 在 一 个 空间 
变量 的 情况 ,我 们 可 以 讨论 更 广泛 一 些 的 问题 . 为 此 ,在 wr 维 欧 氏 空间 К 中 , 取 一 有 界 开 
连通 域 0， 其 边界 为 608. 和 第 12.4 节 中 所 讨论 的 情况 一 样 , 作 СО) 空间 , 即 一 切 在 8 
上 平方 可 积 复 值 范 数 的 全 体 ,在 其 中 定义 内 积 


<p, Ф) = КОДО? pe О, (12.5-2) 
和 范 数 
lol = Ср p> = {| looa}, peo, (125-3) 
则 LLO) 就 是 一 个 可 分 的 希 尔 从 特 空间 ， 显 然 ; 当 9 是 RED РМ, LO) 
就 是 前 面 用 到 过 的 0.00, 0). 
作 积 空间 9 = 160) х LKO) х R,， 它 仍 是 希 尔 伯 特 空间 ， ФЕ Y= 


(и, и? > y) 的 范 数 定义 为 
ПУ = 1.0, + П, + ПУА, (12.5-47 
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研究 控制 系统 
2 
Та ppf? $ Ви + да = — бк, 
а? аг 
ЯЖ Ја эл 5 206, (12.5-5) 
dt dt 
其 中 


Сх = (х, 8), 
Su = (би, akı, 


5.55 一 ғ бо > akz, (12.5-6) 


и = ult, р) 是 受 控 对 象 ( 梁 、 板 、 膜 等 ) А,В,С 都 是 10) 中 的 线性 算 子 . 
агр), == 1,2, (р) 都 是 L0) 中 国定 的 元 
控制 系统 式 (12.5-5) 同 样 可 以 化 成 9 中 的 微分 方程 
AY э ов, (12.5-7). 
dt 
其 中 УЕ», 2 是 9 中 的 线性 算 子 . 
在 受 控 对 象 的 方程 中 , 算 子 4 的 一 些 属性 是 比较 重要 的 .一 方面 , 受 控 对 象 的 边界 条 
件 能 单独 决定 4 的 定义 域 РСА); 另 一 方面 ， 算 子 В, С, 5;, i 二 1, 2 的 定义 域 一 般 都 
大 于 DCA), В DCB)DDCA), DCODDCA), DCS;) 了 DCA), і = 1, 2. 今后 把 4 叫 作 
主 算 子 . 
算 子 4 通常 是 闭 笛 定 的 无 界 算 子 .不 失 一 般 性 ,还 假定 它 是 自 伴 \` 正 定 算 子 。 它 的 逆 
《如 果 存 在 的 话 ) 是 紧 算 子 , 所 以 也 把 这 种 算 子 叫 作 具有 紧 预 解 式 的 算 子 .比如 ,两 端 自 由 


的 弹性 梁 , 其 主 算 子 4 就 是 找 述 弹性 修复 力 05. ЕСО Č 一 项 加 上 边界 条 件 所 确定 的 


д Еј(к)а,, 都 


дх 
= TERON 0}. 
х=0 Өх х=0 


х=! x=] 


算 子 ，4 的 定义 域 C4) 就 是 DCA) = fu u 00,1), за, „Ед, 


是 绝对 连续 函数 ,是 Ежи, € 160, 0), Ей, 


容易 验证 4 是 自 伴 算 子 , 即 «Чи, 0) = и, 10), Ми, vE D(A4)， 但 不 是 正定 的 , 因为 当 
u =k (常数 ) 和 u =x if, Au = 0, «Ди, и) == 0. XEM, и =k Ти=х 构成 
了 2 的 零 子 空间 。 以 后 我 们 会 看 到 ， 它 们 恰好 是 弹性 振动 的 零 阶 振 型 ， 对 应 的 是 刚体 运 
5). 

利用 泛 函 分 析 中 商 空间 的 办 法 中， TARH 3 的 零 子 空间 ， 从 而 使 其 变 为 正定 算 子 . 
泛 函 分 析 中 还 证 明了 ,在 这 种 情况 下 ,4 也 是 自 伴 正定 .具有 紧 预 解 式 的 算 子 . 

今后 还 假定 DC(B)DD(A?), DCC)DDCA?), DCSADDCA?), :=1,2. #8 С, 
B4- 5:41, i 二 1, 2 都 是 定义 在 全 空间 1200) 上 的 有 界 算 子 。 在 实际 问题 中 , 这 些 
条 件 通常 是 能 满足 的 。 下面 的 所 有 讨论 都 在 这 些 假定 下 进行 ， 以 后 不 再 重复 ， 

现在 把 方程 组 (12.5-5) 化 成 更 对 称 的 形式 . 为 此 , 设 и = u = р, m = i == фә, 
у = x — Sm, 则 
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аф 1 

= = 4 

iz p, 

4Ф м Ар ВИ — Co — GSA to — Су, 


ФУ — Jy + (5, + JSDA +o. 


A (12.5-8) 
令 И = (оф, Ф, У), 
0 A? 0 
-| -3 — 65,47% 一 C -} 
($, + 75,)А7% 0 Ј 
则 式 (12.5-8) 可 以 写成 向 量 形式 
СИРР Д (12.5-9) 
di: 


再 令 


0 оо 
>-| — GSA”? 0 一 G | 

(Sı 十 JSD4 0 0 

则 .or ==, + +9. Е Æ nX n 阶 对 角 和 矩阵 


оң 


“. 0 


0 F oUa <а <... <а, < 44, 


ш 是 4 的 最 小 本 征 值 . 

不 失 一 般 性 可 设 4 是 自 伴 正 定 算 子 "，, sz。 是 反 自 伴 算 子 , 即 .ez# оо, о 
是 .ovo 的 伴随 算 子 . РУ 是 9 上 的 有 界 算 子 , 因此 有 Dle) = С.о). PR 
算 子 .ex 十 97 是 由 受 控 对 象 和 控制 器 的 结构 决定 的 ,而 T 是 把 受 控 对 象 和 控制 器 耦 
合 起 来 的 反馈 算 子 . 

现 用 分 离 变量 法 求解 方程 (12.5-7)， Ф UG) == (шей, me”, y) 是 它 的 某 一 非 零 
解 , 代 到 方程 中 消去 非 零 因子 e”, EE 

Аи 一 из 


Ми; = — Au, — Ви — Си, — Gy — Сш, 


1) 如 果 4 不 是 正定 算 子 ,可 以 在 式 (12.5-5) 中 用 4 十 al 代替 4, «>0, 再 令 В 一 а КА В, 1 是 恒 等 算 子 . 
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ду = Ју + CSi + Ј8)ш; (12.5-10) 
即 有 
2Y = BY, (12.5-11) 
式 中 У т=з (ал, uzy). 
同 理 , 如 设 8(z) = Сре“, фе", ze) 是 方程 (12.5-9) 的 非 零 解 , 代 到 方程 中 消去 
г", 82] 
Аф = А фз, 
Аф = — Atp 一 ВА-+р 一 Cp: 一 Gz 一 GSA? pi; 
Аж = Jz + ($, + JSA tQ (12.5-12) 
如 有 
АИ = W, (12.5-13) 
其 中 И’ 一 (фл Ф2» 2). 

可 以 看 出 ,用 分 离 变 量 法 求解 方程 时 , 如 果 UG) = Саз, иг, у)" СФ G) = (фа, фз, 
z)e*) 是 方程 (12.5-7) ((12.5-9)) К, БА А 和 对 应 的 (wz y)CCpi，pz，z)) 必 是 方 
程 (12.5-11)CC12.5-13)) 的 解 . 反之 ,如 果 А, (ил, uz YX Cp qz，z)) 是 方程 (12.5-11) 
《C12.5-13)) 的 解 , 那 么 UG) 二 Cu, и», уе Clp фо, Z)e*) 必 是 方程 (12.5-7) (12.5-9)) 
КЕ. ЛЖ (ш, и, YX CP Ф, 2)) FÆI MERAT Сы) 的 本 征 值 和 本 征 元 . 

设 五 为 希 尔 伯 特 空间 , 工 是 互 中 的 线性 算 子 〈《 有 界 或 无 界 )， 对 于 复数 л, нр 
НЕ Л: м 存在 ,使 Аи = Ти RRO — Ги 一 0; 那 么 1 电 作 算 子 工 的 本 征 值 ,而 * 
叫 作 对 应 于 7 的 工 的 本 征 元 .如 果 对 于 2,0 一 Т) ARARATO 一 ТУЛЕ, И] a ПН 
作 工 的 正则 点 。 这 时 非 齐 次 方程 (А 一 T)x = р ЩЕ и = (А ТУ}. а- Ту"! 
也 叫 作 工 的 预 解 式 , 它 使 (4 — ТОКА — ТУ = (А ТУК — Т) = RY, ГЕНЫ 
的 恒 等 算 子 . 

МАЕ ТАЈНА, УР А 的 本 征 元 可 能 是 一 个 , 也 可 能 是 有 限 多 个 , 甚至 是 无 
穷 多 个 。 这 些 本 征 元 之 间 是 线性 无 关 的 ,它们 张 成 豆 中 一 个 子 空间 , 叫 作 本 征 子 空间 ， 这 
个 子 空间 的 维 数 叫 作 А 的 几何 重 数 . 显然 ,本 征 元 构成 本 征 子 空间 一 组 基底 ， 

设 4 是 TT 的 本 征 值 ，w。 是 对 应 于 4 的 工 的 本 征 元 ,此 外 , 如 果 互 中 还 有 ”一 1 个 元 


и 
Mis И2› ** “Un—l 使 得 


СТ — 2)и = 0, 
СТ — Ди = tps 
(了 一 1)z = изә (12.5-14) 
成 立 ; 则 wis из, "ила 岂 作 对 应 于 1 的 了 的 广义 本 征 元 〈 也 叫 根 元 )。 它 们 也 是 线性 无 
关 的 ,由 它们 张 成 的 子 空间 叫 作 广 义 本 征 子 空间 (也 叫 根子 空间 ). 
假如 4 的 几何 重 数 为 m， 而 所 有 根子 空间 的 维 数 为 п, ДА т 十 ”就 叫 作 4 的 代 
BEROA, ' 
在 线性 算 子 谱 理论 中 , 一 个 算 子 有 三 种 谱 , 即 点 谱 , 连 续 谱 ,剩余 谱 。 所 谓 点 谱 就 是 算 
于 的 本 征 值 。 一 个 算 子 可 能 三 种 类 型 的 谱 都 有 ,也 可 能 只 有 其 中 一 种 ,其 至 有 的 算 子 根本 
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没有 谱 点 . 

我 们 前 面 说 过 的 具有 紧 预 解 式 的 线性 算 子 就 只 有 一 促 谱 ， 即 点 谱 . 在 数学 物理 方程 
中 过 到 的 大 多 数 微分 算 子 , WE, 板 , 膜 等 的 主 算 子 都 是 这 种 类 型 的 ， 它 只 有 纯 点 谱 并 以 
无 穷 远 点 为 唯一 聚 点 ,每 个 点 谱 ( 本 征 值 ) 对 应 的 本 征 子 空间 都 是 有 穷 维 的 , 而且 在 一 定 条 
件 下 , 这 些 本 征 元 构成 空间 的 基 2'”, 即 空间 中 任何 元 都 可 按 这 个 基 展 成 傅 氏 级 数 . 

с 以 梁 的 主 算 子 4 为 例 , 零 是 它 的 本 征 值 ,对 应 有 
两 个 本 征 元 wi 一 《*，w 二 x。 其 它 本 征 值 就 是 梁 的 固有 振动 频率 ， 对 应 的 本 征 元 就 是 固 
有 振 型 。 零 本 征 值 对 应 的 是 刚体 运动 ，u 一 对 应 质心 的 平 黎 ，w; = х 则 对 应 于 刚体 
的 旋转 . 

现在 回来 讨论 方程 (12.5-11) 和 (12.5-13), 可 以 证 明 .sz 和 B 的 本 征 值 问题 是 等 价 
的 ,就 是 说 .er 和 多 有 相同 的 本 征 值 ,而 且 对 应 于 同一 本 征 值 的 代数 重 数 也 是 相同 的 ,在 
本 征 元 和 广义 本 征 元 之 间 有 一 一 对 应 关系 设 和 是 .ex 和 28 的 本 征 值 ， mi FE hi RIR 
数 重 数 ， er 的 广义 本 征 元 为 {0} 48 的 广义 本 征 元 为 ЕД =0› АРЕШТ 


下 对 应 关系 | 
Yy = YD, 1=0,1,2,---т, — l, 
А 0 0 | 
-| 0 7 0 | (12.5-15) 
0 0 Е | 


I,E 分 别 是 L2) 和 R 中 的 恒 等 算 子 . 

既然 .ez 和 B 的 本 征 值 问题 是 等 价 的 ,那么 我 们 只 要 研究 一 个 算 子 的 本 征 值 问 题 
所 得 到 的 结论 对 另外 一 个 也 适用 .。 下面 我 们 以 .ez 为 主 来 讨论 本 征 值 问题 . 

算 子 .or = о PtT =. +9, 其 中 or 一 .ex 十 到 .or 是 由 受 
控 对 象 和 控制 器 结构 决定 的 ， 在 没 加 反馈 算 子 T 前 ,它们 是 分 开 的 . 设 .oy 1 是 具有 紧 
预 解 式 的 算 子 , 它 只 有 点 谱 。 复 平面 上 的 点 ,或 者 是 它 的 本 征 值 ,或 者 是 它 的 正则 点 ,而 它 
的 本 征 值 和 本 征 元 ,一般 说 来 ,可 以 事先 求 出 . 

当 系 统 闭合 后 ,由 于 Я 的 作用 ,有 可 能 使 oy 的 正则 点 变 成 .ex 的 本 征 值 ， 也 有 可 
能 使 ey 的 本 征 值 变 成 .ex 的 正则 点 .设计 控制 器 的 目的 之 一 就 是 为 了 使 er: 的 本 征 
值 经 过 反馈 算 子 闭合 后 ,使 本 征 值 朝 着 我 们 需要 的 方向 变化 .比如 .ey 的 本 征 值 具 
有 正 实 部 ,系统 不 稳定 ,但 适当 设计 控制 器 ,使 ,ex, 经 扰动 后 , 新 的 本 征 值 具 有 负 实 部 ,从 
而 使 系统 稳定 ,这 就 是 系统 的 镇 定 问题 ， 

为 了 书写 方便 ,把 .ex 改变 一 下 形式 . $ 


r 一 0 А ) 
" \ —Ai— Bt —С/? 
则 
Го 0 ) 

\ 0 Тя” 
再 设 a = (0, а), а; = (0, а), b = (0, 2), 

4 0 0 

©; = ~ 1 ) = 1,2, 
( $43 0л" 
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ШУ 变 成 


一 《S， "в a(k, g)b —(:, g)b 
(се, а, + <, · а ЛЬ, 0 ) 
То, S i= 1,2 Ж LKQ) х LLO) 中 的 线性 算 子 ,而 а, = 1,2,6 是 100) xX L, 
(0) 中 国定 的 元 , 算 子 Г, 完全 由 受 控 对 象 决 定 ，6;, i = 1,2 是 由 测量 算 子 决定 的 ,而 
J 是 由 控制 器 决定 的 . 
这 样 ,把 三 维和 矩阵 算 子 变 成 了 二 维和 矩阵 算 子 ， 显 然 ，.ex 的 预 解 式 是 
| | _ _ (В @ Гь), 0 
ао = a= ит = (^^ 7 
其 中 КОЛ, Го) = (2 r, RA = (2 — Г. 
定义 以 下 复 值 函数 , 它 对 下 面 讨 论 谱 扰动 是 很 重要 的 . 
ИСА) = (ВКО, g), WX) = СВЕ, g), 
H(A) 一 《SRC ГБ, а», Н.С) = 6,802, ГБ, а,>, 
К(2) = 1+ WOH) + Аи ;(ЭН,О®). (12.5-16) 
先 看 一 下 .oy 的 正则 点 经 T 扰动 后 的 变化 情况 . 
ШЛ 是 .ez 的 正则 点 ,如 果 КО) 0， 则 % 仍 是 oy = .oz + Я 的 正则 点 ;但 车 
Ка) 一 0， 那 么 1 必 是 .ex 的 本 征 值 ,相应 的 本 征 元 为 
Ф = {RO, ГВ, ВСС, + НЫЕ,)}, (12.5-17) 
ЖЫ. 4 的 几何 重 数 为 1， 而 代数 重 数 是 КОА) = 0 的 零点 重 数 . Для Ка) Шт 


1 
零点 ， | 0, 10, 1, 2,.…m 一 1, 则 对 应 的 广义 本 征 元 为 


P, = LYRE, ГОЊ, 


CDT RH ONHP A + нал], (12.5-18) 


式 中 HP) = НС Е, 
а&' ¿= 


再 看 一 下 A 的 本 征 值 经 扰动 后 的 变化 情况 。 设 А д T 的 本 征 值 J 的 正则 
点 。 对 应 А, 的 Г, 本 征 元 为 g1. 入 是 T 的 本 征 值 , 对 应 的 本 征 元 为 由 ，T 是 TT 的 伴随 
算 子 。 再 设 ЮЛЕ, 代数 重 数 都 是 1。 这 时 Е .ex: 的 本 征 值 , 而 对 应 的 本 征 元 
№ Сфи, 0)， 其 几何 \ 代 数 重 数 也 都 是 1。 由 于 如 是 了 的 正则 点 ,所 以 式 (12.5-16) 中 定义 
的 函数 И.С). ИСА) 都 有 意义 。 再 定义 函数 

W СА) = WN KS а 十 МИ СИ, аз). (12.5-19) 

这 时 ,经 反馈 算 子 .了 闭合 后 ,可 能 有 以 下 几 种 情况 . 

(1) ШЖ «Б, Ф) = 0, ИСА) 0, ША 一 ex 十 的 正则 点 . 

(2) WR (b, Ф) = 0, ИО) = 0, ДА о 的 本 征 值 , 且 几 何 重 数 不 变 ， 

(з) ЩИ (b, Ф) =0, Му. 的 本 征 值 , 并 且 当 WAD 关 0 时 , А; 的 几何 重 

数 不 变 ,而 ИС) 一 0 时 ,的 几何 重 数 可 能 为 2, 且 至 多 为 2， 
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这 个 事实 对 控制 器 同样 也 是 适用 的 . 设 ww 是 了 的 本 征 值 ，T。 的 正则 点 。 对 应 于 а 
的 7 了 的 本 征 元 为 21, a 是 JY 的 本 征 值 ,对 应 的 本 征 元 为 y, J* 是 了 的 伴随 矩阵 。oi НОЛ, 
何 \ 代 数 重 数 都 为 1。 显然 , a 是 .ex' 的 本 征 值 ,对 应 的 本 征 元 为 (0, ж). 同样 定义 函数 
НСо,) = HiCo) Ri, уг) + На) (CR, у). (12.5-20) 
这 时 ,wy 的 本 征 值 % 经 97 反馈 闭合 后 ,可 能 有 以 下 几 种 情况 : 
(1) 如果 (ш, g) == 0, Ha) 0, ДА в Е g = A + Я КЛЕЙ. 
(2) 如 果 (21, g) 0, Hla) = 0, Ма 是 .ex 的 本 征 值 , 且 几何 重 数 不 变 . 
(з) WR (2, 8g) = 0, и 一 定 是 .ex 的 本 征 值 , 若 Hle) = 0 В, а 的 几何 重 数 
不 变 ,而 На) 一 0 时 ，w 的 几何 重 数 可 能 变 为 2, 且 至 多 为 2. 
以 上 是 受 控 对 象 .ez: 的 某 个 本 征 值 在 反馈 闭合 后 的 变化 情况 . 根据 上 面 所 述 不 难得 
到 .ez 全 部 本 征 值 经 2 反馈 后 的 变化 情况 . 
Ж Го 的 全 部 本 征 值 为 {41}?=-。， 对 应 的 本 征 元 为 {P} =-0> {u} -0 是 Го 的 本 
征 值 列 ,对 应 的 本 征 元 列 为 {81}?--。。{4}?=-。 是 了 的 正则 点 。 这 时 {1}?--。 是 .ez 
的 本 征 值 ,而 对 应 的 本 征 元 为 Сфи, 0)}?--。. 
其 次 设 了 的 本 征 值 为 {a1}? = ， 对 应 的 本 征 元 为 {2} o {а Æ J* ЖАНН, 
对 应 的 本 征 元 为 {1а aa 是 T 的 正则 点 ， 此 时 tw 和 =， 是 .ez: 的 本 征 值 ,对 
应 的 本 征 元 为 {С0,21)}1-.. MA .ez: 的 本 征 值 为 {411}?=-。 和 {m4}?-,。 由 以 上 的 事实 
可 以 看 到 ,当下 述 条 件 同 时 成 立时 
(b, фу 0, [= +1, +2, +.., 
ИС = 0, [= +1, +2, ---, 
(21,8) 0, 1[=1,2, ---, п, 
НС) ¥ 0, 1 = 1, 2, +37, (12.5-21) 
算 子 .er 和 .ex: 没有 共同 的 本 征 值 . 反之 ,只 要 有 一 个 条 件 对 某 个 1 不 成 立 , 那 时 ,sx 和 
A 必 有 共同 的 本 征 值 ; 这 个 本 征 值 就 是 1 БА] УНУ А R ол. 因此, 当 式 (12.5-21) 
成 立时 ，,ex 的 本 征 值 只 能 由 A 的 正则 点 经 2 反馈 而 来 , 它 就 是 前 面 说 过 的 КСА) 的 
' 零 点。 由 此 可 以 推出 , 当 式 《12.5-21) 成 立时 , 复数 2 是 .ex 的 w 重 本 征 值 的 必要 充分 条 
件 是 


KQ) 一 0， 
1 
а ЖК И РЕ Е (12.5-22) 


下 面 ,我 们 来 讨论 方程 (12.5-7) 和 《12.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 问题 .为 此 ,我 们 先 说 明 
一 下 .ex 的 本 征 子 空间 的 几何 结构 , 它 对 研究 系统 运动 的 特点 是 非常 有 用 的 . 
设 和 是 .ez 的 本 征 值 ,几何 重 数 为 1, 代数 重 数 为 ту, 对 应 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 为 


{ФЕ üs KEFE М. 入 是 oy клеш. и 一样 的 几何 \、 代 数 重 数 ,对 


应 于 和 .ex* 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 为 {i;};5o， 本 征 子 空间 记 作 МЎ, Е ХАТ 
A Фу = МФ, заз „==, ј = 0, 1, 565 т 1, (12.5-23) 


不 难 证 明 {@j } о 和 Unh o ERE, N 
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0, ур, 
(Dis ШУ; Е | зе б р, 
如 果 Ф; = (фі ри, Ун) Vy = (Фр, Фу» Z1;)， 按 下 述 方法 规范 化 : 
{Ф| = «ФЬ + leyl? + lys)? = 1, 
(Фи, У) = «фіз Фи) + «фу Ф) + Сун, дн) == 1. 
- 则 {Фи} о, (En); 是 归 范 双 直 交 基 . 
这 时 ,在 本 征 子 空间 М, 上 的 投影 算 子 01, В ОФ = М, Ж 


Q= |+, Фи, (12.5-24) 
ј=0 
ТЕМ} 上 的 投影 算 子 Or, 即 ОРУ = мг 可 以 表述 成 
“уч 
OF = У) Co ФӘ, (12.5-25) 
j=0 


由 于 MICDC.er)， 当 把 .ez 限制 在 М, 上 时 , 即 对 任意 的 ze М, оби 一 ош, М ‚её: 
叫 作 .oz 在 М, 上 的 缩 , 它 可 以 表示 为 

A1 = A О = MQ + Р”, (12.5-26) 
其 中 Di ERSAT. 


mr- 


D= Бр К Urini. 
і=0 


同样 .ez 在 Mr 上 的 缩 ey? 为 
её ==“ О = ОР + DF, (12.5-27) 
其 中 рў 为 
жут 


БЕ = z С°, Фа) и. 
7 =0 


特别 当 4 是 单 重 本 征 值 时 , 则 有 
О, = +, VDD, D, =0, 
Or == (=, ФШ), Dr = 0, (12.5-28) 


р == ЖЄ › УФ, 
AT = Xl, ФМ. (12.5-29) 
容易 算出 ，,ex ПТИ Za, a) 在 М, 上 的 缩 为 
БИШЕ, ЖИЕН > ЖИК ий 
СА, 92201 рери EJ аа + + CO LT 
前 面 我 们 曾经 说 过 ， 一 个 算 子 的 本 征 元 在 一 定 条 件 下 构成 空间 的 基 ， 现 在 我 们 讨论 
一 下 ， 算 子 .ex 的 本 征 元 在 什么 条 件 下 构成 9 НМ. 首先 来 说 明 .ex 的 投影 算 子 列 
1401}?=-。 构成 9 中 基 的 概念 。 如 果 投 影 算 子 列 19,}?--。 使 得 9 中 任 疮 元 已 都 有 
У) ОЕ = Е, (12.5-31) 


1=-ә 


(12.530) 
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这 里 ,级 数 是 按 9 中 范 数 收敛 (也 叫 强 收 敛 )， 也 就 是 说 
È Q, = IGE), 


三 一 吕 


式 中 了 是 9 中 的 恒 等 算 子 ， 我 们 就 称 {01}1=-- 构成 号 中 基 . 由 式 (12.5-24) 和 (C12.5-31)， 
对 9 中 任意 元 F 都 可 依 .ex 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 展 成 傅 氏 级 数 


к= У |5 (Е, ЭФ, |. (12.5-32) 
特别 是 当 m = 1 ЕСТ 1), 3(12.5-32 255% 
Е = У! (F,W)®,. 


?三 一 中 


这 里 Ф, 相当 于 欧 氏 空间 的 坐标 轴 , 而 《PF，, 下 )》 就 是 尺 向 这 个 轴 上 的 投影 . 这 种 展开 是 唯 
一 的 . 

由 上 所 述 , 如 果 .ex 的 投影 算 子 列 构成 9 中 基 ， 那 么 .ez 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 也 
构成 9 НЕЕ, 在 什么 条 件 下 ， e 的 投影 算 子 列 构成 9 中 的 基 呢 ? 在 文献 [24] 中 曾 证 
明 过 一 个 重要 的 命题 ;我们 下 面 人 朗 述 的 事实 是 这 个 命题 的 具体 应 用 

如 果 式 C12.5-5) 的 算 子 4 是 自 伴 、 正 定 ` 有 紧 预 解 式 的 线性 算 子 ,1 1?-1 是 它 的 本 征 
值 并 按 大 小 顺序 排 成 的 自然 列 , 每 个 本 征 值 都 是 单 重 的 ， 且 满足 条 件 Шаби, — t) = 
co， 这 时 of = yt PATPAT 是 9 上 的 有 界 算 子 ) 也 是 具有 紧 预 解 式 的 闭 
ЯР. “Сы*) 的 本 征 值 {М}т=-» Ц} =) 对 应 的 С. *) 的 本 征 子 空间 为 
{Mii7=-- (Ci-=--)， 这 时 在 本 征 子 空 间 {M1}?=-。C{MY}?--。) 上 的 投影 算 子 
{О}? =-„ ЦОР} ==) 在 允 中 构成 基 , 而 且 除 有 穷 个 外 ,所 有 的 ОСО”) 都 是 一 维 的 ， 对 
9 中 任意 元 F 都 可 展 成 级 数 

Е == >) OF = >, (> Е, у,)Ф}; ) + Е (F, 到 /20,， 


11I<No >м» 


p = >, ОРЕ z >; (5 (F, Фут.) af БУ (F, YT, (12.5-33) 
1=-ә ј=0 á 11 1> № 


111<N 


其 中 М 是 81 的 维 数 不 为 1 的 投影 算 子 的 个 数 . Ф) 780, (W) ?二 1, +2, 55 
分 别 为 .ex 和 .ex* 对 应 于 М ПГ УЖЕ. | 
如 果 在 式 (12.5-33) 中 ，Fe DC )，.erFE59， 则 有 


Е = У) (> (LaF, Wn), ) + >) (aF, «уф, 


ї11\<М„ “у= ‘TI>No 


тр 


= У (нь) у) (в, ие) 


ILIN ‘i= 121>No 
үч 
га кр (а 之 (Е, VD 十 > (Е, Y, н) ) 
i111<No j 


+ >) aKF, YNO. 


111> № 
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这 里 利用 了 关系 式 .ez# = АУ, ДМ oti = ИР, + Шы. НШ, 在 其 定 
Ж Dle) 上 ,可 表示 为 
тт тр<=2 
A = 5 g > (к ИФ; + 5 《es Wim) Dy) 
тим, ў=0 ў=0 


+ > А6, Eya. (12.5-34) 


ill>No 


根据 式 (12.5-30)，.ey 的 预 解 式 可 以 表达 如 下 : 


© О р, ру" 
(А, КД. (一 一 十 一 -一 十 ，. + 
名 и А-А? СА. 一 Ару" 


+ 0; 
вм, А — М 
有 了 以 上 这 些 准 备 之 后 , 现在 我 们 来 讨论 方程 412.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 问题 . ЕЛ. 
本 征 运动 研究 起 .假定 系统 式 《12.5-9) 的 初 值 Wo == Cpo Фо» Y) Є Mi, 这 时 ,可 以 证 明 ” 


W = UD) н, = e fo, aD; + 172 И" Do | Wa (12.5-36) 


(т, = 1)! 


ТА (12.535) 


是 方程 (12.5-9) 的 唯一 解 . 
М ис) 的 结构 可 以 看 出 ，W Со) Є M1/， 这 就 是 说 , 当 ИЄ М, 时 ,由 Wo 出 发 的 
系统 运动 将 永远 保持 在 本 征 子 空间 М, H, RECURS. H, VO) = О. 
可 以 验证 U G 构成 有 界 单 参数 群 , 即 UG + s) = UG) UG) < ts < +оо, 
由 本 征 运 动 U1,(z) W。 的 表达 式 可 以 看 出 ， 如 果 本 征 值 4, 具有 负 实 部 时 ,本 征 运动 
是 渐 近 稳定 的 ， 因 为 对 > 0, A 


KIOLA < е 


GDY | 


“ОЛО + + ++ 
м i Cmi 一 1)! 


lwll 


< еол + 3 SLE] ри, 


1 具有 负 实 部 时 ,不 等 式 右 边 当 :一 co 时 趋 于 零 ,所 以 
lim |0,60) и = 0. 
如 果 д, ВЕН. m 一 1， 这 时 本 征 运动 为 
U,C) Wo = ео, Ю.Є М, 
不 难看 出 ,本 征 运 动 ИРИ, 是 稳定 的 (但 不 渐 近 稳定 )。 这 是 由 于 
IU Со) и’ = [ео < 104]. 

但 如 果 т> 1， 本 征 运 动 就 是 不 稳定 的 . 

如 果 м 具有 正 实 部 ,从 式 (12.3-36) 中 可 以 看 出 ,本 征 运动 一 定 是 不 稳定 的 . 

综 上 所 述 , 本 征 运动 稳定 与 否 完全 取决 于 本 征 值 是 否 具 有 负 实 部 , 当 实 部 为 零 时 , 则 
取决 于 的 代数 重 数 大 小 

现在 讨论 方程 (12.5-9) 对 任意 初始 条 件 We Dla) 的 解 。 首 先 , 我 们 指出 ,对 .er 


中 的 主 算 子 4， 除 了 满足 式 (12.5-33) 展 开 所 要 求 的 条 件 外 ,还 满足 条 件 Саа) 
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<< 时 ，.ex 一 定 是 强 连 续 单 参数 有 界 算 子 群 7 (z) HERAT. M UGO 就 是 .ex 的 
一 切 本 征 运动 群 之 和 , 即 


_ mi—1 
и( = У) 0,0) = У; ее (Qi + а, ee + РОТ. 
1 = 二 = PIA Cmi 一 1)1. 
+ У) Q, (12.5-37> 


112% 


这 里 ,级 数 是 按 9 中 算 子 范 数 收敛 的 . И) 有 以 下 性 质 : 


a) 00) = У 00) = >,0 一 1 (їй) 
(2) U (z) 是 算 子 群 ; 即 (+ = U (0) ОС). 


(3) 对 任意 WEDL), 
офи, = У) er (o, +D + ++ ирот) We 


(Гм (т, — 1)! 


+ >, емо (12.5-38) 


111> № 
是 方程 (12.5-9) 的 唯一 解 , 即 
dU (t) №, 
dt 
由 式 (12.5-38) 可 以 看 到 ,只 要 知道 了 ,ex 的 本 征 值 列 {441}?=-。， 本 征 元 和 广义 本 征 元 列 
{Фи}, {Ж}, 那么 方程 (12.5-9) 的 解 就 可 解析 表达 成 式 (12.5-38) 的 形式 .这 为 我 们 研究 
系统 的 稳定 性 带 来 了 很 大 方便 . 
最 后 ,我 们 讨论 系统 式 (12.5-9) 的 全 局 稳定 性 ; 
G) WR .ez 的 一 切 本 征 值 都 有 负 实 部 ,而 且 对 所 有 本 征 值 М, WA Кед За 0, 
那么 系统 是 渐 近 稳定 的 (充分 条 件 )。 这 个 结论 和 第 12.4 节 已 讨论 过 的 结论 完全 一 致 . 
(2) 如 果 .ex 的 本 征 值 都 位 于 左 半 平 面 《 包 括 虚 轴 ), 而 所 有 纯 虚 数 本 征 值 都 是 单 重 
的 , 那么 系统 式 (12.5-9) 是 稳定 的 。 但 不 一 定 渐 近 稳定 . 假如 至 少 有 一 个 纯 虚 数 本 征 值 ， 
它 的 代数 重 数 大 于 1, 那么 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 
(3 如果 至 少 有 一 个 本 征 值 具有 正 实 部 , 则 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 
这 些 结论 的 详细 证 明 , 可 看 文献 [9]. 
由 上 所 述 可 以 看 出 ,系统 的 稳定 性 完全 取决 于 算 子 ,ex 的 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 . 
值得 指出 的 是 ,在 实际 问题 中 ,系统 全 局 稳定 性 并 没有 象 在 理论 分 析 中 所 赋予 的 那 种 
重要 意义 。 一 个 实际 系统 高 于 某 一 频率 《本 征 值 ) 的 振 型 ,事先 就 能 预料 不 会 出 现 。 这 种 
与 线性 模型 不 一 致 的 地 方 ,不 是 实际 观测 数据 的 不 对 , 而 是 模型 的 缺点 。 比 如 ，, 弹性 梁 的 
振动 控制 中 ,材料 的 内 阻尼 在 方程 (12.3-2) 中 就 没有 考虑 ,但 实际 上 是 存在 的 ,尽管 它 很 
小 ,但 对 高 阶 振 型 却 有 较 大 影响 .在 工程 实际 中 ,重要 的 往往 不 是 基 察 反馈 系统 的 全 局 稳 
定性 ,而 是 某 几 个 低频 本 征 运动 的 稳定 性 .这 时 ,我 们 前 面 所 述 的 结论 可 直接 应 用 于 工程 
ИЯ. 计算 步骤 大 致 如 下 : 
(1) 首先 计算 未 加 反馈 时 , 受 控 对 象 和 控制 器 的 本 征 值 ,如 .ex: 的 本 征 值 和 本 征 元 ， 


= g 107 (2) И’. ОСО), = Wo. 
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特别 是 对 系统 功能 影响 最 大 的 前 几 个 固有 频率 和 振 型 . 

(2) 加 反馈 算 子 T 使 系统 闭合 后 ,研究 这 些 本 征 值 是 否 发 生变 化 , 判 | 别 的 方法 可 接 
前 面 讲 过 的 谱 扰 动 方法 。 如 果 本 征 值 没 有 变化 , 那 就 必须 改变 反馈 方法 和 参数 ,比如 ,为 
了 使 闭合 后 系统 是 稳定 的 ， 这 时 反馈 算 子 的 选择 必须 使 闭合 后 系统 本 征 值 上 只 有 人 负 实 部 . 
要 想 作 到 这 一 点 ,可 以 改变 放大 系数 Р, ko g， 控 制 器 矩阵 7 的 参数 ,也 可 以 改变 观测 器 
的 位 置 (相当 于 改变 ал, а) 和 控制 作用 位 置 b. 

G) 如 果 反 馈 作用 的 结果 ,使 A 的 正则 点 变 成 了 .ex 的 本 征 值 ， 这 时 可 按 式 
《12.5-22) 求 出 这 个 本 征 值 和 本 征 元 . 

在 文献 [8] 中 讨论 弹性 振动 的 镇 定 问题 时 ,曾经 找到 了 闭合 后 系统 本 征 值 具有 负 实 部 
和 反馈 算 子 的 直接 关系 ,通过 这 个 关系 设计 控制 器 ,可 以 达到 使 系统 稳定 的 目的 ， 


126 点 测量 ,点 控制 的 分 布 参数 系统 


对 于 点 测量 点 控制 的 分 布 参数 系统 , 由 于 在 系统 方程 中 出 现 了 广义 函数 ,致使 对 系统 
的 研究 遇 到 了 一 定 的 数学 困难 。 以 上 节 讨 论 的 带 有 常 微分 方程 控制 器 的 分 布 参数 系统 为 “ 
例 ,在 点 测量 和 点 控制 的 情况 下 ，a;《p), i 一 1, 25 L 都 是 5 函数 或 它们 的 导数 . E 
如 我 们 知道 的 那样 , 这 类 函数 并 不 包括 在 1,00) 空间 内 , 因此 , 在 系统 方程 中 出 现 的 一 
些 项 ， 如 (x, g)b 就 不 在 LA) ZWA. 同样 ， 当 ар) = Фр 一 р) 时 , 测量 算 子 
(5и, а) 在 1.00) 中 也 没有 意义 。 这样, 整个 系统 在 L0 空间 内 进行 讨论 就 失去 了 
严格 的 理论 基础 . 

下 面 ,我 们 介绍 一 种 处 理 这 个 问题 比较 可 行 的 方法 ， 其 结 采 是 ,前 面 得 到 的 一 些 结论 ， 
都 可 稍 加 改变 后 推广 到 点 测量 和 点 控制 的 情况 59, 

这 种 方法 的 基本 思想 是 选择 含有 5 函数 的 空间 , 即 有 限 阶 广义 函数 空 НС SE 
作为 系统 的 状态 空间 .这 个 空间 比 LX(8) 空间 要 大 ,包含 着 L,《(8)。 然 后 把 原来 定义 在 
LLO) 空间 中 的 线性 算 子 A, В, С, 5; 延 拓 到 阴 范 空间 ,从 而 把 整个 系统 放 在 阴 范 空间 
中 去 研究 ， 这样 ,在 系统 方程 中 出 现 6 函数 及 其 导数 就 是 很 平常 的 事 了 .同时 , 阴 范 空间 
又 是 一 个 希 尔 伯 特 空 SE йй L0) 空间 一 样 ,有 着 明晰 的 几何 结构 . 

一 般 的 广义 函数 空间 ,由 于 对 基本 空间 函数 要 求 太 严 ,而 且 这 个 空间 的 内 部 结构 也 比 
较 复杂 ， 所 以 在 应 用 中 造成 一 定 的 困难 . 一 个 有 效 的 方法 是 根据 受 控 对 象 的 特点 ， 把 
1.00) 空间 适当 扩大 ,使 它 包含 系 统 方程 中 出 现 的 给 定 阶 广义 函数 ,同时 又 能 保持 希 尔 伯 

特 空间 的 优点 。 吉 田 耕 作 CYosida), Ж ЙЛ (Lions), ЯУ] ДИЛЕ СБерезанский) 等 人 提 
出 的 阴 范 空间 5*” 江 ,恰恰 具有 这 些 特点 ,比较 适合 于 我 们 的 目的 ， 

ВИТАЕТ 4 出 发 ,构造 所 需要 的 明 范 空间 . 

设 4 是 LQ) ТИЕ ЯҒ, 对 其 定义 域 DCA) 中 的 元 4， 赋予 图 象 范 数 : 

Ilze] = (и, н, = (и, ис + (Аи, КЭ? >. (12. 6-1) 
容易 验证 ，DCA4》 在 这 个 范 数 下 构成 希 尔 伯 特 空间 ， 记 成 НС), |+ [+ 是 ныса) 中 
的 范 数 .为 了 区 别 ,今后 把 LCR) ER H,。， 其 上 的 范 数 记 作 1-10. 
范 数 式 (12.6-1) 还 可 等 价 定义 为 
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lala = (С + И*А) и, (1 + А*АУ и = (Ти, Ти, Ҹи DCA), (12.6-2) 
其 中 T= + 4*4), (+ A*A) 是 Hm RARETAT, Xi (1 + 4*4) 也 存 
在 ,而 且 它 的 逆 算 子 同样 存在 , 记 К = Т = (1+ 4*4) +, THE НАСА) 等 距 映 到 Н, 
中 ,而 且 也 容易 验证 , 工 的 值 域 是 整个 空间 Н, = 1.00). 因此, ТЕ Hala) н, 上 的 
SEAT, MRE 到 HaC) 上 的 等 距 算 子 . 
由 于 DCA) 在 Н, Ф, ТА Hal 也 在 Н, Н, Н.С4)СН,, 对 НСА) 中 
的 元 x* 有 两 种 范 数 ,一 种 是 lxlli:， 另 一 种 是 把 x 看 成 H 中 的 元 时 , 它 还 有 范 数 шо, ЛА 
式 (12.6-1) 可 以 看 出 
lallo < lul Yu € HCA). (12.6-3) 
对 Ho 中 的 元 jg， 可 以 推出 | 
(|, в» = К}, Ке). С12.6-4) 
现在 我 们 看 一 下 ，H4.《4) КАЕНА. Hala) 的 对 偶 空 间 就 是 一 切 定 义 在 
HnCA) 上 有 界线 性 泛 函 的 全 体 .。 按 这 个 定义 ,对 任意 ГЕН, REZA 1u) = rudo 
因为 D] = |<, uJ) < я < ПА, ВТА Кая) 是 Hala 上 的 有 界线 性 泛 
” 函 ， 这 就 是 说 , f 属于 Hala) WIEZE H Æ HaC) ХНЕУ, 10) = 
《f,u)。 作为 НСА) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 其 范 数 为 


fl = зар ГКУ чо ,f EH. (12.6-5) 


“єн |а|, 
后 我 们 会 看 到 , 按 这 个 范 数 完备 化 Н, 后 ,得 到 的 就 是 Hala 的 对 侦 空间 . 
在 Но 中 我 们 引入 另外 一 种 内 积 和 由 它 产生 的 范 数 , 即 对 任意 f, РЕН, 定义 
(f, в)— 一 《Rf，Rg7o， (12.6-6) 
由 于 R 是 н, 中 自 伴 正定 算 子 , 式 (12.6-6) 满 足 内 积 的 一 切 要 求 。 由 它 引出 的 范 数 仍 记 作 
1 + Il- 


| ПА = ПЕД, Yf E Не. (12.6-7) 
对 Н, 中 的 元 ,我 们 引出 的 两 种 范 数 式 (12.6-5) 和 C12.6-7), 其 实 是 相等 的 , 即 
Wa = ар L = ПАЯ (12.6-8) 


因为 对 任意 єн, 
Д|—‹ = зар It ЭЛ = sup <, и), | == о ә <А], Ти), | < АД, 


иен |||, паї 


另 一 方面 ,由 于 REH CA), $ и = К}, 9 


КУ, а) | == ПЕД =, ПА = |||, 
|н |+ |211, АІ, 4 
由 此 推 得 
КЬ > | RA,, 
МЕН. (4) |, 
综合 两 个 不 等 式 , 使 得 到 
Il- = sup Kft к, 


иЕН+ (A) |[и || + 
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按 这 个 范 数 完备 化 Hoo 得 到 的 空间 记 作 9-.(4), 它 是 一 个 ЕДЕ Е 8 SH HCA) 
就 是 Ныб(4) 的 对 偶 空 间 ， 
对 于 H(A) 中 任意 元 a, (а, и), 是 定义 在 н.(4) 上 的 有 界线 性 泛 图 ， 反 之 ， 
НыС4) 上 的 有 界线 性 泛 函 alu) 也 必 可 唯一 地 表示 成 
| alu) = (а, uyo, Vu € НС А), (12.6-9) 
而 «ЄН А). ө 
由 于 Н СА) 是 六。 经 完备 化 后 得 到 的 ,所 以 WEHA Ш Hin《4)SHo， 因 此 三 
个 空间 有 如 下 关系 : 
НыС(С4)©ЄНЬЄН-\( А), ‚ (12.6-10) 
其 中 Ho ШЖ [Н], НС) MEREZA, HCA) 叫 作 阴 范 空间 ， 
为 了 进一步 说 明 这 三 个 空间 的 关系 ,我 们 把 算 子 了 T,R 加 以 延 拓 . 首先 看 了 工 的 延 拓 . 
对 Но 中 任意 元 f, fs Ти» 是 НСА) НАМ, ЖЕНА |, Ти] < 
Та, = lolj#ll+。 根 据 上 面 所 说 的 事实 , 它 一 定 能 表示 成 《f,Tu)o = (0, и, ЮЖ 
АП Е HCA) WE a = TH, WA Tu) = CT H, из XE Т* 是 工 的 伴随 算 
F, ЕН, HCA) Е. ЖМИ, 它 还 是 等 距 算 子 , 即 对 任意 je Hos， 有 1А = 
ITH- 事实 上 ,由 于 Ha《4) 在 可 中 稠 ,对 fe Hs АЖ НАСА) 中 的 元 列 {us} FE 
使 lim |4, — Ш = 0, H lim а, о = ||}. ХР uns Ти, ЕН, РЖ А: 


іа Та, — ТУ, = Б || Tus, — Ти, |. = lim ||T Cæ, —и„)|- 
= lim ||, Е ит |0 да 0, 
所 以 有 lim Ти, = Ts lim 17,1 ‚= TH]. BÆ Tul- = Ди, ЛЕВ ЛЬ = 


ТА, ЗИ T+ 是 等 距 映 Н, 到 НСА) 中 。 另 外 ，7+ 的 值 域 必 充满 整个 空间 ， 
H(A). 如 果 不 是 这 样 ,存在 НСА) 中 一 元 a, CRE Tt 的 值 域内 ,这 时 ,由 于 《4， 
“%» Ж НСА) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,根据 黎 斯 (Ко) 有 界线 性 泛 函 表现 定理 2? 知道: 
《ay и) = Vas и) = Тш, Ги» = (T T vas и) 
MAA а = Т'То,, 这 时 4 又 在 T+ 的 值 域内 ， 因 此 出 现 了 了 矛盾 ，71 的 值 域 是 全 空间 
НСА). 这 就 表明 T 是 到 НА» ЕК. Smiw Т' = Т, T 就 是 了 的 
H. T 的 逆 算 子 R= T 也 是 等 距 算 子 , 它 是 R 的 延 拓 , 是 НАСА) 到 Ho。 上 的 等 距 
算 子 . 
综 上 所 述 , 三 个 空间 的 范 数 关系 如 下 : 


По == о, = || R Ralja Ve € H_(A), 
lalla = Г = TTT), Yu € Н СА), (12.6-11) 
这 三 个 空间 的 关系 ,可 表示 为 
R R 
BADEH, ЭНА). 
~y = 


这 样 ,我 们 由 算 子 4 出 发 ,构造 了 阴 范 空间 , 它 确实 是 包含 L0) = Н, 的 一 个 希 尔 
伯 特 空间 .但 这 个 空间 是 否 包括 6 函数 及 其 导数 呢 ? 下 面 来 回答 这 个 问题 . 
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假如 Hala) 中 (也 就 是 DC4) 中 ) 的 函数 up), 在 LC 和 690 上 有 直到 4 阶 连续 导 
数 。 5 国 数 及 其 导数 的 定义 是 
(и, 6(p 一 р)» = |, иСр)8(р — pdp = и(ро), 


(а, 5900р — р) = А uCp (р 一 рав = С 1) ро), (12.6-12) 


ЕР | 
и (р) 一 к рй = 4 +4 9 tg. 
可 以 证 明 ,如 果 нса) 包含 在 ! 阶 索 波 列 夫 (Соболев) 空间 ?内 ,只 要 4 <1— Z, n 


空间 变量 的 维 数 ,那么 式 (12.6-12) 定义 的 8 函数 及 其 导数 一 定 属于 H(A). ЭХ Ж 
бол н аа s| 间 。 对 于 梁 、 板 、 腊 等 一 类 受 控 对 象 ,从 主 算 子 4 出 发 构造 
的 阴 范 空间 H4) За ә 函数 及 其 导数 . 

如 果 RR 是 正定 的 紧 算 子 ,并 且 有 和 客 林 函 数 KCp, s) 时 ,6 函数 及 其 导数 作为 HCA) 
中 的 元 ,它们 的 阴 范 数 还 可 以 用 格林 画 数 表示 如 下 : 

әср 一 РО, = М Кро» Po)» 


{ФС pla = М КСР, Ра), q = 0, 1,2, tsa kL (12,6-13) 


у 
+ 


у= 09 К(р„ s) К 
， 09р7059 In=s=po 

在 把 10) 空间 扩大 到 НАСА) аве ГА) Хо, А, НА) 
作为 状态 空间 就 解决 了 由 于 点 测量 ,点 控制 时 出 现 5 澳 数 及 其 导数 所 带 来 的 困难 . 但 是 
在 空间 这 样 扩大 以 后 ,还 必须 解决 系统 方程 中 诸 算 子 A, В, С 等 的 延 拓 问题 , 因为 这 些 
算 子 都 是 在 1.00) 空间 中 的 某 些 子 集 上 定义 的 ， 

首先 讨论 有 界 算 子 的 延 拓 . 设 工 是 H = 1,00) 上 的 有 界 算 子 ,在 ЕЁ ЖЕ 可 交 
换 , 即 RL = LR。 我 们 的 目的 是 把 工 延 拓 到 Н.С) 上 ,使 其 成 为 НА) 中 的 有 界 
算 子 . 容易 验证 ，TLR 就 是 工 的 这 种 延 拓 ,实际 上 ，R ÆRE, HA H。 中 的 元 
RI = RÍ, mT ÆT EH, H AE НСА) 中 的 元 а, Ти = Ти. МИ, Т.К} = 
Тк} = ТЕГ! = TRLf = 1}, 这 就 是 说 对 凡是 中 的 元 1, 恒 有 TLRI = Lf, 对 
HCA) 中 的 元 , 工 没 有 定义 ,但 ТІК 却 有 意义 , 当 o€ HCA) 时 ,TLRee HCA), 
所 以 TLR 确实 是 工 的 延 拓 . Kiut, TLR 还 是 HA) 中 的 有 界 算 子 ， А 
НСА) 中 的 算 子 范 数 和 工 依 Н, 中 的 算 子 范 数 是 相等 的 .也 就 是 说 Т.К 是 LL 的 有 界 
保 范 延 拓 。 事 实 上 ,根据 式 (12.6-11) 有 

ITLR| = „8 „ITLRel- = aTa || L Raila 


KEC Pos ро 


= зир. [Л = | Llo 
Ио 


1) 关于 索 波 列 夫 空 间 可 看 文献 [25、26]. 
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其 中 f= Ва. 

НЭН, Æ H, 上 定义 的 与 可 交换 的 有 界 算 子 , 可 保 范 延 拓 到 HCA) H. 
但 在 Ho。 上 的 一 般 有 界 算 子 ,这 一 事实 并 不 成 立 ， 对 于 一 般 情况 有 以 下 事实 成 立 : 

设 工 是 定义 在 H, 上 的 任意 有 界 算 子 ，L* 是 它 的 伴随 算 子 。 如 果 L*DCT)SDCT) 
(DCT》 是 算 子 工 的 定义 域 ), 那么 工 一 定 可 以 延 拓 到 HCA) h, HRA HCA) 中 的 
和 有 界 算 子 1, | 

HE Н, 中 投影 算 子 的 延 拓 问题 ， 设 P 是 本 中 的 直 交 投影 算 子 ，{ qi 是 投影 子 空 
ЇН} РЫ, 中 的 直 交 基 , 如 果 lo: CDCT)， WAPE HCA) HEARE P, 

P= — (R °› трюк, (12.6-14) 
事实 上 ,对 任意 f€ HH， 


Р} = > < ВУ, Тфиуоф: = 2. CRÍ, T qi)opi 


一 p2 (Ь Pop: = Pf. 


而 对 任意 a€ HCA), Ра 有 意义 ,所 以 P AREP 的 延 拓 . P RRE HA) 中 的 有 界 
延 拓 ,而 且 还 是 H-A) 中 的 投影 算 子 ,因为 

Pi = Р У (Ко, Тф;)ор: 
= > (Ва, Тер» > <В, Торф! 


i=l 


== 5 (Ва, Т ф:)оф; с Ра, 
i=l 


Вр Pa = Ро, 但 一 般 说 来 ,PP 已 不 是 直 交 投影 第 子 了 。 如果 P 和 R 可 交换 ,那么 P 的 延 
ЖР E Н (А) НАА ИЯТ. 


类 似 上 边 的 讨论 ,还 可 以 推出 , 在 Н, 上 的 任意 有 穷 维 线性 算 子 К 一 >) Ce, bi) Pi, 
只 要 {41}?-1CDCT)， 那 么 K 在 HCA) НИЯ К, 
Ка 一 >) (Ва, Тф;}%ьф‹› (12.6-15) 


其 中 «єн (л), К 仍 是 有 穷 维 算 子 . 
如 果 {qi}, {$} 是 Ho 中 规范 双 直 交 基 , 即 


0 гр 
1 =, 
ХО, {Тр}, {ТФ} 是 НСА) 中 规范 双 直 交 基 。 这 是 因为 
» «Тә: ТФ) = <ВТфь, ЕТФ) = (Pi, Фу» = 8. 
于 是 H(A) 中 任意 元 c， 均 可 按 双 直 交 基 {Тр}, {Тф;} 展开: 


Ci, Ф;)о = би» би = | 


т >) (а, Тф). Т, Э ү? (а, КФ: ТФ, (12.6-16) 
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右 端 级 数 按 НАСА) Жо. 显然, 这 个 级 数 在 Н, 中 是 没有 意义 的 . 

以 上 是 有 界 算 子 的 延 拓 问 题 。 下 面 再 讨论 一 下 Ho 中 无 界 算 子 向 НАСА) 中 扩张 的 
问题 . 

М Е H 中 的 稠 定 算 子 ，DCM) 汪 DCA4),M 的 值 域 纪 C(M)CH,， 如 何 把 M 扩 张 到 
Н (А) 中 成 为 H_(4》 中 的 称 定 算 子 ,这 就 是 无 界 算 子 的 扩张 问题 . 

ШЖ RM 在 рм) 上 是 有 界 算 子 , 由 于 РОМ) ЖЕНЯ, RM 可 有 界 延 拓 到 


H。 上 , 记 这 个 延 拓 为 RM, ВОЛ. we DCM)， 都 有 КМи 一 RMw， 而 对 于 属于 H Ж 
在 DCM) RRT, RM 都 有 定义 ， 对 凡是 ОСМ) 中 的 元 и, Ми 一 TRMu 是 恒等式 ， 
但 RM НЕ КМ, ТНТ ,这 时 可 把 M 扩 张 到 нс М = ТЕМ, М 就 是 


M 的 一 种 扩张 . 因为 对 凡是 xE DCM), 都 有 RMz = КМи, ЕМиєн (А), Д 
ТЕМи = ТЕМи = Ми. 而 对 Ho 中 不 在 DCM) 里 的 元 ，M 都 有 意义 ,因此 M 是 定义 
ЛЕ Н, EMER ##(М)С ННСА) 中 的 算 子 ,又 因 Н, Æ НАСА) Н, Д М HCA) 
中 的 稠 定 算 子 ，MM 确 实 是 M 的 一 种 扩张 . 

特别 是 当 M =A 时 ,4 在 HCA) 中 的 扩张 为 А = TAR, AE НСА) 上 和 
R, 了 可 交换 ,在 Ho 中 是 自 伴 算 子 , 4 的 扩张 A 在 HCA) 中 也 是 自 伴 算 子 ， 也 就 是 说 ， 
Ажа НСА) 中 的 自 伴 扩张 。 实 际 上 ,对 DCA) НВ и, Au=TARu=TARu= 
TR Au = Аи, TAR 是 定义 在 H, 上 其 值 域 RZCA)CH aCA), MA A MKE ARDIE. 
另外 ,对 任意 РЕН, {i 

(t, ТАЁ), = (В, 1Р8), = (АК, Ёк), 
= (ТАР},8) 1. 

НИ, А = TAR Н-(4) 中 的 自 伴 算 子 , А 是 4 的 自 伴 扩张 .不 难 证 明 4 的 这 种 扩 
张 4&， 有 一 个 非常 重要 的 性 质 ， 就 是 4 和 А 有 完全 相同 的 本 征 值 , 4 的 本 征 值 并 不 由 于 
扩张 而 有 变化 "0. 

THE, 我 们 用 阴 范 空间 作为 系统 的 状态 空间 来 讨论 系统 式 (12.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 
间 题 。 在 方程 (12.5-9) 中 

ч И — Со D+T)W, 
Le 是 基本 空 ЗИ] 9, = L) X LQ) х К, = Ho х Ho х К, 中 的 反 自 伴 算 子 ， 它 的 定 
义 域 ОС ал) = DCA?) X DG) х RCD, ПН А0.) СӘ. EDCA) 上 

引进 图 象 范 数 后 ， 构成 阳 范 空 x| 旧 , 记 作 2534， Da = Н.С А? Э) х НСА? 2) X Rne Эм 的 对 
偶 空间 记 作 9, 9- = HCA?) X НАСА?) x R,， 这 三 个 空间 的 关系 是 


9 С.о) 99-5). (12.6-17) 
由 9. 到 9, 的 等 距 算 子 工 为 
(ї+ 4)? 0 0 и 
T=| o (1 十 4)? 0 А (12.6-18) 
0 0 (Е + Е, 


而 由 9, 到 | D4 上 的 等 距 算 子 R = ТУ! 为 
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(1 + Ay? 0 0 
R= 0 (1+ и) 0 (12.6-19) 
0 0 (Е + ED? | 


按 前 面 讲 过 的 方法 ,把 T, R 分 别 延 拓 , 记 作 Т,В, N Ю 9, 到 9 ASERT ШТ 

到 9— 上 的 等 距 算 子 . 

反 自 伴 算 子 .ex 9 中 有 反 自 伴 扩张 , 记 作 Fo CA .ex。 有 相同 的 本 征 值 . 

AT 2 是 % о 根据 前 面 讲 过 的 对 有 界 ATER, Z 中 的 算 子 
BAT}, (ВА-%)* = А-+В*, A7? В*ОСАЗ)СРСА?), Ш BA? п TAREHE {нб л) 
中 , 同 理 对 算 子 C, 只 要 ЧЕ ОСА), 那么 C 也 可 有 界 延 拓 到 НС Ат), 从 而 P 
可 有 界 延 拓 到 9. 中 成 为 ®— 中 的 有 界 算 子 , 记 作 Z, 

反馈 算 子 .一 ， 其 中 控制 算 子 G = (С, ғ), 在 点 控制 时 ,6 = 50р 一 加)， 只 要 
5(р— р) E HCA), 那么 G 是 从 R, 到 Н (а) 中 的 有 界 算 子 . 

至 于 测量 算 子 5;471ф = ($A p, ау ,i 一 1, 2, ФЕН, ЖЕҢЕ, а,(р) = 
(р — p), WR 84-*рєн, (4%), ВА 547+ ВНЕ НС) E. 

这 样 ,反馈 算 子 T7 可 有 界 延 拓 到 9, 上 , 记 作 多， 

综 上 所 述 , 我 们 把 原来 的 系统 状态 空间 由 9 扩大 到 9_,, 它 仍然 是 希 尔 伯 特 空间 , Н. 
含有 所 要 求 的 广义 函数 。 把 9 作为 系统 式 (12.5-9) 的 状态 空间 ，.er 在 9 有 自 伴 扩 
K Fo 它 和 .ex。 有 相同 的 本 征 值 ， 而 算 子 多 , T7 都 可 有 界 延 拓 到 9_, 中 .。 这样， 式 
《12.5-9) 在 9— 中 就 成 为 

dW 
Еч 
Fo 的 定义 域 是 DCZ.) = H, X Ho X К,. 

方程 (12.6-20) 的 本 征 值 问 题 和 定 解 问题 , 与 分 布 测量 、 分 布控 制 时 方程 (12.5-9) 是 完 
全 类 似 的 ,重复 上 节 的 讨论 , 可 以 证 明 以 下 事实 : 

ДЖА 是 自 伴 正 定 有 紧 预 解 式 的 算 子 ， 它 的 本 征 值 列 { 心 } 都 是 单 重 的 ， 且 满足 
limp — pai = ©, M BA, С 是 Н, 中 的 有 界 算 子 ，C*DC(A1)CDC41), SA? 是 


Н, 到 В, 中 的 有 界 算 子 , 且 对 Ho НВ $ А-ф Е Hn(Ai),i = 1, 2, ар) Е Н-СА?), 
сш РЄ ы-н А, «= 在 9_, 中 的 本 征 值 除 有 穷 个 外 都 是 单 重 的 , 且 它 的 本 征 元 
ALCOI -0 与 伴随 算 子 .ez* 的 本 征 元 列 {С уН}? —-— Б 9 中 的 双 直 交 基 ， 
对 任意 жє аў. 可 展 成 下 列强 收敛 级 数 : 


и = У) (So, Wi) by ) + 57 (И, WD 


Изм. ‘i= 


= JW = (.5,+ 0 и, (12.6-20) 


и 5 (Ўв, Фу) + У (и, Фи, (12.6-21) 


х, р 


这 里 右 端 级 数 按 9 中 的 阴 范 数 收敛 如果 4 的 本 征 值 还 满足 ХК, 一 и)? < оо, 
同样 可 以 证 明 . 97 是 9, 中 强 连续 单 参数 有 界 算 子 群 DO 的 生成 算 子 ， 它 是 一 切 本 征 
运动 群 之 和 
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00) = У) 0,00) 
1 


一 一 oo 


Ре ды Dn 
5, “б, + Dit +++ + СРО" 
ПЕТА Сту 一 1)! 
二 5 е®иб,, (12.6-22) 
ДЕЛ 


上 式 右 端 按 算 子 阴 范 数 收敛 。 而 
mi—l m-l 


б, = ` <. > 1, )—Фь, Б, = > <= Fijas 


Ф, Vy 分 别 是 Z 和 .ez* 对 应 于 % M А, 的 规范 广义 本 征 元 . 

方程 (12.6-20) 对 任意 初 值 ЙЕН, x Н, X R, 有 唯一 解 WG) = ОИ, 

解 D(z) 户 和 分 布 测 量 、 分 布控 制 时 (12.5-9) 的 解 И)» 有 两 点 不 同 : 一 个 是 
WE Hi x Ho X Е, Ш И.Е ОСА) X DCA?) х К,,рСа?) х РСА) х R,CHoXHo х 
R.. 这 就 是 说 ,点 控制 、 点 测量 时 ， 系 统 方 程 有 解 的 初 值 范围 要 比分 布控 制 、 分 布 测量 时 
Ж. 另 一 个 是 UGW. EH x Ho х R, Ш ОС), E HCA?) x HCA?) X R, = 94, 
也 就 是 说 分 布 测量 、 分 布控 制 时 系统 方程 的 解 在 L 空间 5 中 ,而 点 测量 、 点 控制 时 , 这 个 
解 在 阴 范 空间 9_, 中 . (РИ, 电 作 方程 的 古典 解 ,而 ОС, 则 叫 作 广 义 解 .当初 始 条 
件 WE D(A) х ра?) х R,， 而 且 方 程式 内 不 含 6 函数 时 ， 古 典 解 和 广义 解 是 一 臻 
的 . 否则 ,古典 解 不 存在 ,但 广义 解 是 存在 的 . 

在 点 测量 、 点 控制 情况 下 ,线性 系统 稳定 性 问题 和 分 布 测量 、 分 布控 制 时 的 情况 一 样 ， 
完全 取决 于 系统 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 ,这 里 就 不 再 重复 了 . 

目前 ， 在 工程 技术 中 应 用 的 振 型 分 析 方 法 ， 是 分 析 分 布 参 数 系统 一 种 比较 有 效 的 方 
法 . 我 们 上 边 所 讨论 的 结果 恰好 为 这 种 方法 建立 了 严格 的 理论 基础 。 这 种 方法 不 仅 对 分 
布 测量 、 分 布控 制 的 系统 是 有 效 的 , 对 点 测量 、 点 控制 的 分 布 参数 系统 也 是 有 效 的 。 同 时 
还 可 以 看 出 ， 在 对 分 布 参 数 系统 作 有 穷 维 双 近 时 是 有 严格 理论 根据 的 .依据 实际 问题 的 
精度 要 求 ,对 无 穷 维系 统 作 有 穷 维 副 近 时 ,除去 逼近 误差 外 ,再 没有 别 的 误差 . 
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在 第 4.10 节 和 4.11 节 中 ， 我 们 介绍 了 线性 集中 参数 系统 能 控 性 和 能 观测 性 的 概念 . 
文献 [33] 是 最 早 把 集中 参数 系统 能 控 性 和 能 观测 性 概念 推广 到 线性 分 布 参数 系统 ， 并 和 且 
得 到 了 类 似 于 集中 参数 系统 的 完全 能 控 性 和 完全 能 观测 性 的 条 件 . 

系统 能 控 性 概念 是 系统 控制 能 力 的 表现 , 它 反 映 了 系统 状态 和 输入 (控制 ) 之 间 的 关 
系 。 由 于 分 布 参 数 系统 的 状态 空间 是 希 尔 伯 特 空间 ， 所 以 我 们 将 在 这 种 空间 中 来 讨论 这 
个 问题 所 。 设 给 定 的 分 布 参数 系统 为 


ао. = AU(#) + BF(), (12.7-1) 


其 中 U(z) 是 系统 状态 ， 设 系统 状态 空间 © 是 一 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 ,对 任意 固定 的 2, 
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ИЕ». 4 是 史 中 的 线性 算 子 , 其 定义 域 为 DC). FO 是 系统 的 控制 ,也 就 是 系统 的 
输入 , 它 的 取 值 也 是 一 可 分 希 尔 伯 特 空间 , 记 作 9+. В 是 从 9r 到 驴 中 的 有 界线 性 算 子 ， 
在 第 12.3 节 中 我 们 曾经 说 过 ,分 布 参 数 系统 的 控制 FO, х) 不 仅 是 г 而 且 也 是 空间 
变量 x 的 函数 . 当 г 固定 后 , 它 是 x 的 函数, 即 空间 9r 中 的 元 .所 以 控制 FG) 是 自 变量 
为 t, 0<:<T, T<, BEF 9r 的 函数 。 在 讨论 能 控 性 问题 时 , 先 限 定 控制 F(z) 
的 类 别 : 要 求 对 9r 中 每 一 个 元 0, (ЕС), о) Æ t РИА СХ РК), НН. 


вс ае 对 每 个 有 限 的 都 是 有 穷 信 . 也 就 是 说 ,对 每 个 控制 ЕО ПЕСО 是 一 可 积 


函数 . 这 种 控制 的 全 体 构成 了 在 Dr 上 的 Li 空间 ,今后 记 作 2.000, Т), 95), 

在 系统 式 (12.7-1) 中 ,假定 4 是 9 中 强 连续 有 界 算 子 半 群 SO 的 生成 算 子 , 当 给 定 
UC(0)E БСА», Æ (0, Т) 上 FO 是 强 连续 函数 时 , 方程 (12.7-1) 有 唯一 解 , 并 可 表达 
为 


UC) = 5(0)000) + | S(t — т)ВЕ(т)ат, (12.7-2) 


Нин — 5009000) 只 与 初 值 有 关 ， 而 第 二 项 是 由 控制 FO 决定 的 。 在 讨论 能 控 性 
问题 时 ,主要 和 这 一 项 有 关 。 整 个 解 式 (12.7-2) 表 示 了 在 给 定 初 值 ОСО) 和 控制 F(z) 的 
情况 下 ,系统 状态 的 演化 过 程 。 但 这 里 对 初 值 U0(0〉 和 控制 F(z) 的 要 求 比较 强 ,事实 上 
当 UO) 不 在 DCU) 内 或 者 控制 FO) ELCO, Т), 9r) 时 , 解 式 (12.7-2) 仍然 是 存在 
的 ,这 时 它 在 下 述 意 义 下 满足 方程 (12.7-1): 对 DCA*)(4* 是 4 的 伴随 算 子 ) 中 每 个 元 
о, Я 


= (UCD, vY = (000), A*u) + LEC), В*ь), (12.7-3) 
t 


以 及 
lim (UC), ву = (U C0), v). (12.7-4) 
而 且 满 足 式 (12.7-37 和 (12.7-4) 的 解 式 (12.7-27 是 唯一 的 . 
这 就 是 说 解 式 (12.7-2) 在 两 种 意义 下 满足 式 (12.7-1), 一 种 是 当 U(0)€ РСА), Е(#) 
强 连续 时 ,这 时 解 UG) 叫 作 强 解 ,而 在 式 (12.7-3) 和 (12.7-4) 意义 下 的 解 叫 弱 解 。 在 讨 
论 能 控 性 问题 时 , 式 (12.7-1) 的 解 是 指 它 的 弱 解 . 
现 假定 初 值 为 零 ，F(z) 61.000, Т), $). EXAT 


KF = | scr — т)ВЕ(т)ат, (12.7-5) 


它 是 从 14000, Т), 9) 到 9 中 的 有 界 算 子 。 用 СТ) 表示 算 子 玉 的 值 域 , 它 是 系统 式 
《12.7-1) 在 所 有 ЕС) є 1.((0, Т), 9) 控制 作用 下 ,从 初始 零 状 态 出 发 ， 在 工时 刻 系统 
到 达 的 所 有 状态 ,这 和 集中 参数 系统 的 等 时 区 很 相似 . TA, ФСТ) 是 9 中 的 子 空 

闻 , 当 T> Т; БВ}, CTD), IME, ATEAN, oT) 也 变 大 .把 所 有 
CT) 合 起 来 , 它 仍 是 中 的 子 空间 , 用 o= U ост) 记 这 个 子 空间 (这 里 U 表 示 集 合 


T>0 
的 并 ), 则 % 叫 作 系 统 的 能 达 状 态 集 , 
系统 式 (12.7--1) 叫 作 完 全 能 控 的 ， 是 指 它 的 能 达 状 态 集 % 在 状态 空间 9 hij, Вр 
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© = 9, o 表示 % 的 闭 包 .这 就 是 说 ,对 9 中 任意 状态 V, 总 可 以 找到 能 达 状 态 集 吧 中 的 
RAU, 使 U 和 VV 非 常 接近 ，]|IV 一 Ul <e, e 是 任意 小 的 正 数 . 确切 地 说 ， 对 9 中 任 
意 状 态 了 和 任意 小 的 正 数 s， 总 存在 有 限 的 时 间 TCT 依赖 于 了 和 =), 以 及 控制 FO) 
Е І.С, Т), Dr) 使 

UCT) = [sr — Br є TAEC 


并 且 有 IX — UCT) <e RX. 
BERERE ЗАБУНЕ Е А RERE КК ЖЕ © E 9 中 稠 ,而 不 是 w 一 
5, 这 和 集中 参数 系统 是 不 一 样 的 . 
下 面 ,我 们 进一步 讨论 系统 完全 能 控 的 判定 准则 ， 
首先 我 们 注意 到 , SOB 是 9r 到 5S 中 的 有 界 算 子 , 记 这 个 算 子 的 值 域 为 (В), 
z 不 同时 , ACOB) 也 不 相同 .把 所 有 (5 0) В) 合 起 来 , 记 作 # = |] RSOB), 
120 


它 仍 是 9 中 子 空间 .现在 我 们 来 说 明 , 如果 2 ЕАН ЕЯ, ЛИ Е 
全 能 控 的 . 
我 们 反 证 , 设 Z ТЕ 9 Я, то 9 НК, 看 看 会 出 现 什么 了 矛盾， 如果 w 在 允 中 
不 称 , 必 存在 多 中 的 元 y， 它 和 % 直 交 , 也 就 是 对 每 个 有 限 的 7 了 7, у 直 交 于 ост), В] 
(sc — г)ВЕ(т)йт, УУ = | свт — т)ВЕ(т), ут = 0 
但 《SCT — ОВР», у) = (Е(т), В*5*(Т 一 fr)y)， 所 以 有 
| «өст НОР), pir = | (кет), В*$*(Т — т)ууйт = 0. 


现 选 择 一 个 特殊 的 控制 ЕСт), 
F(t) = В*5*(Т — т)у, 
它 显 然 属于 1.000, Т), 9:)， 代 到 上 式 则 有 


| |В*5*(Т суат = 0, 


因而 有 В*5*СТ — ту = 0, 0<т< Т, 对 固定 的 r+, В*5* СТ 一 zy69r, 由 于 它 是 
零 元 , 故 必 和 9, 中 所 有 元 * 直 交 , 即 

(CB*S*(T — т)у, х) = 0, 
或 者 

(у, SCT — т)Вх) = 0, 
这 个 等 式 对 于 所 有 有 限 工 和 9: 中 所 有 元 х 都 成 立 , 也 就 是 对 所 有 : 20 有 

(у, 5б)Вх)у = 0, (12.7-6) 
这 说 明 , 算 子 SOB, г > 0 КАН Z ТЕ > н ДЕЙД, AMERRE Z ЕЖЕ. 
所 以 必须 有 % 在 允 中 稠 . 

这 个 事实 反 过 来 也 是 对 的 ,就 是 说 , ШЖ ОЕ Я, 那么 2 3—1 9 НЯ. A 

此 ,w 在 史 中 稠 和 逐 在 9 中 稠 是 等 价 的 , 这 样 ， 我 们 就 可 以 用 2 是 否 在 允 中 稠 来 判别 
系统 是 否 完全 能 控 . 
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应 用 类 似 的 方法 还 可 以 证 明 , RAR (12.7-1) 完全 能 控 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 每 个 
120, WRH НАЖИС x， 使 
| $(т)ВВ*$*(т)хат = 0, (12.7-7) 


则 必定 有 x = 0, 

分 布 参 数 系统 完全 能 控 性 的 这 两 个 准则 ， 可 以 看 成 是 集中 参数 系统 完全 能 控 性 的 相 
应 推广 当 史 是 有 穷 维 空间 时 ,这 时 算 子 玉 是 有 穷 维 算 子 ,系统 完全 能 控 性 就 是 要 求 天 的 
ER 这 一 9， 即 天 是 不 降 秩 的 . 这 时 上 述 两 个 能 控 性 准则 就 简化 为 线性 集中 参数 系统 
的 能 控 性 准则 ， 

下 面 , 我 们 再 介绍 一 下 系统 能 观测 性 的 概念 . 在 线性 系统 式 (12.7-1) 中 ,由 于 测量 手 
段 的 限制 ,往往 不 能 直接 测量 到 全 部 状态 0(z), 直 接 测 量 到 的 系统 输出 ,通常 是 状态 ШО) 
的 函数 它 可 以 表达 成 

уб) = СИ, (12.7-8) 
vE) 叫 作 系统 输出 或 叫 状 态 的 观测 值 , 它 属 于 希 尔 伯 特 空间 9с. СН 9 2] 9. 上 的 有 
RAT (C 可 以 是 无 界 算 子 ,这 里 为 了 说 明 方 便 ,假定 C 是 有 界 的 ). 

系统 能 观测 性 概念 ， 反 映 了 输出 和 状态 之 间 的 关系 。 就 是 说 能 否 根据 系统 的 输出 
y(z) 来 唯一 确定 系统 的 状态 。 比 如 , 当 控制 F(z) = 0 时 ,系统 的 运动 是 初 值 引起 的 , 这 
时 方程 (12.7-1) 的 解 是 U = SCGDIUC0)， 能 观测 到 的 系统 输出 是 УС) 一 Csu). 
如 果 测 得 到 在 [0, Т] 时 间 内 系统 的 输出 у), 我 们 能 否 根据 y(z) 唯一 确定 初 值 0(0)， 
因为 一 旦 UCO) 确定 ,系统 的 状态 UO 也 就 确定 了 .显然 ,这 一 点 和 算 子 C5(z) 的 性 质 
有 直接 关系 . | 

首先 需要 定义 算 子 CSO) 的 零 子 空间 D, 9, = iulu 9, С5(ри = 0,120} X 
易 检 查 它 确 是 9 МН. 显然, 凡 中 的 元 无 法 根据 输出 来 唯一 确定 ,因为 9, 中 不 同 
的 元 输出 都 是 零 , 在 输出 和 状态 之 间 没 有 一 一 对 应 关系 . 

给 定 线性 系统 式 (12.7-1) 和 (12.7-8), 系统 叫 作 完全 能 观测 的 是 指 子 空间 9, Е 25 
集 , 即 


H, = Juju E D, CSu = 0,1720} = ф, (12.7-9) 
其 中 $8 表示 空 集 . 
现在 我 们 看 一 下 ， 如 何 判 断 一 个 线性 系统 是 完全 能 观测 的 ， 对 :1 宇 0, Ж CSu = 
0, 则 它 必 和 Эс 中 所 有 元 7 直 交 ， 
(у,С5$()и) = 0, (12.710) 
{Н (у, CSu) = (5% (0) С*у, uy ТД 2220, A (5*()С*у, и) 一 0。 根据 定义 , 完 
全 能 观测 性 要 求 x 一 0， 由 此 推 得 ,对 上 220, WRAT S*(z)C* ЖИВ 4(5*()с*) 
在 9 中 稠 的 话 , 必 有 u= 0， 因 此 ,我 们 得 到 完全 能 观测 性 的 第 一 个 准则 是 


(J 4(5*()с*) (12.7-11) 
120 x 


ПУ. 
和 讨论 能 控 性 问题 时 一 样 , 式 (12.7-11) 又 等 价 于 下 面 这 样 的 事实 ,对 г > 0, ДУ 


420 第 十 二 章 ”分 布 参数 控制 系统 


| S*(T)C*CSCr)udr = 0, (12.7-12) 


则 一 定 有 #=0, 
这 就 是 完全 能 观测 性 的 第 二 个 准则 . 
下 面 举 个 例子 来 说 明 完全 能 观测 性 和 完全 能 控 性 的 物理 意义 . 
在 第 12.5 节 中 ， 讨 论 带 有 党 微分 控制 器 的 分 布 参数 反馈 系统 时 ， 曾 经 得 到 过 , Ж + 
A 和 .er 没有 共同 本 征 值 的 充 要 条 件 是 式 (12.5-21) 成 立 , 即 
lb, pò =0, L= +1, +2, +, 
Й уа а. = hl, &2, +++, 
(zj，8) 送 0，/ 一 la 2a tay 
H(w) ¥ 0, / = 1, 2y a a Ta 
这 组 条 件 和 系统 能 控 性 、 能 观测 性 有 密切 关系 . 
现 把 第 12.4 节 中 式 C12.4-19) 化 成 C12.7-1) 的 形式 ， 令 m= um = ú, x = 2, U= 
(wus из, Z), WE 
иН =ч» = Ш) + AFO (12.7-13) 


/ 0 І 0 0 0 0 
“-| — 4— В = о |, B= 0 0 b A 
0 0 Ј Е Р, о /. 


Е (2) 一 САС), hG), AD) 是 系统 的 输入 ， fi> Ь, Һ 是 连续 的 实 值 函 数 . 
假定 测量 方程 是 


其 中 


(г) = CUC), (12.7-14) 
其 中 
(Sie, a) 0 0 
= 0 За 0 | 
| 0 0 (+, =), 
VQ 是 系统 输出 ， 


我 们 指出 ,在 式 (12.5-21) 条 件 中 
lb, Ф) 0, l= +1, +2, ..., 

НС(а) 0, 1=1,2, 37, (12.7-15) 
是 系统 式 (12.7-13) 完 全 能 控 的 必要 充分 条 件 。 而 

(21, 8g) 0, 1=1,2,...,n, 

ШО) = 0, [= 1, +2, +, (12.7-16) 
是 系统 式 (12.7-13),《12.7-14) 完 全 能 观测 的 必要 充分 条 件 。 为 了 更 明显 地 看 出 它 的 物理 
意义 ,我 们 讨论 式 (12.7-13) 和 (12.7-14) 的 一 个 特殊 情况 : : 


аи 
-— + Au = bfe), ; (12.7-17) 
41? 
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测量 访 程 是 
VG) —(5-<=, г), (12.7-18) 


Hh s 是 微分 算 子 -—, a69, Га) 表示 测量 的 是 弹性 梁 的 角速度 . 现 把 它 化 成 式 
《12.7-13) 的 形式 , 令 и = u, из = м = й, О = (шз шо), FG) 二 《0,1(z))， 则 有 


кч = A Ult) + FG) (12.7-19) 
t 
其 中 
0 Г ^ 0 0 
-( == ). ДЕ ( 0 b ) 
测量 方程 是 
0 
am 2. (12.7-20) 
гё = TE ) и@) = си. 
在 文献 [8] 中 曾 证 明 , 系统 式 (12.7- 19) 完 全 能 E 控 的 必要 充分 条 件 是 
Сф, Р) = 0, п=1,2,. (12.7-21) 


其 中 фи, п = 1, 2, +55 是 算 子 4 的 本 征 元 ,也 就 是 梁 的 固有 振 型 ， 系 统 完全 能 观测 的 必 
要 充分 条 件 是 | 
(Spans а) = 0, п=1,2, +++, (12.7-22) 

这 两 组 条 件 有 明确 的 物理 意义 。《〈《p,，2》 ге 0, п = 1, 2,*** 说 明 控 制作 用 分 布 函数 
在 4 的 所 有 本 征 子 空间 上 都 有 投影 分 量 , 因而 在 Р 上 施加 控制 作用 f(z) 时 , 对 所 有 振 
W p, 者 能 产生 影响 。 如 果菜 个 振 型 ps, E Pns b) 一 0; 那么 控制 作用 对 这 个 振 型 以 及 
由 它 张 成 的 本 征 子 空间 不 产生 任何 效果 ， 而 系统 状态 也 到 达 不 了 由 Pa 产生 的 子 空间 内 . 
为 了 说 明 这 一 点 ,看 一 下 系统 式 (12.7-19) 的 算 子 玉 的 具体 形式 。 按 式 (12.7-5), 有 


КЕС) = | 50: — ра РСг)йғ, (12.7-23) 


500) 是 史 中 有 界 算 子 半 群 ，.ex 是 它 的 生成 算 子 。S(z) 可 表示 成 
50) 一 > co 人 (po (12.7-24) 


其 中 о, ф, Е. 的 本 征 值 和 相应 的 本 征 元 . Ж {иг 是 4 的 本 征 值 ，{,}? 是 对 应 
的 本 征 元 ,容易 验证 ，oo = Жим, 而 Pa == Сф, OPa) Q Un = Hons pr = Prs 
ao- 一 一 iv n= +1, +2, +, ХЫ], 50 可 具体 表示 为 


50 = >) әм. Т. кеч о: г. ), (127-25) 


式 中 要 求 p, MERET, leslo 一 1 VIER Ipla = -二 . 将 它 代 到 式 


《12.7-23) 中 , 则 有 
KEO = (У ато (ав РС, ( Ф, у ТИ Jar 


0 5 | ©„Фф» 
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= | "Об, ор) (№) 


„Фп 
— ; q Pa | wn(t—r) r 
2 „С, pa) ( аре f e ККт)ат, 
Ф а, | енисе) йт = в,» MERER 
RE] ( 1 ). (12.7-26) 
—® „фи 
由 此 可 以 明显 看 出 ,如 果 <, фи) 一 0， 无论 控 制 FO 如 何 选择 , 这 时 算 子 天 的 值 域 中 
жай (*" ) 生成 的 于 空间 ， 因 此,k 的 信 域 在 9 x 9 PRM, 从而 系统 不 是 完全 
能 控 的 . 


完全 类 似 ,条 件 式 C12.7-22) 说 明 , 当 且 仅 当 所 有 振 型 p,, ”一 1, 2，.…， 都 能 测量 并 
有 输出 的 时 候 , 系 统 是 完全 能 观测 的 。 比 如 ,对 某 一 振 型 pno SPm а) = 0, 这 时 系统 不 
是 完全 能 观测 的 .因为 在 这 种 情况 下 ,根据 系统 输出 确定 不 了 初 值 (只 考虑 非 强迫 运动 ). 
设 系 统 初 值 为 ОСО) = C0), wa《(0))， 系 统 的 输出 为 
Vl) = CSHL), 
根据 式 C12.7-20) 和 (12.7-25), 可 以 得 到 


VGE) = С > г (И, ф,)ф, 


一 У) UO), Pa) СФ, 


в) i 0 0 ў Pa 
80 > е ni(UCO), Pan? \ 0 (5 ©, аў \( о„ф„ ) 


Д | 0 
= > eent LUCU), ф,) ( wl S Pns а) ) 


-f (12.7-27) 
> entl SPa 2 lUO), Pn? б 


ПЖ (SPm а) = 0， 不 论 初 值 ОСО) 如 何 ， 在 输出 УФ 中 ,不 含有 初 值 0C0) 在 $. 
张 成 子 空间 内 的 分 量 , 因 此 根据 输出 У Сг) 不 能 唯一 确定 初 值 UO). 


12.8 ”满足 给 定 积 分 指标 的 控制 设计 


жалан, 讨论 了 分 布 参 数 系统 的 稳定 性 \ 能 控 性 以 及 能 观测 性 等 问题 , 它们 属 
于 系统 分 析 的 范畴 .从 这 市 起 ,将 讨论 给 定 了 系统 指标 要 求 后 ,如 何 设 计 控制 器 , 使 系统 
性 能 满足 某 些 预定 的 要 求 ， 这 就 是 系统 的 设计 问题 ， 系 统 性 能 指标 通常 可 用 受 控 量 和 控 
制 量 函数 的 一 个 积分 来 表达 ,如 能 量 指标 ,时 间 指 标 等 都 可 用 积分 形式 来 表示 。 和 集中 参 
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数 系统 一 样 ,在 给 定 了 系统 性 能 指标 后 ,如 何 寻 找 使 性 能 指标 达到 极 小 (或 极 大 ) 的 控制 间 
题 , 即 所 谓 的 最 优 控制 问题 。 实际 的 工程 系统 , 受 控 量 和 控制 量 由 于 受到 结构 和 技术 实现 ` 
上 的 限制 ,它们 只 能 在 一 定 范围 内 变化 , 这 种 控制 受到 约束 的 最 优 控制 问题 , 将 在 下 一 节 
里 讨论 . 

在 这 一 节 里 ， 假 定 控制 量 的 取 值 不 受 限 制 。 这 种 控制 没有 约束 的 最 优 设计 间 题 仍 有 
实际 意义 ， 比 如 , 当 受 控 对 象 偏离 预定 状态 很 小 时 , 用 来 修正 这 个 偏差 的 控制 量 往往 也 很 
小 ?在 这 种 情况 下 ,可 以 认为 控制 量 不 受 任何 约束 . 

在 控制 不 受 约束 的 情况 下 ,可 用 变 分 法 求 出 最 优 控制 ， 


设 给 定 系统 的 运动 方程 为 
Ou(t, х) _ Өш Ж 
B зка =f (#2 и, ue s FC =), 0<х+х</, (12.8-1) 
边界 条 件 是 
ult, 0) = 0, u(t, 1) 一 0， 《12.8-2) 
и(0, х) = ф(х), (12.8-3) 
其 中 F(z, x) 是 系统 的 控制 . 
系统 的 积分 指标 是 
С жу = Г Оба ta ди Рана, (12.84) 


式 中 了 是 给 定 的 正常 数 . 

我 们 的 目的 是 找 出 控制 规律 ЕС, x)， 它 使 受 控 对 象 在 上 一 Т 时 刻 到 达 状 态 «СТ, 
х) = u* (£), и* (х) 是 事先 给 定 的 状态 ,同时 使 性 能 指标 7 达到 极 小 .这 里 对 控制 F (z, х) 
不 加 约束 ,只 要 求 它 是 * 和 # 的 连续 函数 。 假定 f, 2 分 别 对 各 自 的 自 变 量 有 一 至 二 阶 连 
续 偏 导数 ， 设 使 指标 ] 达到 极 小 的 最 优 控制 存在 ， 记 为 Ë, x)， 而 相应 的 最 优 轨迹 记 
为 402, x)， 现 对 控制 F(z, x》 作 一 个 微小 变动 (控制 变 分 )， 


Ёа, х) = FC, х) 十 SFC х), (12.8-5) 
这 时 ,在 ЁС, х) 的 作用 下 , 受 控 对 象 的 运动 也 发 生 相 应 变化 ， 
ult, x) == й(т, х) + би(т, х). (12.8-6) 


控制 的 变 分 8F(z, х) = F Ci, х) — ЁС, х) 引起 了 受 控 对 象 运 动 的 变 分 ， 5u(z， 
х) = #01, х) — út, x)， 它 们 是 通过 方程 (12.8-1) 联系 起 来 的 。 使 了 达到 极 小 的 控制 
ÈC, х) 是 J 在 方程 (12.8-1) 约 束 下 的 条 件 极 值 问 题 。 根 据 变 分 学 中 拉 格 朗 日 乘 子 法 ,可 
以 把 这 个 条 件 极 值 变 成 无 条 件 极 值 问 题 . Q 


к= 0 (2, х,и, 0 ғ) + ф(х 1) LOR = ғу], (12.8-7) 


Ox Ва ° 
其 中 w(x, 1) 是 拉 格 朗 日 乘 子 ， 是 待定 的 未 知 函 数 .。 Е, ЧК ЁС, х) 的 问 
题 , 就 变 成 了 使 


ТРО. ху] == |], Raidx (12.8-8). 
取 极 小 的 无 条 件 极 值 问题 。 
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记 ди = йү, ди = йуу» ди = ш, 而 бй. 8й,к› бй 分 别 表 示 йх› Üxrs üç 
дх Әх? дї ' 


的 变 分 。 略 去 高 阶 小 量 , 指 标 IFC, х)] 的 变 分 为 
дле, 9] = 1Ё@„ жур NB, у] = ||, СЁ — Вах 


= 10005 3 В) + об, 0 [вонь Р) в, 
一 о( 2, х, й, 25 5 ғ) — ф(х, 2) С? дм Ё) 一 да || ала 
2, 


дх? ôt 
1 
一 Г а 十 一 20. -=—8й, + 80 5F 
ди Өй, ОЕ 


Ой хх 


+ ф(х, 0 ÊL би + ф(х, t) Е 


Я хх 


+ ф(х, n£ 6F — ф(х, эга. didx 


YB pe ль BO N of 
В | [2s би + ф(х, 1) Эң би 十 Әй, би, + ф(х, £) ETR бй, 
5 т (1 20 
ФС ваай + | |, |20 Е 
ае „ду Т. or | ТУ (12.8-9) 
ОЕ 


式 中 2 和 上 的 各 阶 偏 导数 都 在 点 (4 > або, а) 090200 фе, х) 上 取信 因为 


д} 
д РЯ 


хх 


ва. 一 2 рса, 1) 


Əf ss д: 1:55 
ф(х, t) = вы ти [е 1) А | ға, 


所 以 有 


дӣй,, 


| | Фк х 0 21 ва, аах 


Be 2. а Bisdidx 


ди. 


а. 
о Јо Ox 
т (1 


--| 
о Bx [го ы 
| 
| 


L ва, | didx 


йуу 


Таен, 


00.114 
о дх -l á Ё 


0 Я хх 


р 
бя. | dt, 
0 


р 
+ ‚9 1) 


с х 


ES 


фОо, 1) == 0, pCl, 2) = 0, (12.8-10) 
则 有 | 


ос, Э, Л ёй „айах 


Ой» 


лым ppa 2 3 с, D = | 8й,ййх, (12.8-11) 


9 Их 
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把 式 (12.8-11) 代 到 式 (12.8-9), 便 得 到 
ЕС, x)] -| | {20 би + ф(х, £) о. би 


+[22- г-(кео дЫ], 
- pers oma Jate ДЕ 
+p, t) 21. вех, (12.8-12) 
另 一 方面 ,由 于 | 
а. 2106 Aa =) „ж — | = К -= (Фо, ы ги м) 


_ ө |900 _ ә Of 
| ди. Әх m д дя... 


2 (Фс, Ээ д} “| ёй„аах 


|- 20. — в, (х,— = m| G6udidx 


Ой 
ы E: 一 = (<, ú а) òu | dids 


| ð | A 一 2 ples 2) | Budids 


20 е 0, DE) м || dt 
«е2 д э к 2 (фса, г) 21 бид1ах , 


жайна иий ыыы. ШЫ. ath [н =й ае 
0， 把 上 式 代 到 式 (12.8-12) 中 , 则 有 


211872, 21 = |, | [29 вы + оса, г) 2. би 


_.9 [99 _ 3 | 
Өх \ ди, Ox бз, 25 


|) а 


— wer, да, | aras + |` + фе, 9 ӨГ | ввамх, (12.8-13) 
此 外 
| plx, бах = | [ФСх, вби] | ax — | 2 би ах 
в ү, Өф Сез т) ше, (12.8-14) 
0 дї 


其 中 第 一 -项 积分 为 零 ， 是 因为 биб, х)| == 0, бибі, х) |, = 0 (初始 条 件 和 终端 条 
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件 是 固定 不 动 的 ). 
将 式 C12.8-14) 代 到 式 (12.8-13) 中 , 便 得 到 


61[ F(z, х)] = ү [22 + ФС, 021. = 2 а 


сей. 5 | Фа, 281) + дос, | Budidx 


К: Г [28 +, д ЗЕ | вам, (12.815) 


我 们 这 样 选择 ФС, t)， 使 它 满足 方程 


дф, б ө (о ө РТ а 90 аль 
9; Өх т Әх Ee г) а (= ф(х, 25 Эн А (12.8-16> 


及 边界 条 件 式 412.8-10)。 于 是 式 (12.8-157 的 第 一 项 为 零 , 而 


81[ Е(, x)] = | [20 рб д са 5Е414х, (12.8-17) 


当 EC, х) ERRBES 200, х) 是 对 应 的 系统 的 最 优 轨迹 时 , 应 有 51[ F(z, х) = 0, 
于 是 得 到 


д0 д} = ы 
| | [20 + ф(х, в са 8Е4:4х = 0, (12.8-18) 
由 于 控制 F 不 受 约束 ，65F 可 以 任意 选择 ， доз 18) 只 有 当 
д0 к ВЕ — E 
T + ф(х, n Ê 0 (12.8-19) 


才能 得 到 满足 . иен, 
我 们 把 方程 (12.8-1)，(12.8-16)， (12.8-19) 以 及 边界 条 件 和 初始 条 件 〈12.8-2)， 
《12.8-3),《12.8-10) 写 在 一 起 ,构成 一 组 联 立 方程 式 : 


д? 
(жи, я ғ), 


u(t, 0) = 0, и(1, 1) = 0, 

и(0, х) = ф(х), “СТ, х) = и*(х), 
Bplay 人 (80 9 |, оу Ру of _ 80 
= = ( 区 s4) al plx, t) By э 


д; Әх Әд, Әх ди 


А 1) = 0, Ф(, 1) = 0, 


91. — X 
注意 到 ， 28 nE д 9. = [0 + фк, ОН, ШВА Н = 0 + ф(х, Ор 则 有 
ӨН 
ЭЕ = 0, (12.8-21) 


这 就 是 说 ,最 优 控制 Ё MEH AZRE. Е С12.8-21) Н Ё, 它 是 t,t, u, й, Ф 
的 函数 ， 把 $ 代 到 方程 (12.8-20) 中 , RE uM p HRE È 的 表达 式 中 , Ё 就 是 待 求 
的 最 优 控制 。 


12.8 满足 给 定 积分 指标 的 控制 设计 


现在 讨论 一 个 例子 ， 设 受 控 对 象 方程 为 


j 72 | 
В аз аб, P) э ке, „э 0 сү, 
Or Ox? 


ult, 0) = 0, ult, 1) = 0, 
u(0, х) = ф(х), 
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(12.8-22) 


AH иб, х) ERBE, FO, x*〉 是 控制 量 。 这 是 一 维 热传导 问题 。F(t, х) 的 物理 意 
义 就 是 单位 时 间 内 在 单位 长 度 上 加 入 或 传 出 的 热量 。 它 是 连续 取 值 不 受 约束 的 控制 量 ， 
今 要求 在 给 定时 间 了 工 内 ， 使 对 象 由 上 一 0 时 的 温度 分 布 С, х) = ф(х) FIFE, | 


иСТ, х) = 0, 并 使 性 能 指标 
JUP = pr FX, за 


达到 极 小 值 ， 了 代表 了 在 受 控 过 程 中 ,加 入 或 流出 热量 的 总 和 . 


(12.8-23) 


从 问题 的 物理 意义 上 看 , 这 个 最 优 控制 是 存在 的 ， 另 外 ，y 是 一 个 正定 泛 函 , 极 小 值 


总 是 存在 的 。 现 按 前 面 说 过 的 方法 , 找 出 这 个 最 优 控 制 . 
方程 组 (12.8-20), 这 时 可 改写 成 

ди _ ё 0?и 
дї Өх? 
ult, 0) = 0, и(:, 1) = 0, 
u(0, х) = ф(х), и(Т, х) = 0, 
0 一 6 
д; ðr? ? 
Ф(0, 2) = 0, Cl, 2) = 0, 
2Е(1, х) + (x, в = 0, 


T ЕС». х), 


由 式 (12.8-247 可 得 
Реа, кў = — G(r, Ў, 
2 


代 到 第 一 个 方程 后 得 
ди _ 2 Ou 


д; Ох? 
应 用 分 离 变 量 法 可 以 求 得 (x, ғ): 
plx, В) = > „е sin Xs 
в=1 
AP с, п = 1, 2,，.*. 是 待定 常数 。 将 式 (12.8-26) 代 到 式 (12.8-25) 中 ， 
ди адш ld, (SP олт 
д: Bx 2 к в” 
同样 用 分 离 变 量 法 求解 式 (12.8-27), 得 到 


一 фСх›), 
2 


Z (97) = 2 2 
u(t, х) = Dibre "i 1 ) ма" х — слі sha? (27) 上 sin x 
n=1 


2=1 2а?п?л? 


(12.8-24) 


С12.8-25) 


(12.8-26) 


(12.8-27) 


С12.8-28) 


ЈА А ЕТА Йй R Е ГДЕ Н bas сп = 1, 2, +, 由 и(0, х) = ф(х) = 
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У) basin та, п = 1,2, 得 到 


п= 1 


1 
b, = 2) ф(х) sin T rdr, п= 1,2, :*-, (12.8-29) 
0 
再 由 «СТ, х) = 0 得 到 
= —а2( я у2 = 2 2 Бы 
u(T, x)=0 = > hae сүт sin 27 x 一 > Eal shar (27) Т. sin T д, 


i =1 1 921 2а°п?л? 
由 此 推 得 


Кан уш 2421226, 
2 (пт? р 

sha (z | Т 

得 到 ф(х, д 以 后 , 便 可 以 最 后 求 出 最 优 控制 EO, х): 


=а2(7= у?т 
е Е а?п?л?Ь„ (FEY пп 


йа = х. (12.8-31) 


a n = Ly Zy nera (12.8-30) 


с == 


Ё > = =h xt) = Жым У И АЕ“ 
(2, х) 2 ф(х, £) > Pe (ау р 
1 


这 是 开 环 分 布 最 优 控制 . 
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在 上 一 节 中 ,我 们 讨论 了 控制 为 时 间 的 连续 函数 ,并 且 是 在 没有 约束 情况 下 的 最 优 控 
制 问 题 。 但 在 工程 技术 中 , 经 常 遇 到 的 分 布 参数 系统 , 其 控制 并 不 总 是 连续 的 (比如 系统 
中 含有 继 电 元 件 时 )， 特别 是 由 于 技术 实现 上 的 限制 ,控制 通常 是 有 约束 的 。 例 如 第 12.2 
节 例 1 中 受 控 的 弹性 圆柱 体 , 控制 是 加 在 x == 0 处 的 外 力矩 ,这 个 力矩 由 于 电动 机 功率 
上 的 限制 其 大 小 也 要 受到 限制 ， 同样, 在 例 2 中 , 受 控 对 象 是 金属 板 , 控制 作用 是 在 一 端 
人 为 改变 的 温度 .这 个 温度 也 只 能 在 有 限 范 围 内 变化 . 对 这 类 控制 有 约束 的 问题 ， 上 一 
节 的 结论 不 能 应 用 .而且 由 于 控制 有 约束 ,古典 变 分 法 不 能 用 来 解决 这 类 问题 .比如 上 和 节 
的 式 C12.8-18) 中 ,由 于 控制 受到 约束 ,6F 就 不 能 任意 选取 ,因而 也 就 推 不 出 式 (12.8-197. 

对 于 控制 有 约束 的 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 问题 ， 近 年 来 有 大 量 的 研究 工作 5 зз?! 
在 这 一 节 里 ,主要 介绍 这 方面 的 基本 思想 和 方法 . 

首先 讨论 用 式 (12.3-9) 描 述 的 分 布 参数 系统 最 优 控制 问题 ， 设 系统 状态 方程 为 


200.5) ~ LCU, x), Falt, ху), 0, (12.9-1) 
t 


式 中 Ul, х) = (ut, х), и, X) >*t, „бт, х)) 是 系统 的 状态 向 量 。 对 固定 的 1， 
и (15 х) Є 9 i= 1, 2, =t, n, 9i 是 希 尔 伯 特 空间 ， 于 是 系统 的 状态 空间 9 = 9, х 
©, х +++ х Da 仍 是 希 尔 伯 特 空间 ; folt, ж) = Galt, х), 56, х), +, 0 х)) 是 系 
统 的 控制 向 量 , 它 满足 给 定 的 约束 条 件 ， 满足 约束 条 件 的 控制 向 量 的 全 体 , 叫 作 可 准 控制 
类 , 记 成 ZY([0, оо) х 0), 如 果 指 定 上 的 变化 区 间 为 [as а], М =] Е р 2 р р 
ЯС, л] X 2), LUC, х), folt, ж)) = (СОС, х), folt, ж)), +++, Lo CUC, х), 
folt, х))), ЫСШ(т, х), folt, х)), i = 1, 2, +, п ЖШ H X.Z (10, о) х 0) 映 到 
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5; 的 微分 算 子 。 整 个 系统 式 (12.9-1) 是 一 偏 微 分 方程 组 , 它 能 描述 相当 广泛 的 分 布 参数 
系统 式 (12.9-1) 的 边界 条 件 是 用 下 述 向 量 方程 给 定 的 : 

М(О(:, x), foolt, ж)) = 0, х € 00, (12.9-2) 
式 中 M= (Мь, М», +, Му), МКОС, х), Бобі, х'))„ і = 1, 2, +N 是 边界 条 
件 微分 算 子 , 它 依 实际 问题 的 物理 意义 而 确定 ; faoli, x) = Собе, ж), olx), 
folis х)) 是 边界 控制 向 量 ， 它 同样 满足 一 定 约束 条 件 ， 满 足 约束 条 件 的 边界 控制 的 全 
体 , 叫 作 可 准 边界 控制 类 , 记 成 .YC[0, оо) х 09). 当 指 定 г 的 变化 区 间 lo и ПЕ, Я 
准 边界 控制 类 记 成 И СГ в] х 00), 

系统 的 初始 条 件 是 - 
Uli, x)| =, = Ох), хє Q, (12.9-3) 
Ох) ©. 

为 了 今后 讨论 上 的 方便 ， 把 2 上 的 可 准 控 制 РС, х) 和 边界 09 上 的 可 准 控制 
РС, х) 的 全 体 记 成 .YC[0, со) х 0), 0 = 0000, 给 定 Баб,х)є.7,([0,со) х 
D), BRATOM 00 上 的 控制 都 已 给 定 。 当 指定 t 的 变化 区 间 Га, в] 后 , 这 个 可 准 
控制 类 记 成 АС, л] x 9). 

”加 在 控制 Вос, x) 上 的 约束 条 件 , 是 由 系统 的 实际 结构 和 技术 实现 上 的 限制 而 确定 
的 .例如 ,控制 量 的 幅 值 约束 ,可 以 写成 

50, x)|] < gi i= 1, 2, +3 Р, (12.9-4) 
8i 0， 它 可 以 是 常 值 ,也 可 以 是 :或 者 x 的 已 知 函 数 . | 

在 有 的 问题 中 ,对 控制 量 的 变化 速度 要 加 以 限制 ,例如 : 


PHD | An i= 1, 2, Sau (12.9-5) 
дї 
AE 4, > 0. 
在 一 般 情况 下 ,控制 约束 条 件 可 以 写成 
4; < 0,62, ж, ОС, х), folt, х)) < 0:51 == la 23 +++, ds (12.9-6) 


О; 是 ОС, х), fokt, x) WZA, 8:> а; 是 常数 ,也 可 以 是 或 者 x АЕ ЯАЖ. 例如 ， 
积分 不 等 式 约 来 
| |; 9:62, х, Об, х), folt, х)449 < gpi = 1,2, °*°.,1, (12.9-7) 


1 
-to 


8 是 已 知 第 数 。 在 这 种 约束 形式 中 ,不 仅 对 控制 fal:, х) 有 约束 , 而 且 对 系统 状态 ОС, 
х) 也 有 约束 . 

对 可 准 控制 类 .Yo([0, оо) х 9) 中 任意 控制 Габ, x)， 给 定 初始 条 件 和 边界 条 件 
以 后 ,我 们 总 假定 系统 存在 唯一 的 解 ,而 且 这 个 解 连续 依赖 于 初 值 ,也 就 是 说 , 初 值 的 微小 
变化 ,对 应 解 的 变化 也 很 小 . | 

系统 状态 狐 化 用 算 子 ФС, х, Ux), tos Ро, х)) 表示 , 即 系统 式 (12.9-12 和 边界 
条 件 式 (12.9-2), 在 给 定 初 值 Ux) 和 可 准 控制 АС, х) 后 , 系统 在 上 时刻 所 到 达 的 状 
Жж ЧС, х) = OC, х, О (х), tos Рб, х)), 今后 把 Ча, х) 写成 Он, х, Ux), 
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to)» Ufalt, х, U (х), to) = ФО, х, UC), tos Folt, х)). 如 果 系 统 式 (12.9-1) 是 线性 
系统 ， 且 工 是 9 中 强 连续 有 界 算 子 半 群 的 生成 算 子 ， 这 时 Ф 可 用 半 群 表示 出 来 ， 如 式 
《12.7-2) 的 形式 . 

在 有 控制 作用 БС, х) 的 情况 下 , 系统 运动 是 强迫 运动 , WR fal, х) = 0, ДЕ 


自由 运动 . НАЯ = 0, Ға = 0, ВО ЕСО, ж), t, ж) = 0, МИС, x)) = 0 时 


的 解 叫 作 系统 的 平衡 态 或 稳 态 ， 
系统 的 性 能 指标 , 可 用 一 个 泛 函 来 表示 


J= | gn, х Иб, x, UKE), 9040 


+ (“| аб» x Мы х ШС), в, Fa Ces юзай, (12.9-8) 
to 2 


右 端 第 一 项 代表 终端 4 时 的 指标 要 求 ， 第 二 项 代表 在 整个 [4, 4] 过 程 上 的 指标 要 求 . 
各 种 不 同 的 最 优 控制 问题 的 性 能 指标 常 能 表示 成 式 (12.9-8) 的 形式 。 

系统 的 终端 状态 ,可 以 是 自由 的 , 也 可 以 是 固定 的 。 在 后 一 种 情况 下 , CES hA 
个 子 集 , 用 9。 ЖЖ, 9.9, 9, ИН. 

现在 ,可 以 把 控制 有 约束 的 最 优 控制 问题 叙述 如 下 : 

对 系统 式 C12.9-1), 给 定 边界 条 件 式 (12.7-2) 和 初 值 U(x) 以 后 ,要 求 找 到 一 个 可 准 
控制 Falt, х) Е.» n] х 可 ,使 系统 从 Их) 出 发 的 运动 UysCtsxs Их), to) 
-在 立时 刻 到 达 目 标 集 9a 并 使 得 7 对 所 有 其 它 可 准 控 制 来 说 达到 极 小 值 (或 极 大 值 )， 这 
时 FoC, x) ERRER E m О" оС, х, ОС), w) 叫 作 最 优 轨 道 ， 如 果 最 优 控制 
ЁС, x》 存在 ,那么 这 是 一 种 开 环 控制 . 假如 我 们 还 能 找到 最 优 控制 Fol, х) 和 系统 状 
态 ЧС, x) 的 关系 , 即 Fal, х) = Е, x)), 这 时 最 优 控 制 是 系统 状态 的 反馈 ,因此 
是 闭环 最 优 控制 . 

以 上 是 分 布 参数 系统 最 优 控 制 的 一 般 提 法 , 当 给 定性 能 指标 的 具体 形式 后 ,就 可 描述 
各 种 特殊 形式 的 最 优 控 制 问题 . 

G) 最 速 控 制 。 给 定 系统 式 (12.9-1) 在 上 一 时 的 初 值 U(x) 和 系统 的 终端 什 
U(x) IERE 9: = {U(x)}) 以后， 要 求 找 到 一 个 可 准 控制 Fal x)， 使 系统 从 
U(x) 出 发 到 达 Us(x) 的 时 间 最 小 ,这 就 是 最 速 控制 ， 此 时 

кез "| 网 


Ј=1— 1, (12.99) 
(2) 最 优 终端 控制 ， 给 定 系统 式 (12.9-1) 在 һ XE Ux) MEIRE 9a л E 
定 ， 要 求 找到 一 个 可 准 控制 Fae, x)， 使 系统 从 ИС 出 发 在 和 时 刻 的 状态 Ual, 
х, Ux), һ) 和 9 的 距离 最 小 ， 这 就 是 最 优 终端 控制 ， 此 时 ， 一 0， 而 Í, 20а, х, 
ОС, х, Ох), и))49 被 距离 
000О+5(2, х, Ох), й)» 9а) 
о Оға, х, Ох), to) е, U(x) |220 (12.9-10) 


= _ юй _ 
FOES] XD) 


_ min min | 
82e.8oC[io,t]x5) Ua(x)eE Эа 
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所 代替 . 

(3) 最 小 能 量 问题 。 给 定 系 统 的 初 值 0С), t 固定 , 终端 状态 给 定 we(xz)， 要 求 
找到 一 个 可 准 控制 бб, x)， 使 系统 从 Ох) BRE а КА Ul) 并 使 消耗 的 
控制 能 量 最 小 .这 时 go 一 0, g 是 控制 fol, х) 的 非 负 函 数 , 且 不 依赖 于 Ое, х, 
U(x), 4)， 这 就 是 最 小 能 量 问题 ， 

以 上 这 些 问 题 ， 在 文献 [33] 中 最 先进 行 了 研究 , 那里 应 用 动态 规划 方法 , 得 到 了 最 
优 控 制 所 满足 的 偏 微分 -积分 方程 ， 这 个 方程 类 似 于 集中 参数 系统 的 哈密 顿 - 雅 各 比 
(Hamilton-Jacobi) 方程 。 由 它 可 以 求 出 最 优 控制 。 下 面 来 讨论 这 个 间 题 . 

给 定 系统 式 (12.9-1), 初始 条 件 和 边界 条 件 由 式 (12.9-37 和 (12.9-27 确 定 ， 但 假定 边 
界 条 件 中 обу, x) 一 0， 即 不 加 边界 控制 , 只 考虑 在 8 上 的 控制 , 因此， 可 准 控制 类 是 
Я С» л] х 2)， 系 统 性 能 指标 为 


J = | еба, =, Urali ж, UKE), 6040 


+ | |， АСА х, О, (2, х, Ох), to) Ё(2, х)) 4:49. (12.9-11) 


我 们 的 目的 是 找到 一 个 可 准 控制 ，fo(z, x) E .IY([zo, л] х 2)， 使 系统 式 〈12.9-1) 
在 时 刻 从 状态 UCx》 出 发 的 运动 为 Deo(z， х, UX), t), EREA (12.9-12》 
中 , 使 了 达到 极 小 (或 极 大 ) 值 了， 求 最 优 控制 fo(z, х) 的 实质 ,就 是 在 有 约束 条 件 下 , 求 
泛 函 式 (12.9-11) 的 极 值 问题 。 动 态 规划 方法 是 解决 这 类 问题 的 有 力 工 具 , 现 应 用 它 去 解 


决 上 述 最 优 控制 问题 ， 
引入 记号 
п‹О,(х), Т) == тіп 
ғоЄЯ(11,7,1х0) 


ш - ж || (л х, О, „бах, UCx), 1))40 
КОЕ (10 1,1х 0) о 


+ EL (fs х, Uroli, х, U(x), в) folt, x))dia0), (12.9-12) 


其 中 Т=л—/. 
应 用 动态 规划 最 优 原理 ,可 以 得 到 3 


oCUG, ж), Т) _ - СЧС, х), Т) |" 
ӨТ Е ЖОЛИ ИС, х) | EUes к), БОЕ, #)) 
+ (ьа Ча, x), folt, x)))a0. (12.9-13) 


这 是 一 个 偏 微分 -积分 方程 ,类 似 于 哈密 顿 - 雅 各 比方 程 , 它 的 初始 条 件 为 
ПШ, ж), 0) = | бл, ж, Оа, ж))40, (12.9-14) 


令 
= Би у (UU, x), T) ... ПО, х), Т) 
р = (р Ро» `*°› Pas Раа) \ an Е a 1 | 


9 == (4, 422 ``» fns n41) = CEss Lis ©" “s Ly (Е, х; ОС, х), foli, х))). 


> 
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于 是 式 (12.9-13) 的 右 端 可 以 写成 


eCUGz, ж), Т) |" н z 
|| кез, | LCU, x), Fult, х) + аб х, UG, х), folts х))} 40 


n+l 


Е арэ ра | йй, 
设 


в+1 


НСО, р, fo, 1) = AP ра | 40, (12.9-15) 


НСО, p, fot) 叫 作 哈密 顿 量 , 而 Ho = >, ра; 叫 作 哈 密 顿 密度 . р 叫 作协 态 变量 。 因 


此 ,最 优 控 制 FoC, х) 是 使 哈密 顿 量 太 达到 极 小 的 可 准 控制 。 记 
НСО, P> р = тіп НСО, Р. fo, t), 
F g €F (014,41х0) 
于 是 方程 (12.9-13) 变 成 
ЭПО. x), Т) _ £ 
К ани НСО, р, г). 


初始 条 件 是 式 (12.9-14). 
系统 最 优 轨道 是 下 述 哈 密 顿 典型 方程 的 解 : 
Эа, ж) _ ФНО, р. у. 


д; Ра, х) 
Oplz, х) _ ÅU, р. +) (12.9-16) 
д: Ui, х) ° ги 


方程 组 的 初始 条 件 为 
О, х) Е Ux), 
至 于 终端 条 件 , 如 果 UG, х) AE pP х) 是 自由 的 ,如 果 ОС, х) 是 自由 的 , 那 


А рб, х) 为 | j | | 
мма ЖЕ С жынын Л 

于 是 解 方 程 组 (12.9-16) 的 问题 ,就 变 成 了 两 点 边 值 问题 . 

综合 上 述 , 要 求 出 系统 式 (12.9-1),(12.9-12) 的 最 优 控 制 FoC, >x), 首 先 要 作 哈 密 顿 
量 НСО, р, fos г), ЖЕ, 求 出 使 日 达到 极 小 的 控制 fo Е О, р, + WAG fo = 
FCU, р, г) 将 Кано ИСИ, р, г), 最 后 解 式 (12.9-16) 的 两 点 边 值 问题 ,得 
到 系统 最 优 轨道 _ UC:, х) 和 协 态 变量 ра, х), В О, р RE Ё 中 ， 就 得 到 了 所 要 
求 的 最 优 控制 ， 

作为 一 个 例子 ， 下 面 求 线性 常 系数 系统 最 小 能 量 问题 的 最 优 控制 。 系 统 状态 方程 为 


кын x) В, ААС, (12.9-17) 
U 一 Cus Из °°°› и„)› fo (р, semg э» L ж п Хп 阶 和 矩阵 线性 微分 算 子 , 刀 是 пх т 


阶 常 值 矩 阵 . 
系统 的 初始 条 件 为 
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Ult, х)\ = Шох), (12.9-18) 
О(г, ж) |, = 0, (12.919) 

性 能 指标 为 
j= PE fifodidQ. (12.9-20) 


要 求 找到 一 个 可 准 控 制 FoG, x), EARR (12.9-17) 从 О) 出 发 在 a 时 刻 到 达 原 
点 而 消耗 的 控制 能 量 最 小 . 
应 用 前 述 的 结果 ,注意 到 这 里 р 一 0，g = ff5fo， 因 此 相应 于 方程 (12.9-13), 有 


Әп, x), T) _ этү Н 
> С) 20 + ЭР +) 40, (129-21) 
由 于 fo 没有 任何 约束 , 故 使 式 (12.9-21) 取 极 小 的 fo 为 
1 nôl 
fo=— De, 
ч 2 ðU 
由 此 
s _ {Jany ipp ôl 1 [8N ppr (oT 
a Fleet [zv ea A ШУ Е an (D) an 
ац она 2 
(т) [Lu рр (21) 40, (12.9-22) 
令 
== II = 
P 50 (р P25 ›Р У. 
9 = LU = (4, 42. `` qu). 
АНА hA 
ӨЫ, 00. ГОС, х) 一 4 DD'p(1, х), 
Oz 2 
Эро ж) 一 —1*р(:, х), (12.9-23) 


АН L* 是 工 的 伴随 算 子 . 
假定 工 是 $ 中 有 界 算 子 半 群 Те) 的 生成 算 子 , 则 式 (12.9-23) 第 一 个 方程 的 解 是 
Uli, х) = THU Lx) — = | TC: — s)DD'pCs, x)ds; 
第 二 个 方程 的 解 为 
pli, х) = Т*(роСх), 
这 里 р(х) 是 РС, х) 的 待 求 初 值 . 
ЕК ОС, х) 的 表达 式 中 ,就 有 


Uli, х) 一 人 GCCz) 一 去 | TQ — DDD Т*(5)р,( х)ав 


= Т()0(х) 一 a | T(t — s)DD'T*(s)dsp x), 


434 第 十 二 章 “分 布 参数 控制 系统 ， 


再 利用 终端 条 件 Оа, x) 一 0， 又 有 
2740, = | Tn — sDD'T*C арх), 


$ s= |" TC — ODDT* Ods, ЭМЕ SARMA 


PoCx) = 25T (4U, Cx). 
这 样 , 协 态 变量 就 为 
PCt, х) = 2T* (STC )U x). 
将 它 代 到 最 优 控制 表达 式 中 , 便 得 到 - 
Во 一 一 DIT#(C)S-ITCnDCLANCx)， (12.9-24) 

这 是 闭环 最 优 控制 ， 

以 上 我 们 讨论 了 用 偏 微分 方程 描述 的 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 问题 .在 有 些 情 况 
下 ,分 布 参数 系统 可 以 用 积分 方程 或 积分 方程 组 来 描述 , 它 对 讨论 系统 的 最 优 控 制 问 题 有 
时 比较 方便 .而且 这 种 描述 方式 还 有 一 个 好 处 ， 就 是 系统 的 边界 条 件 已 包含 在 积分 方程 
的 表达 式 中 。 

一 般 来 说 ,一 个 高 阶 方程 或 偏 微 分 方程 组 描述 的 分 布 参 数 系统 ,如 果 能 求 出 它 的 格林 
冰 数 ,就 都 可 化 成 积分 方程 或 方程 组 的 形式 ， 

在 一 般 情 况 下 ,用 积分 方程 组 描述 的 分 布 参数 系统 ,可 以 表达 为 


ОС, х) = | Ко, los X, х’, Ux Da 
+ EE Кг, х, x, О(г, х), О, х Ndr dR, (12.9-25) 
式 中 К,, К E n ГЕРА, U= Cuis Us `` un)» fs = (№, =» fa) 分 别 是 系统 
的 状态 向 量 和 控制 向 量 。Ko 应 具有 如 下 性 质 : 
| Кх, los X3 x, Ux dL = U(x), 
U(x) 是 系统 的 初 值 ， 下 面 将 假定 ，Ko, 大， 是 定义 在 [th] х 0 上 的 平方 可 积 函 数 ， 
且 相 对 于 о, х) 的 分 量 Uis i= 15: 2, +++, 有 连续 一 阶 偏 导数 . 不 失 一 般 性 ， 还 假 


定 Ох) = 0, 
系统 式 (12.9-25) 的 约束 条 件 是 


ECU, х), Falt, х))| = 0,1 = 1, 2, +, №, (12.9-26) 
这 里 之 ; ZA mt 为 向 量 
= м 207, х', О(г, х), #50, xdr dR, (12.9-27) 


2 是 向 量 , ж = (а, 22, ---, 21)， 这 里 假定 Z: ЕС М z: 对 以 都 有 一 阶 连续 偏 导数 .这 
种 类 型 的 约束 条 件 , 不 仅 对 控制 Р 有 约束 ,而 且 对 系统 状态 U 也 有 约束 。 满 足 约束 条 件 
式 (12.9-26) 和 《12.9-27) 的 可 准 控 制 类 记 成 Са, А] х д), 

设 系 统 性 能 指标 有 下 列 形式 : = 


J= м лт, х, (г, ж), folt, х))4:10, (12.928) 
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系统 式 (12.9-25) 的 最 优 控制 问题 ,就 是 要 求 找到 一 可 准 控制 户 (*,x)e ALloh] х 0), 
它 以 及 由 它 决定 的 系统 状态 ÜG, x) 满足 条 件 式 (12.9-26), 并 使 性 能 指标 式 (12.9-28) 
KARUME. Fas x) 就 是 系统 的 最 优 控制 . 

下 述 事实 给 出 了 这 个 问题 最 优 控制 存在 的 必要 条 件 ， 如 果 йо 是 最 优 控 制 ， 那 么 一 
定 存在 一 非 零 向 量 с = (с. cj。 cr :…，cw), co 一 一 1， 使 得 对 一 切 (2, x) E [№] X 
D, fa 使 下 列 函 数 НС, x, fo) 相对 一 切 В, x) E (в, А] х 9) 达到 极 大 值 : 

H(t, х, Ё) 一 cogilt, х, Ча, х), folt, х)) 

+ со ||, бас", Ш кг (Кс, х", х), #(1,х)) 


КЕ | MCE’ x” ,t,x KC ,x ,ts x, UCt, х), Ева, x) Jdr dQ | dt” dQ” 
„4/9 


1 
Ж | | ОИ я оргак 0) [Kert Us) Fae) 
taJ 2 


MO x sx KO x UCE) Fadda | 4740” hs (12.9-29) 


НС, х, fa) == Р нс, х, Ё), (12.930) 


зир 
ВЕ, IXE 


НЕЕ MO”, x”, г, х) 满足 如 下 积分 方程 : 


M(1” xi сы | M(t” x" t,x) OKC: x,t s% „ОС: х >. а „Хх у) 2:10 
10 2 ðU 
二 OK м Ром, О(г, х), Fa ,Xx )) (12.9-31) 


oU 
这 个 事实 类 似 于 集中 参数 系统 的 极 大 值 原 理 ， 所 以 也 岂 分 布 参 数 系统 的 极 大 值 原理 ， 
НЦ, ж, Ёо) ПЕРА, 
我 们 现在 应 用 上 面 建立 的 关系 式 来 讨论 圆柱 扭转 运动 的 最 优 控制 ， 利 用 格林 函数 ， 
解 出 


r(t, x) = ү Е (а, х, T, EJulr)drdë, (12.9-32) 


设 贺 柱 体 两 端 是 自由 的 ,初始 条 件 为 零 , 在 x 一 0 一 端 加 控制 и. 
假定 控制 量 是 分 段 连 续 沙 数 , 且 受 到 |u(z)| <1 的 约束 。 又 设 性 能 指标 为 


абд] == Геб а шө» (12.9-33) 


式 中 ro 是 常数 

要 求 找到 可 准 控 制 x(z) ， 使 圆柱 体 在 零 初 始 条 件 下 和 给 定时 间 开 内 ,到达 某 一 状态 
和 7 的 均 方差 最 小 ， 为 了 应 用 上 面 的 极 大 值 原理 ,把 性 能 指标 改写 为 
= № Pt И ом (12.9-34) 


1 
0 
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AH 5(z) 是 狄 拉克 函数 . 
因为 式 (12.9-32) 中 Ke, х.т, =) PERAR 2 (Е х), 根据 式 (12.9-31)， М Ct, 
хут, Е) = 0, [15.(12.9-29 49 АРА А] 


H(t, х,и) = — \ | 2(1(Е, x) — roe — ТКС, x, t, х)и(2) 147 ах! 
+ 56,0) — в — T} 


一 一 О, | рии ва С) тә} 
= — асо || гест, КО ах нь) арат) }. 
按 式 (12.9-31), 最 优 控制 应 使 上 式 达 到 极 大 值 , 于 是 
ult) = sn { 一 | СТ, x£) — ro] KCT — t, zar}, (12.9-35) 
但 ‚СТ, х) 又 可 表示 成 
а = [кат ,ed 
代 到 式 (12.9-35) 中 ， 
sj == йн | = [| жт с, — H ] кт МЕРЯ ах). 
最 后 , 令 | 
к(:) = | K(T — t, x )dxr’, 
5(т D = | KCT — т, КОТ — ых, 
得 到 
аб) зн | „ЕС | 507, Dular}, (12.9-36) 


这 就 是 最 优 控制 应 满足 的 积分 方程 , 解 出 并 2 便 是 系统 最 优 控制 ， 它 是 一 个 边界 最 优 控 
制 问题 .一般 来 说 ,分 布 参数 极 大 值 原 理 , 可 以 用 来 解决 边界 最 优 控制 问题 。 这 是 与 前 面 
叙述 的 动态 规划 方法 所 不 同 的 ， 
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在 这 一 节 里 ,我 们 讨论 一 类 用 积分 方程 描述 的 分 布 参数 系统 的 最 速 控制 问题 ,应 用 矩 
量 法 给 出 最 速 控制 应 满足 的 必要 条 件 , 这 种 方法 有 可 能 用 近似 方法 求 出 最 速 控制 ,这 样 得 
到 的 最 速 控制 ,虽然 不 是 最 优 的 ,但 接近 最 优 , 所 以 把 它 叫 作 次 最 优 控制 ,而 次 最 优 控制 在 
工程 上 往往 容易 实现 ， 

给 定 一 维 分 布 参数 系统 


ны з= |" К-т, иг, (1210-1) 
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уса, х) 是 系统 在 时刻 的 状态 。u(z) ЕЖЕ, КС, х) 是 积分 方程 的 核 ， 它 是 
平方 可 积 函 数 ， 

我 们 假定 控制 x(z) 是 分 段 连续 函数 ,具有 幅 值 约束 

[zaC)| а, (12.10-2) 

满足 这 个 要 求 的 控制 就 是 可 准 控制 类 С. 再 假定 系统 初 值 为 零 ， 终 端 状 态 是 预先 给 定 的 
›*(=). 所 谓 最 速 控制 问题 ,就 是 找到 可 准 控制 a E С, 使 系统 式 (12.10-1) 从 零 状 态 出 
发 到 达 状 态 y*(x) БИН] л ЖЛ. 

这 个 问题 可 以 转化 成 矩 量 问题 .事实 上 , 由 第 二 章 所 讲 过 的 2, 空间 性 质 , 我 们 在 实 
希 尔 伯 特 空间 Lah, 可 以 选择 一 组 归 范 直 交 基 p:e) є La 11, 2，*"“， 把 平方 可 积 
函数 y*(x) 和 КСЕ, х) 依 这 组 基 展 开 : 


Kt, х) = ВУ 8:(:)ф:(х), 


о 


у* (к) = 2 cipi(%), 


= 1 


这 两 个 级 数 依 工 ; 空间 范 数 收敛 。 把 这 两 个 级 数 代 到 方程 (12.10-1) 中 , 便 得 到 
РЎ еар ба) = 5 фи) | (л — Фиат. 


由 于 (Ф) 是 基 , 因 此 有 
а (“ш — alr)drs i= 1, 25 ee (12.10-3) 


由 于 у(х), Ка, х) 都 是 已 知 函数 , Ж с со 1, 2, --- 都 是 已 知 的 . 这 样 , 寻求 
最 速 控制 Сг) 的 问题 ， 就 恋 成 了 寻求 函数 ul), lu] 三 a， 使 式 (12.10-3) 无 穷 多 个 
等 式 成 立 , 且 ал. 
.为 了 应 用 和 插 量 法 解决 最 速 控制 问题 ， 我 们 先 简 单 介绍 一 ш лаа 
П. 各 种 矩 量 问 题 的 详细 讨论 ,可 参 基 有关 文献 [36]. 
设 [0, Т] 是 实 轴 上 的 有 限 区 间 , E 是 定义 在 [0, T] 上 可 测 并 可 积 的 函数 全 体 所 组 
成 的 集合 。 对 互 中 任 一 函数 x(z)， 定 义 范 数 
lel (Со а, (1210-4) 
容易 验证 ,是 一 线性 赋 范 空间 . E 上 的 每 一 线性 泛 函 F) 都 有 如 下 表述 式 : 
{у = | они, вов в (12.10-5) 
f(z) 是 [0，7] 上 的 可 测 函 数 ， 并 且 在 [0, Т] ÆRA. 定义 F(x) 的 范 数 为 
ПЕ Ск) | = Vrai par HOIR (12.10-6) 


符号 Vrai тах 称 为 真性 最 大 值 , 它 是 指 在 10, Т] 上 除去 零 测 集 外 使 (е) 为 有 界 函 数 所 
达到 的 最 大 值 . 
ЕФЕ п “ЫД G), i = 1, 2, ttn, MEZERA, 是 指 如 果 对 任意 一 


组 不 完全 为 零 的 数 Eis 21,2, "+... Йй» 使 线性 组 合 >! ЛО) 在 [0， Т] 中 的 任何 
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测度 大 于 零 的 子 集 上 都 不 为 零 . 
WRAAE ER n 个 完全 独立 的 函数 rl), i 1, 2，……，2， 同 时 给 定常 数 co， с 


эз» е а(в>о, > d> 0)， 要 求 找到 形 如 式 《12.10-5) ИУ Р СЕНЯ 1) 
满足 | || 一 a。。 并 使 如 下 # 个 等 式 成 立 : 
Е(х;) 一 сода = c;, i=1,2,.".,7, (12.10-7) 
这 就 是 典范 空间 瑟 中 的 矩 量 问题 . 
在 讨论 矩 量 问题 的 同时 ,还 考虑 如 下 的 极 值 问题 , 即 在 > Eea =1 BREF, RE 


积分 
达到 极 小 的 点 5;, i = 1, 2, +++, п, 记 这 时 的 极 小 什 为 А„› 
„= min | Ку Ех | dt, (12.10-8) 


上 述 矩 量 问题 和 式 (12.10-8) 的 极 值 问题 有 密切 关系 ,在 文献 [36] 中 指出 ,和 矩 量 问题 有 解 
的 必要 充分 条 件 是 л> 2, ENY m= kj, o EZR F ORIO ERDA 
一 解 ,这 个 解 O 由 下 式 给 出 : 

Ко = «с sign ЁЗ Bila) | (12.10-9) 


式 中 Е;, = 1,2, +++. т 是 使 式 С12.10-8) 取 极 小 的 6 一 1，2，。… 7 È. 关于 式 
《12.10-8) 的 极 值 问题 ,还 有 以 下 性 质 : 


EEEE S y М 
(54) E 
4，M 是 两 个 正 数 . 


(2) 当 m>n if, dn Sha. 

(3) 当 了 给 定时 ,把 Л, 看 成 c 1,2, 555, п WARG А, = aCei с tty cn) 
Ж с; ЧА. 

下 面 我 们 应 用 和 矩 量 问题 的 这 些 基 本 事实 ,来 讨论 上 边 提 到 的 最 速 控制 问题 . 

设 函 数组 в), 一 1, 2，… 中 每 个 函数 gi(z) 在 区 间 [0,co) 是 可 测 函 数 ,并 是 
可 积 的 .假定 其 中 任意 个 函数 是 完全 独立 的 ,也 就 是 说 对 任意 一 组 不 完全 为 零 的 数 E 


i 一 1，2，'…，2， 使 线性 组 合 > $i8:(+) 在 区 间 [0,%) 任 意 测度 不 为 零 的 子 集 上 都 不 


为 零 , 我 们 把 这 个 条 件 叫 作 非 暗 化 条 件 ， 
现在 要 寻找 a), 19001 «а, & 
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T 
| gi(t)u(t)dt 一 ci i 1, 2, ++, п, 
0 


并 使 了 为 最 小 ， 
根据 上 面 说 过 的 矩 量 问题 的 性 质 ,为 了 解决 这 个 问题 , 在 给 定 终端 时 刻 工 后 , 可 先 求 
HRE ， 


|>, ЕСТ — т) |а4т = АСТ), (12.10-10) 


Fel 

然后 按 式 (12.10-9) 求 出 ибо). 
我 们 总 假定 存在 一 个 7* 使 得 (7*) >L, BURRE и) 就 不 存在 了 .由 
式 (12.10-10) 和 系统 非 赔 化 条 件 , 不 难 验证 函数 4,《T) 是 了 的 单调 递增 函数 ,同时 ,由 于 
(0) = 0, ACT®) 2 2, 过 7* < oo， 则 必 存 在 一 个 名， 使 АС) 一 二 .显然 ， 


在 一 切 使 等 式 [aOd 一 eo i=l, 2，:… ,成立 的 工 中 , 名 是 最 小 的 . 按 上 面 
矩 量 问题 的 性 质 ,这 时 必 存 在 唯一 解 
> ЕЕС, — 2], (12.10-11) 


и. (t) = а - sing 
式 中 如 是 极 值 问题 : 


dt АР) = (12.10-12) 


п —{ 
рн “Ж. '|> ЕСТ, — г) 
的 极 值 点 ， 
可 以 证 明 , 由 式 (12.10-11) 给 出 的 и,(2), М п ә со Ff, uC) 的 极限 260) FE, 
В. |2@)| 三 a，zz(z) 便 是 系统 式 (12.10-1) 的 最 速 控制 下, 由 于 ws(z) 是 ale) Вт ЗЕ 
HERE 2 可 以 得 到 足够 的 准确 性 ,这 一 点 对 工程 来 说 是 有 重要 意义 的 。 但 是 ,用 
ЖЕЖ л 阶 有 逼近 毕竟 不 是 真正 的 最 优 控制 al), MUE u) 叫做 系统 的 次 最 优 
控制 。 


根据 1。， 的 性 质 和 条 件 >, c < оо, ЭДЖ, ВЕКА, СТ) 是 一 单调 下 降 有 界 序 
列 ,因此 必 有 极限 存在 ，XC7T) = Бъд, СТ), АСТ) јато, FEDE 
зету Е 
[04 


必 有 唯一 解 7 一 他， 它 就 是 系统 在 最 速 控制 200) FAF. BEAZ у* (х) 的 最 短 时 
[н]. | 

以 下 是 在 带 有 自动 寻 优 器 的 计算 装置 中 ， 实 现 最 速 控制 的 方案 。 这 个 方案 的 程序 如 
下 : 令 


(ту = | | У} ввкт — D |d, (12.10-13) 
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首先 任 取 一 满足 条 件 
CE, с) = 5 Ес; к= 1, (12.10-14) 


ё == С, БТ ., T C 一 Ceis C23 °° "3 Cn) 的 Š. 按 式 (12.10-137) 计 算出 函数 Ps CT). 
е 当 工 增 大 时 ,水 数 ps СТ) сл ni 并 存在 Т*, 使 


CT) > 一 .我 们 计算 ЕСТ), НЗ] о (То) 一 一 为 止 ,这 时 记 下 То 值 ,并 由 寻 优 
器 求 出 函数 К ER ($, с) 二 1 下 的 极 值 点 E. 由 于 


p(T.) = тіп posC7To) < о СТ) = t 
(€,c)=! а 


ВЮ, E f Eo EII ARR ps《T)， 并 重复 上 述 程序 。 这 种 过 程 一 直 进 行 到 第 :个 
循环 ,使 得 


[встр 一 工 | 一 s， 
位 


或 
|[Т,— Tl < е (12.10-15) 

为 止 。 是 事先 给 定 的 正 数 ， 这 时 &, 便 是 式 (12.10-12) 的 极 值 点 , Т. 便 是 最 短 的 过 渡 时 
ГАЈ. 

每 个 循环 中 ,寻求 极 值 

И. p(T) 

的 方法 是 很 多 的 , 比如 梯度 法 , 最 速 下 降 法 .或 者 两 种 方法 的 结合 等 。 详 细 的 讨论 可 参看 
第 二 章 。 

作为 例子 ， 将 和 矩 量 法 应 用 到 弹性 圆柱 体 的 最 速 控制 。 设 系统 状态 方程 是 由 积分 方程 
描述 的 : 

r(t, х) 一 | БЕ “буга ру = >. 26 соз 97 х . Sin 一 ә] и(т)ат. (12.10-16) 


系统 初 值 为 零 ,终端 状态 为 给 定 的 r*(x)。 求 由 零 状态 到 r*(x) 的 最 速 控 制 Сг), Ph 
应 满足 lul << о WAR. 
由 第 12.2 布 知道 ,圆柱 体 扭转 振动 的 固有 振 型 为 
Pox) =], ф(х) == cos = хоп = l; 25 tte 


它 构 成 Li 空间 的 一 ЛЕ, АЗ FERIA К ЕПА ХИ ЕЕ 


2 
KG, ху = — © а а гк. 
п= 1 п 
2 
这 里 ， ана ба galt) = — “яв к= п == 1,2,3,+++, 终端 状态 r*(x) 在 这 组 
пл 


基 上 的 级 数 展开 为 
r*(x) = ca + > VACI 
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式 中 
1 
= |а, 
cn 一 | r* Œ) cos™ хах, п == 1,2, ... 
因此 ,最 速 控制 问题 就 转化 为 求 控制 u 10091 < а, ЕАО: 
са = |, eT = Ddr = EE (Т — иб), 


°+ +» э з э э ез э ө ө а э ө э э э ee э» ө ө «= з э ө э э ө ө ө ө 


= | тв in EE Т — риска, 
пт 0 1 
п= 1,2, -· 
且 工 取 极 小 信 的 问题 ， 


应 用 和 矩 量 法 ， 寻 找 次 最 优 控 制 ， 就 是 找到 x(z),，|x(D)| «а, 使 下 述 有 限 个 等 式 成 
立 : 


a (T 
a=- 2 | (Т — т)и(т)4т, 
0 
2а (7 пла 22 
са == — 25 | sin E (Т — т)н(т)ат, п== 1,2, P 
пт Jo L 


并 使 了 工 达到 极 小 。 上 式 内 ”是 一 正 整数 .假设 式 (12.10-16) ЕЗЕВМЕНУ, 应 用 前 面 的 讨 
论 ,必须 求 下 述 极 值 问 题 的 解 : 


и 5) аон Зака о) 


00+ > Ее 
== СТ) == 二， 
得 到 极 值 点 E= (Е, Е, ---, Е,) 以 后 ,最 速 控制 的 p 十 1 阶 就 近似 为 


п = айн {& (= 2), = з A з f sin ба СР, — 2)}, 


AH Ê, ATR ME. 4 р—> co В, upale) E a жй мна ЖЕ Р+1 
阶 近似 下 ,求解 E= Co Ëo Ё, ---, Е) ЯП Т, 可 容易 地 由 计算 机 来 实现 ， 

在 第 12.5 节 中 , 我 们 曾 谈 到 过 对 分 布 参数 对 象 的 有 穷 维 逼 近 问 题 .在 实际 问题 中 实 
现 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 ， 这 种 逼近 方法 对 处 理 具体 技术 问题 具有 实际 意义 。 上 面 讨 
论 的 和 矩 量 法 也 是 一 种 有 穷 维 逼近 的 方法 ， 例 如 ,一 个 受 控 的 弹性 体 , 有 无 穷 多 个 固有 振动 
频率 和 振 型 ， 当 控制 器 是 由 常 微分 方程 描述 时 ,整个 系统 的 通 频带 是 有 限 的 ,只 能 有 有 限 
个 固有 频率 (固有 振 型 ) 位 于 通 频 带 内 ,其 它 高 阶 振 型 将 被 滤 掉 ， 在 这 种 情况 下 ,用 有 穷 维 
运动 去 逼近 无 穷 维 运 动 是 有 足够 准确 度 的 .经 有 穷 维 通 近 后 ， 整 个 系统 成 为 集中 参数 系 
统 , 再 应 用 集中 参数 系统 的 最 优 控制 理 ; 人 解决 最 优 控制 问题 ， 从 这 个 意义 上 讲 , 用 有 穷 维 
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逼近 得 到 的 最 优 控制 叫 作 次 最 优 控制 .在 文献 [32,35] 中 研究 的 数值 方法 ， 为 分 布 参数 
系统 的 有 穷 维 逼近 提供 了 有 力 的 理论 根据 , 


1211 等 离子 体 约 东 的 控制 问题 


在 热 核 受 控 聚 变 反 应 中 ， 等 离子 体 的 约束 是 一 个 核心 问题 。 目 前 普遍 采用 的 是 磁 约 
束 ， 托 卡 马克 就 是 这 样 一 种 装置 下面 仅 就 托 卡 马克 装置 中 与 等 离子 体 约 束 有 关 的 最 优 
控制 问题 5 作 一 简单 介绍 。 

托 卡 马克 装置 的 简单 原理 如 图 
12.11-1 тт. 当 变 压 器 初级 线圈 通 以 
电流 时 ， 在 真空 室内 的 等 离子 体感 应 产 
生 一 环 电流 《相当 变压器 的 次 级 线圈 ). 
它 产生 的 “欧姆 热 ” 把 等 离子 体 加 热 到 高 
温 。 同 时， 产生 的 磁场 约束 等 离子 体 . 
通过 真空 室外 部 的 环形 线圈 产生 环 向 磁 
场 ， 用 以 把 等 离子 体 约束 在 一 个 轮 环 形 
的 磁 瓶 中 。 这 两 个 磁场 合成 的 结果 ， 形 
成 一 个 螺旋 磁场 昌 使 等 离子 体 处 于 平 稀 


假定 等 离子 体 和 导电 壳 是 轮 环形 的 瓶 , 围绕 = НХ. 它 的 截面 如 图 12.11-2 所 示 ， 
处 在 平衡 状态 的 等 离子 体 , 其 截面 为 8,， 边 界 为 Tp 
真空 部 分 是 2,， 导 电 壳 的 截面 为 2 一 2,UTU2,， 
О 的 边界 为 Т. 

如 果 等 离子 体 特性 和 各 种 参数 都 已 给 定 ， 这 时 磁 
УВ 在 边界 Г, 上 的 值 是 确定 的 ,用 В, 表示 , 它 是 已 
知 的 .在 平衡 状态 下 , В, 正切 于 T,。 迈 赛 尔 (Mercier) 
BEE ©, 内 装 有 导体 并 通 以 密度 为 的 电流 , Е 
在 真空 室内 产生 一 磁场 ,并 使 整个 磁场 В 满足 使 等 离 
子 体 处 于 平衡 状态 的 边界 条 件 Blr, 一 B,.。 问题 是 
如 何 选择 所 加 的 电流 J， 使 等 离子 体 的 平衡 状态 具有 


图 12.11-2- 

预定 的 外 形 ， 同 时 又 能 使 所 消耗 的 能 量 景 小 ， 比 如 使 
整个 电流 

| 1а, 

9, 
或 者 使 整个 能 量 

| 1а 

о, 


达到 最 小 ， 在 文献 [14] 中 ,把 这 个 问题 化 成 了 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 问题 
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电流 密度 У 和 磁场 强度 В 满足 麦克 斯 韦 方 程 : 
гог В = uJ, 
фу В = 0, 
其 中 го, div 分 别 是 向 量 的 旋 度 和 散 度 ，p 是 常数 ， 
在 柱 面 坐标 系 内 ，B 可 表示 成 ( 见 图 12.11-3) 
В = В,е, + В.е, + В,е,. 
由 于 轮 环 相对 > ih E R RA Bos Bos В, 不 依赖 于 
Ф, H Bs 二 const， 因 此 式 (12.11~2) 变 为 


(12.11-1) 
(12.11-2) 


д 到 
тэ, В, )+ Bm0. (121-3) 
这 说 明 , 存 在 一 个 定义 在 О, 上 的 势 函数 uCoz), 使 得 
В = 1 ди 
й о др 
1 ди 
г Be (12.11-4) 图 12.11-3 


对 我 们 有 意义 的 是 电流 的 径 向 分 量 , 故 假定 


J= Jo, #)е„. 
将 式 (12.11-1) 投 影 到 е, 轴 后 , 便 得 到 主要 方程 : 
ол РГ 23 = gl 
Ox Op дын 


考虑 到 式 (12.11-4), 便 有 


_1 ди ` 1 ди _ 
А дв) аат н 
当 等 离子 体 处 在 平衡 状态 时 ,不 难 推 得 "其 边界 条 件 为 ， 
ит, 一 0， 
zlr 一 7， 
Luj |в,|, 
о Ov irp 


其 中 > Г, 或 工 的 单位 外 法 线 ,|B。| В, 的 模 长 , 7 是 未 知 常数 , 令 


则 有 
| A Па 0, 
Гр о дъ 

D 是 事先 给 定 的 常 值 ， 


现在 定义 希 尔 伯 特 空间 (一 阶 索 小 列 夫 空 м 


PC2,) =| иЄ [.2(9,), ВЕ, z € 10,) | 
до Oz 


其 内 积 定义 为 
ди 


(12.11-5) 


(12.11-6) 


(1211-7) 


(12.11-8) 
(12.11-97) 


(12.11-10) 


р=| \В„| di, 
Гр 


(12.11-11) 


ди 


9 д 
(и, vuon = (и, vL коо + (28. ey + (2°, 5. 


е 
Z l Lly) 
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在 HO) 中 取 那 些 凡 在 Г, 上 为 零 而 在 了 上 为 常数 的 元 所 构成 的 集合 了 ， 在 其 中 定义 
新 的 内 积 


ди до Ou ди | 2012 
= 十 һ Я 
б, Ы м Е др дг дз о 


容易 验证 , Г 也 是 希 尔 伯 特 空间 ， 取 7 中 的 元 C, СОГ) 表示 G 在 T 上 的 值 , 文献 [14] 中 
指出 ,方程 (12.11-7) 一 (12.11-112 有 解 的 必要 充分 条 件 是 * 满足 如 下 方程 : 


Кы ЕТИ |, JCG — 6(Гу)аойг + DGT), YG Є У. (12.11-12) 


而 且 , 对 每 一 个 JELC.) 都 存在 唯一 的 一 个 uey 满足 方程 (12.11-12). 
方程 〈12.11-12) 是 一 分 布 参数 系统 ，J ERE, u 是 系统 状态， 了 是 状态 空间 ， 
г.00,) 是 控制 空间 , 
系统 的 性 能 指标 为 | 
ІСЈ) = | Љарӣг. (12.11-13) 


对 系统 状态 的 约束 是 式 (12.11-10). 
于 是 ， 最 优 控制 问题 为 寻找 一 个 分 布 电流 ЛЄ L208,)， 它 使 系统 状态 满足 约束 条 件 
式 (12.11-10) 并 使 消耗 的 能 量 式 (12.11-13) 达 到 极 小 . 
文献 [14] 中 证 明 , 这 个 最 优 控制 了 和 最 优 状 态 = uCj) 存在 而 且 是 唯一 的 . 
对 于 控制 了 也 可 以 加 各 种 约束 ,比如 ,整个 电流 
т Уво4; = 0, 


或 者 在 某 个 面积 上 (例如 放置 测量 装置 的 地 方 ) 电 流 为 零 。 如 果 在 真空 部 分 的 某 些 点 上 加 
电流 (点 源 》 


к 
Ј == >, JLo a 2.)6(2 =: = Za). 


这 里 Coas Za) 是“ 线圈 的 坐标 , X 是 线圈 的 个 数 ， 这 就 是 点 控制 的 情 次 . 

在 文献 [14] 中 对 上 述 最 优 控制 问题 ,还 给 出 了 数值 解 ,得 到 了 许多 有 趣 的 结论 .当然 
真 要 实施 这 种 控制 还 有 许多 待 研究 的 复杂 性 ,如 由 于 小 等 微 秒 级 的 时 间 特 征 数 的 限制 , 必 
须 把 控制 信号 的 传递 时 间 也 计算 在 内 . 


12.12 WF PeR TE a] 


在 惯性 导航 系统 中 ,要 求 陀螺 有 很 高 的 指向 精度 , 对 其 漂移 率 有 严格 的 限制 ,精度 的 
进一步 提高 ,不 仅 要 靠 机 械 加 工 方面 的 努力 ,还 要 在 误差 补偿 方面 采取 措施 、 对 单 自由 度 
液 浮 陀 螺 来 说 ,其 误差 力矩 W, 按 起 因 和 作用 的 部 位 可 分 离 成 如 下 形式 : 

Ига = Р, + РК5Е), + р,С5Е), + DsCSF)s + DnS PY 
+ ВСЕ» + р; (5Е» + D,sCSF)iCSF)s + DosCSF)CSE)s 
+ ОСЕ) С5Е) +++, (12.121) 
其 中 SF 是 比 力 向 量 ，(SE) СЕ), СЕ); 分 别 是 比 力 向 量 在 输入 轴 、 输 出 轴 、 转 子 自 
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旋 轴 方向 上 的 分 量 ，Di，Du Р, Do 等 是 比例 系数 。 这 些 系 数 都 与 温度 有 关 , TRER 
CE 
= рь + DrrT, 

р еее [Us 一 DrsATs]CSF),, 

DSF), = [Us + DroATo]CSF)， 

р;($5Е); ыы [-0, 十 DrsATI](SF);,, (12.12-2) 
Ep, TERRIER; АТ, АТ,, ATs 分 别 是 沿 输入 、 输出 、 自 旋 轴 的 平均 温度 梯 
ВЕ; Us, U, 是 沿 自 旋 轴 和 输入 轴 的 质量 失 配 ; U 是 沿 输出 轴 的 比 力 引起 的 漂移 分 量 的 
ШИА; рь, Отель Отв, Drs 是 温度 系数 ， | 

SKARA TEE, КУТЕВ ВА РУНЫ ВЕ НИНЕ КИ, ГЕЈЕ НУ ХУ 
从 而 产生 粘 滞 型 误差 力矩 .本 来 , 液 译 陀螺 由 于 减 小 了 摩擦 力矩 而 提高 了 精度 ,但 当 温 度 
变化 引起 粘 滞 型 误差 力矩 时 ， 却 又 影响 了 精度 的 进一步 提高 。 如 果 能 采取 温度 控制 的 方 
法 ,控制 陀螺 内 部 温度 场 的 形态 , 减 小 温度 因素 对 各 主要 系数 的 影响 ,这 将 为 陀螺 在 系统 
中 运用 时 ,进行 误差 分 离 和 补偿 创造 便利 条 件 ,同时 还 能 碱 小 漂移 量 。 这 就 是 陀螺 温度 控 
制 问题 的 物理 背景 . 

热 扰 动 分 为 外 部 扰动 和 内 部 扰动 两 种 内 部 热 扰 动 主 要 是 力矩 器 和 转子 马达 的 功率 
损耗 产生 的 热量 。 由 于 力矩 器 通常 采用 等 幅 电 流 的 正 负 相位 调制 方法 ， 其 电流 平方 为 常 
值 ， 故 产生 的 热 功 率 可 以 认为 是 常数 .转子 ЕЕЕ RAMEE 也 是 基本 稳定 的 . 
所 以 在 下 面 讨论 中 ,我 们 假定 内 部 热源 总 处 于 稳 态 . 

外 部 热 扰 动 是 由 于 环境 温度 变化 引起 陀 蝶 同 外 部 环境 的 热 交 换 而 产生 的 热 扰动 . 固 
体 和 气体 的 热 交 换 有 三 个 因素 .第 一 ,边界 面 热传导 服从 传 里 叶 定律 

ga) = ])[ Т(®) — Т.ж) ], (12.12-3) 
其 中 T(x) 是 固体 在 边界 面 上 的 温度 ，7e(x) 是 环境 温度 .f(x) 是 比例 因子 ,在 常温 下 
近似 与 Т, Te ER. 第 二 ,边界 面 热 辐 射 服从 于 疲 陡 兹 受 〈Baltzman) 定律 
qalx) == kA LT E) 一 Tc(z)]， (12.12-4) 
АРЕНА, А) 取决 于 材料 表面 物理 性 质 的 参数 .第 三 ,对 流 热 交换 这 一 项 比 
较 复 杂 , 辣 许多 因素 有 关 , 还 有 待 于 气体 热 动力 学 的 研究 ， 但 可 以 肯定 的 是 这 一 项 ql) 
是 连续 依赖 于 T), TeC), HEE T(x) 的 单调 递增 函数 ， 同 时 又 是 Te) 的 单调 
递减 国 数 . 总 之 ,在 边界 上 同 环境 的 热 交 换 率 可 表达 成 : 
О(х) = (х) + (х) + q(x) = Ф(х, T(x), Т„(х)). (12.12-5) 
Ф(х, Т, Т.) 对 了 是 严格 单调 递增 国 数 , 对 Т, 是 严格 单调 递减 说 数 , 并 且 对 T, Te 的 依 
赖 具 有 相当 的 光滑 性 . 
值得 注意 的 是 ,关于 流体 力学 中 的 诺 维尔 一 斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 的 稳 态 解 有 
一 个 重要 性 质 : 在 每 一 特定 场合 ,存在 总 体 稳 定性 雷诺 (Reynold) 数 Кс, 4 EAR < Кс 
时 ,流体 有 唯一 确定 的 稳定 运动 。 当 К 之 Re 时， 流体 存在 至 少 两 种 稳定 的 运动 , 甚至 
是 滑 流 解 思 .经 各 种 扰动 后 ,其 新 近 状 态 至 少 也 有 二 种 解 , 因而 对 浮 液 来 说 , 存在 至 少 两 
种 可 能 的 误差 粘 沾 力矩 。 由 于 R 正 比 于 vsr 是 液体 的 粘度 ,而 粘度 又 正比 于 温度 . Н 
比 , 今 后 我 们 假定 陀 蝶 充 液 部 分 的 几何 特性 和 浮 液 工作 点 的 设计 ,将 使 运转 时 的 雷诺 数 R 


446 第 十 二 章 “分布 参数 控制 系统 


永远 小 于 Rec。 于 是 稳 态 的 温度 场 连续 唯一 地 决定 了 一 种 运动 ,从 而 连续 唯一 地 决定 了 一 
种 粘 灌 力矩 . 

进行 温度 控制 的 设备 有 : 分 布 热 敏 系数 的 温度 传感器 ,分 布 电阻 的 电热 片 有 限 个 固 
体 放 大 器 ,用 它们 来 构成 闭环 控制 器 . 

温度 控制 的 目的 是 ,针对 外 面 环境 的 变化 , 用 若干 个 分 布 型 温度 传感器 ,分布 型 电热 
片 构成 有 限 个 控制 名 路 ， 使 对 流 型 误差 力矩 较为 稳定 ,并 且 使 它 随 环境 温度 变化 而 变化 最 
РАЯ 

外 部 环境 温度 变化 是 缓慢 的 ,测量 和 控制 以 及 内 部 热传导 过 程 较 快 ,控制 巡 路 经 常 处 
于 稳 态 条 件 下 ,所 以 ,我 们 讨论 稳 态 下 的 最 优 控制 问题 . 

温度 热传导 过 程 可 用 第 12.1 节 所 讲 到 的 抛物 型 方程 来 描述 设 28 是 三 维 欧 氏 空间 
R 中 开 连 通 有 界 集 , 其 边界 为 068，R+ = {1,120}. 受 控 对 象 热 传导 方程 是 


= x) _ 


Aaa 970 90 ух 2 (Каба) == + Ках), бх) К, X 0, 


ij=1 


(12.12-6) 


一 ге Ки(ж)х; эте» ж) = Cx, TX TA XN) — Dalt x), Ct, х)є R, X д0, 


(12.12-7) 

其 中 cC) ЖЖ, обх) 是 密度 ，Kii(x) = К.х) 是 热传导 系数 ，T(z, х) 是 温度 场 

Я, Та, х) 是 边界 上 环境 温度 分 布 ，1(t, х) ЯМАЛ, PrO, х) 是 供 选 择 

的 控制 作用 ，x; 是 边界 00 的 外 法 线 向 量 的 分 量 . ФСх, Т, 7T,) 是 同 外 界 总 的 热 交 换 率 ， 
如 同 前 述 . 

由 于 限定 考虑 稳 态 过 程 ， 所 以 我 们 考虑 下 述 椭 圆 型 方程 的 边界 控制 问题 〈 即 令 


В. = 0): 
өе A + КЕ, х) =0, хЕО, (12.12-8) 
27 32 Кя, > айса сене Ф(х, Т(х), Т Xx)) == Ф. (х), хЄ 90. (12.12-9) 
SO Сый Ф.(х) 分 为 两 项 
Фт,(х) = Ф,(х) — Ф,(х), (12.12-10) 


Е Ф,(х) ХУЖЕ ТЕ, Cx) 用 于 闭环 反馈 作用 。 因 此 , 问题 式 (12.12-6)， 
(12.12-7) 可 分 解 为 下 述 问 题 : 


yË (KsCx) 2) + f(x) =0, же, (12.12-11) 
п Өх; дх; 
3 ӨТ а 
一 Уу Каб) = Фк) + Bx, Т, 7), хе 00; (12112-12) 
ij=1 i 


以 及 
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3 
5 E (Ku 2) = 0 ЖЕ. (12.12-13) 
їі 1 Ox х} 
3 
一 У) К», от, = —Ф,(х) + Ф(х, Т, + Tas Т) — Ф(х, Т,, ТӘ, хє 00, 
bj=1 Xi 
(12.12-14) 


式 《12.12-14) 可 以 线性 化 为 


一 >) КС)» 一 — B(x) + Ф,(х)Т, — Ф,(х)(Т,— Т), «Е 00. (12.12-15) 
ibi=1 Xi 


式 (12.12-11),《12.12-12) 的 解 是 在 标 称 环境 温度 分 布 Te《x) 下 的 内 部 温度 分 布 T(x). 
5(2.12-13),(12.12-14)5% (12.1215) T) 是 当 环境 温度 分 布 对 标 称 值 T.《x) 的 
偏离 温度 分 布 ， 而 T(x) = Tæ) 十 Т.) 是 原来 间 题 式 (12.12-8),《12.12-9) 的 解 .由 


Р Ф(х, Т, TAX T, Т, 的 依赖 性 相当 光 谓 ,可 令 Ф.О) = 2. Plx, Tis Т), Ф (х) = 


Т. Т). ЖФ} Т, Т, 的 严格 递增 和 递减 性 质 , 所 以 有 $C) > 0， 
Ф.(х) < 0. 

经 这 样 分 解 后 ,现在 研究 式 (12.12-13) (12.12-15) 的 边界 控制 问题 ， 取 (x) = 
Ф.х) + Ф.()СТ Сх) — Т.(х)), 8 
n ô fk OTN 
5? ПИ == 0, xE Q; (12.12-16) 


j=l 


> Куб)» -2 


的 边界 控制 问题 . 其 中 бае. 0. 对 К Сх), OCX) 和 Фу(х) 的 光滑 性 作 了 一 些 假 
定之 后 ,在 文献 [29] 中 证 明了 , 式 (12.12-16),《12.12~17) 存 在 唯一 正则 解 , 且 同 下 列 积分 
方程 的 解 等 价 : 


+ Ф,(х)ТС(х) = Cx), xE до (12.12-17) 


то) =2 | Gæ, ТЕСТА, xed, (12.12-18) 

EH 一 一 | PGE, ФСО + ФФ, 600, (12.12-19) 

其 中 Ps D) кон 20-6 ФС). ВВОДУ), ЕТЕТИН ИКИ WC, 
п), GE ж эс т} ЗЕЯ, WC эр) = WC, x), Ч 

T(x) = [ис TDM Ads. (12.12-20) 


注意 到 当 O E LOA) К, Т(х)е ССО), 因此 , 可 按 式 (12.12-20) 来 定义 原 问 
题 的 广义 解 .又 因 核 函数 ИСП, х) 在 xn 上 连续 , 故 当 Ф, = 6(х — хо), же д0 


1) C (0) 是 连续 函数 类 ,但 对 其 中 函数 加 了 某 些 限制 ,请 看 文献 [29] . 


448 第 十 二 章 ”分布 参数 控制 系统 


时 ,T(x) = W(x, x) 一 | W (х, т)8(т 一 х„)4ю, х > хо. EA (12.12-20) 看 成 是 


1.090) 到 1090) 的 算 子 时 , 它 是 自 伴 紧 算 子 , 所 有 本 征 值 是 实数 并 有 界 , 本 征 子 空间 
是 有 穷 维 的 , 零 是 本 征 值 的 唯一 聚 点 
单 自 由 度 液 浮 陀螺 有 四 个 主要 温度 因素 , 即 DreT, DywATs，DroATu, РъуАТ,. 在 
标 称 环境 温度 工 下 ,陀螺 内 部 是 标 称 温 度 场 ,陀螺 转子 呈现 中 性 悬浮 状态 .此 时 按 比例 状 
态 分 离 的 各 主要 线性 误差 系数 分 别 记 成 Dr = Dr + ОТ, = Us 一 DrsrAs Ту» Uo == 
Us + РъАТ,, О, = U; — DosAiT。 当 环境 温度 变化 成 T。 时 ,内 部 温度 场 同 标 称 温度 
场 发 生 偏离 ,这 个 偏离 的 温度 分 布 是 式 (12.12-16), (12.12-17) 的 解 ， 上 述 各 系数 分 别 发 
ЕЕ DieT， 一 DrsrAsT，DzwAoT， 一 DnsA1T 的 偏差 . 
若 取 ху, хо хз 坐标 轴 同 单 自由 度 陀螺 /, О, 5 HEA, 则 T, AT, АТ, AT 分 


别 是 ТС), ЭТС, ЭТ, ЭТО 诸 梯度 分 量 在 如 上 的 积分 平均 值 | ， ааг ади, 


| а(х) ОТ у, | а(х) aT dx, | ах) ТС) ах, жын 0 < а(х) < а < оо, 
о Әх; 2 о Ох, 


а(х) Е сод), 1 = 1.2, 3-4. 
当 考 虑 椭圆 方程 的 狄 里 克 雷 〈Dirichlet) 问题 时 ， 


рэ > (късо) =. =0, хє0, (12.12-21) 

Т(х) = T(x), хє 90, (12.12-22) 

则 由 7 决定 的 解 了 的 关系 是 由 1.000) 到 一 SA SE Н'СО) 的 线性 连续 映 象 . 
因而 ОТ, —DrsAsT, РАТ, — Оз АТ 120) 中 的 线性 泛 函 ， 即 存在 


ФЕ L2), i= l; 2; 3; 4; 使 


М, = Рут к= м Т(х)ф\Сх)а„т„ 

М, == == От А; Т = \ Т(х)0:(х)4,0, 
79 

Мз = РАТ = |, T(xX) Vx) deo, 


М. = — DnsAT = 1 Т(х)ф.Сх)а,о. (12.12-23) 
о 


式 内 4с 是 边界 上 的 面积 元 素 . 
控制 的 目的 是 使 温度 因素 引起 的 误差 变化 为 最 小 , 故 定义 指标 泛 函 为 


4 2 
Ј= У) LEN (12.12-24) 


i=1 0; 
其 中 о 是 设计 者 根据 实际 问题 需要 确定 的 加 权 因 子 。 假定 控制 作用 的 功率 是 有 限制 
的 , 即 


| Фа < С, (12.12-25) 
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在 条 件 式 (12.12-25) 的 限制 下 ,使 取 极 小 值 。 这 个 限制 也 可 取 成 下 述 的 最 优 指 标 : 


+ Фора, >> о, (12.12-26) 
А Јао ў 
因此 功率 限制 条 件 可 以 通过 调节 НОЖ. НЕЕ о 
мї = | | bi CO T TE додо, (1212-27) 


J= | aada + | | тоб, DT Odd 212-2) 


А0, E) = У) ох). (12.12-29) 


控制 的 结果 使 7 取 极 小 ,就 意味 着 在 控制 功率 限制 条 件 下 , 温度 因素 的 变化 取 极 小 , 从 而 
使 陀螺 漂移 按 式 (12.12-1) 分 解 的 主要 系数 因 温度 变化 而 引起 的 变化 最 小 
有 了 指标 后 ,可 以 提出 如 下 最 优 边界 控制 问题 : 求 O) A ТС) [ао 的 关系 ,使 
т) = | „т, ФХР + ФСТ СЮ — TED) ldeo, (1212-30) 
并 使 取 极 小 值 ， 下 面 ,我 们 应 用 泛 函 变 分 ( 弱 变 分 ) 来 解决 这 个 问题 ， | 
对 任意 给 定 的 T(x)，xe 89， 对 Ф. ERE И 
3T(x) = | wx, B30 (12.12-31) 
又 因 А(х, E) = ACE, x)， 所 以 J 的 变 分 为 


5] = jot 2 D(X)ED Cx) dro + 网 ,27C8) Az, 点 )50.Cx)dxode 


= 人 2 Е — Ф.(х)ёФ,(х)4,о 


Ж 


| 2TA, © | Wæ DODLA одао 
Ф. 


бу 1 TOA, EW CN, эдю | РИА 


[у 


十 
mahal 
=2f [22 242 + ты НС, Бут ао |20, (xXx)dx0, (12.12-32) 
其 中 

HCx, &) = 2 ACn, E)W (9, x) dso. (12.12-33) 


如 果 OC) 是 最 优 控制 ,应 有 
8] = 0, (12.12-34) 
那么 最 优 控制 应 为 


Фа = —Ё | „но DUOL 


ей № |, 之 W (0, х)4„тТСё)а«т 
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з > = (| Фари (п, 02) „ТО ). (12.12-35) 
因而 


| феи + || | Wx, MIDC + ФСТ. — Т.о 
до À до Јао Јао 


\ 


e ОО | WE, арро р + DEKT) — TKO) ново 


ык 1 2 1 Ў — T д 
= | 0000 + УЗ 2. [| „| Стог.) + Фаст — ТАУ, 


. Фан | = = \ Ф:Сх)а„т 


+ Е 2 {f o EDW Сп, ое |е, + бет 一 元 co)| 


(12.12-36) 
由 此 可 以 看 出 , J 在 12000) 上 对 Ф. 50у. AX 
| lim JX) = + о, (12.12-37) 


2 
А IL ag)?” 


故 极 小 值 存在 ,因此 最 优 控制 存在 ,并 具有 式 (12.12-357) 的 形式 ， 


再 令 
мб) = | ФИ (т, ждо, i= 1, 2,3,4, (12.12-38) 
则 观测 值 为 
[Фета = 1,2,3, 4, (12.12-39) 
最 优 控制 变 成 
Bx) 一 一 УХ Е Мәті. (12.12-40) 
i=1 О 


也 就 是 在 2 的 边界 62 上 ,分 别 安装 分 布 热 敏 系数 为 p(x) 的 最 优 温度 传感器 , 使 四 个 加 
热电 流 ( 其 平方 值 为 Ti) 分 别 以 а 的 增益 ,并 通过 阻抗 密度 为 MC) 的 加 热 片 , 就 
可 以 实现 最 优 控制 ， 


实现 最 优 控制 所 需要 的 参量 p), W, т) 和 M,C) 都 可 用 陀螺 温度 测试 来 得 
到 。 前 已 指出 ， 


T(x) = W(x,y) = | w nen — у)4,с, (12.12-41) 


Я] W Cx, y), 是 在 标 称 的 环境 温度 下 , 在 38 Е у 处 作用 以 单位 点 热源 后 , 量 得 的 稳 态 表 
面 温度 分 布 ， 而 


Мх) = \ фи (т. х)а,0 (12.12-42) 
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是 在 标 称 环境 温度 Т, Г, Ех 点 处 作用 以 单位 点 热源 后 ， 分 离 出 的 诸 主 要 误差 系数 
Dr, Di, Ds, Р, 同 在 标 称 温度 下 ,无 其 它 扰动 时 的 诸 系数 рь, D1, Dos Ds 的 增 量 , 即 
М.Сх) = р, 一 Dr, 
M(x) = Р; — 0, 
Мх) = D == Dos 
Mx) = D; — D;. (12.12-43) 
而 ФС) 可 通过 已 知 量 М(х), И C(x, у) 按 式 (12.12-38) 求 逆 来 逼近 ， 
在 工程 实现 时 ,温度 量 测 可 由 入 个 温度 传感器 测 到 的 00 上 一 些 点 的 温度 插值 求 出 ， 
Т0) = У) в), 


і=1 


其 中 
Т, 一 | Т(х)5(х — xi)dx0, 
#99 
或 
Т, = |, Тода (ха. 
aQ 
而 


N 
Т; = [Ф b2 gi Cx) P акс 
à j=1 
N m | 
= У) |в ао, СИС" (12.12-44) 
ј=1 


Лат АМАК АЈ bK) > 0, д1, 2, 0, М. 通过 与 放 
大 器 组 闭合 来 实现 最 优 逼 近 ， w {Girto p= l, 253 4; k = l Zs :0.:, М, 使 


>，GHpkCxz) = М(х) 一 PCMW (т. х), 
k=1 299 
上 式 在 下 述 意 义 下 成 立 ; 


M 
| (МК) 一 У бану = min, i= 1,2,3, 4, 
92 k=1 Gik 


故 
| Re E 
Gri = E, i= 1,2,3,4; А = 1.23 M. 
| (жа, 0 
aa 
此 时 近似 最 优 控制 为 


idx) = 1 X >; саноо У (|, иван), 
i=1 90; = 1 1=1 


М N 4 \ к 
о 25 hy ОО, кот, 
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则 


式 中 


[1] 
[2] 
[3] 
[4] 
[5] 
[6] 
[7] 
[8] 
[9] 
[10] 
{11] 
[12] 
[18] 


[14] 
[15] 
[16] 
[17] 
[18] 
[19] 


[20] 
[21] 


[22] 
[23] 


[24] 
[25] 


[26] 


第 十 二 章 “分 布 参数 控制 系统 


Ак = 2, е Ы Фада 


Da 
Bx) 一 —ACb(X), +++, Вм(х)) : 2 
Фм 
Da А Т, 
кз (А) : > 
Peu Ту 


(Л) 是 мхм 阶 矩 阵 。 可 以 看 出 ,这 样 的 控制 规律 是 很 容易 实现 的 . 
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